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Oversikt moment 3

m Over- och underanpassade modeller

Informationsteori

» Regulariserande prior

m Informationskriterium

Modelljamforelse

= Markov chain Monte Carlo (MCMC)
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Overfitting och Underfitting

m Overfitting: en modell Gveranpassar data genom att skraddarsy
modellen endast till befintliga data. Detta ger ofta dalig
prediktionsforméga pé& nya data, eftersom modellen har lart sig for
mycket fran data.

m Exempel: forklaringsgraden R? i multipel linjar regression okar alltid for
nya forklaringsvariabler, dven gillande variabler som &r helt orelaterade
till den beroende variabeln.

m Underfitting: en modell underanpassar data genom att lara sig for
lite fran data. Detta ger ocksd d&lig prediktionsformaga p& nya data,
eftersom modellen dr fér enkel for att anpassa data.

m Exempel: relevanta forklaringsvariabler for multipel linjar
regressionsmodell tas inte med i modellen.
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Balanserade modeller

= Tva approacher for att navigera mellan 6veranpassade och
underanpassade modeller:

= Regulariserande prior: modellen ska inte bli for exalterad 6ver data,
men heller inte vara for pessimistisk om informationen frén data
(“icke-Bayesianskt: penalized likelihood™).

» Informationskriterium: skattar den prediktiva férm&gan for en modell.

Bygger pa informationsteori. Kinda informationskriterium: AIC,
DIC, WAIC.

» Overgripande mal: anvinda approacherna for att konstruera och
kritisera modeller till att bli mer effektiva.

» Kom dock ihdg: alla modeller ar fel, men vissa dr battre att anvdnda
an andra.
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Exempel: 6ver- och underanpassade modeller

m Linjar regressionsanalys med den beroende variabeln
y = kilometer per liter for en bils bransleférbrukning och x = vikt i
ton for en bil.

m Polynomisk linjar regressionsmodell:

Yi, ..., Yn"’bl,',0'2 ”f\%l N("Ll,',0'2)
pi = Bo+ Buxi + Pox? + - + Bixf

dar k ar graden av den polynomiska regressionen.
m Oberoende priors for (Bo, Bj,Inc):
Bo ~ N (10,10?)
B; ~ N (0,10?)
Ino ~ N (ln 10, (In 2)2) ,
dirj=1,..., k.
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Exempel: underanpassad modell

m Linjar regressionsanalys med den beroende variabeln
y = kilometer per liter for en bils bransleférbrukning och inga
forklaringsvariabler.

m Polynomisk linjar regressionsmodell av ordning 0:

Yi, ..., Y,,’]zl,',0'2 ”f\dJ N(Viva2)
ui = Bo

m Oberoende priors for (Bo, Ino):

Bo ~ N (10,10%)

o~ N <In 10, (In 2)2>
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Exempel: dveranpassad modell

m Linj&r regressionsanalys med den beroende variabeln
y = kilometer per liter for en bils bransleférbrukning och x = vikt i
ton for en bil.

» Polynomisk linjar regressionsmodell av ordning 8:

Y, Yolpi 02 2 N(u;, 02)
Hi = Po+ Prxi + Pax? + -+ + Pox?

m Oberoende priors for (Bo, Bj,Inc):
Bo ~ N (10,10%)
B; ~ N (0,10%)
o~ N (ln 10, (|n2)2) ,
dirj=1,...,8.
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Exempel: mer balanserad modell

m Linjar regressionsanalys med den beroende variabeln
y = kilometer per liter for en bils bransleférbrukning och x = vikt i
ton for en bil.

m Polynomisk linjar regressionsmodell av ordning 1:

Y, Yolpi 02 2 N(u;, 02)
ti = Po + P1xi

m Oberoende priors for (Bo, B1,In0):
Bo ~ N (10,10?)
B1 ~ N (0,10?)

o~ N (ln 10, (In 2)2>

Bertil Wegmann (STIMA, LiU) Bayesiansk statistik



Informationsteori

m Ligger till grund for modellutvardering via regulariserande prior
och/eller informationskriterium.

m Informationsteori kan anvandas for att mata avstandet for en modells
anpassning till den perfekta anpassningen.

m Den basta modellen 3r den modell som maximerar sannolikheten for
data.

m Mattet deviance baseras pd modellens sannolikhetsfordelning for data
och ar ett matt pd den relativa osdkerheten i modellen jamfért med
perfekt anpassning.

m Fokus &r att f& s liten out-of-sample deviance som mdjligt.
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Informationsteori

m Tre intuitiva egenskaper som osdkerhetsmattet ska uppfylla:

vara kontinuerligt for att ta hdnsyn till sm& férandringar i sannolikheter
for data.

6ka om antalet mojliga utfall dkar.

vara additivt for att summera ihop osdkerheten fran varje observation i
data.

m Funktionen informationsentropi uppfyller alla dessa tre krav.
Osakerheten i en sannolikhetsfordelning berdknas som det
genomsnittliga vardet for log av sannolikheten dver alla observationer.
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K-L divergence och Deviance

Kullback-Leibler (K-L) divergence ger information om hur
informationsentropi kan anvindas for att mata en modells avvikelse
till perfekt anpassning.

K-L avvikelse ar den genomsnittliga skillnaden i log av sannolikheten
mellan den perfekta modellen och modellen sjilv.

K-L avvikelsen 6kar ju langre modellen kommer fran den perfekta
modellen. Den fordelning for data eller modell som ger den ldgsta
avvikelsen ar narmast den perfekta modellen. Jamforelse av modellers
korrekthet kan utfdras.

En modells Deviance &r en approximation av K-L avvikelsen och
berdknas enligt:
D(q) = —2) log(qi),
i

dar g; ar sannolikheten for varje observation i data.
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Berdkning av Deviance

Anvand MAP skattningarna for dom linjara regressionsanalyserna
tidigare, dar den beroende variabeln y = kilometer per liter for en
bils bransleférbrukning och x = vikt i ton fér en bil.

Berdkna D (q) for varje modell.

D (q) blir lagst for den polynomiska regressionen av grad 8 i analogi
med Skad forklaringsgrad R? for en mer komplicerad modell med fler
antal forklaringsvariabler.

Dela upp data i ett training sample och ett test sample. Forsta
halvan av datamaterialet anvinds till training sample, n.;, = 16,
och andra halvan anvinds till test sample, nss: = 16, dvs totalt
antal observationer dr n = 32.

Berdkna nu Deviance for respektive training sample och test
sample och jamfor mellan modellerna.
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Regulariserande prior

m Regularisering motverkar dveranpassning av data med hjilp av
“skeptiska” priors.

m Regulariserande priorn bromsar in ldrandet fran data.

m Exempel: tighta priors kring 0 satts p& respektive parameterlutning i
en linjar regressionsmodell.

= Om priorn tunas bra s& motverkas dveranpassning samtidigt som
modellen lar sig huvuddragen frén data.

m Obs! For mycket tuning med en for tight prior kan resultera i en
underanpassning av data.

Bertil Wegmann (STIMA, LiU) Bayesiansk statistik



Regulariserande prior

Hur tighta dessa “skeptiska” priors ska vara beror p& data och
modellen.

Deviance for training sample blir alltid varre/hégre med
regulariserande priors.

Deviance for test sample blir ofta battre/lagre med regulariserande
priors om man inte gjort priorn for tight for att underanpassa data.

Bra tuning av den regulariserande priorn kan minska dveranpassning av
data rejalt.

Korsvalidering: dela upp data i training sample och test sample och
vdlj den regulariserade prior som ger ligst Deviance p3 test sample.

Obs! Om all data maste anvandas for att trdna modellen s& kan det
vara svart att tuna priorn pd ett bra satt.
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Exempel: polynomisk regression med regulariserande prior

m Linjar regressionsanalys med den beroende variabeln
y = kilometer per liter for en bils bransleférbrukning och x = vikt i
ton for en bil.

m Polynomisk linjar regressionsmodell av ordning 8:
Yl, . Yn|‘u;,0’2 Ifl\({ N(y,-,cr2)
Hi = PBo+ Prxi+ Poxf + - + Pax?

m Standardisera forklaringsvariablerna for att satta en regulariserande
prior p& respektive lutningsparameter.

m Regulariserad prior pa B;:
Bo ~ N (10,10%)
Bj~N (0,0.1)
o~ N <In 10, (In 2)2> ,
dirj=1,...,8.
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Informationskriterium

m Vanliga informationskriterium for out-of-sample deviance (testing
deviance):

m Akaike Information Criterium (AIC)
= Deviance Information Criterium (DIC)
m Widely Applicable Information Criterion (WAIC)

m AIC, DIC och WAIC &r alla matt p& modellens prediktiva forméga
(out-of-sample deviance) och kan nominera den modell som gor bast
prediktioner.
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AIC

m AIC &r en skattning av den genomsnittliga out-of-sample deviance:
AIC = Dtrain + 2p,
ddr p dr antalet parametrar som ska skattas i modellen och

2P ~ Dout - Dtrain-

m AIC &r en approximation av modellens prediktiva féorm8ga och ar
trovardig om foljande galler:

flacka priors
posteriorn dr approximativt multivariat normalférdelad
antalet observationer N dr mycket storre dn antalet parametrar p
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DIC

m Mer generellt métt dn AIC, eftersom det inte kraver flacka priors.

m Bayesianskt informationskriterium, eftersom det beridknas fran
posteriorfordelningen for Diyajn, d.v.S Dyrain s for varje samplat vérde s
fran posteriorn.

m L3t D vara posteriorférdelningen for Deviance, D det genomsnittliga
virdet av D och D virdet p& deviance for posteriormedelvirdet av
parametrarna. D3 giller:

DIC=D+ (D—D) =D+ pp=D+2pp,

dar pp ar i analogi med antalet parametrar i modellen for att rakna ut
AlC.

m Hogre virde p& pp ger en mer flexibel modell for att skatta training
sample, vilket okar risken for Gveranpassning. Darfor kallas pp aven
for “penalty term”.
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WAIC

m Mer generellt matt dn AIC och DIC, eftersom det inte krdver ndgot av
de antaganden som galler fér AIC och DIC. Kriver dock att
observationerna i data ar oberoende.

m Prediktionens osdkerhet miats punktvis: observation foér observation.
Anvindbart, eftersom vissa observationer dr svirare att prediktera an
andra.

m WAIC kan delas upp i 2 delar.

m Forsta delen av WAIC: Pr (y;) dr den genomsnittliga likelihooden for
varje observation i dver posteriorférdelningen och

N
Ippd =) _log Pr (y;)
i=1

star for log-pointwise-predictive-density.
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WAIC

m Andra delen av WAIC: Antalet “effektiva” parametrar ges som

N

pwaic = YV (yi),
i=1

ddr V (y;) ar variansen av log-likelihooden av y; fran varje
posteriordragning.

m Forsta och andra delen ger
WAIC = —2 (Ippd — pwaic) = Dwaic + 2pwaic.

dar Dyajc = —2 Ippd &r analogt med deviance D, men dar
sannolikheten for varje observation i data i stillet dr den
genomsnittliga likelihooden f&r varje observation i Gver
posteriorfordelningen.
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Exempel: Berdkna och jamfér AIC, DIC, WAIC

m Linjar regressionsanalys med den beroende variabeln
y = kilometer per liter for en bils bransleférbrukning och x = vikt i
ton for en bil.

m Jamfor linjdra regressionsmodeller med k = 0,1, 8:

Yi, ..., Yn"’bl,',0'2 ”f\%l N(‘u,',0'2)
pi = Bo+ Buxi + Pox? + - + Bixf

dar k ar graden av den polynomiska regressionen.
m Oberoende priors for (Bo, Bj,Inc):
Bo ~ N (10,10?)
B; ~ N (0,10?)
Ino ~ N (ln 10, (In 2)2) ,
dirj=1,..., k.
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Modelljamforelse vs Modellval

Modellval utifrén informationskriterier baseras p& att valja den modell
som ger lagst AIC/DIC/WAIC.

Modellval tar inte hansyn till information om den relativa prediktiva
formagan bland konkurrerande modeller.

Modelljamforelse och genomsnittlig prediktiv férmaga Gver
konkurrerande modeller tar hinsyn till sma eller stora skillnader i
prediktiva forméaga.

Modelljamférelse: utvardera modellerna med DIC/WAIC i kombination
med annan information om modellernas skattningar.

Genomsnitt dver modeller: anvand DIC/WAIC for att konstruera en
posterior prediktiv fordelning som tar hansyn till den relativa prediktiva
formagan bland modellerna.
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Modelljamforelse

m Exakt samma observationer m8ste anvdndas for att jimféra modeller.
R kan t.ex. ta bort observationer med Missing values fér en modell,
men inte for en annan.

m Jamfor modellernas DIC/WAIC vérden och hur osdkerheten i
parametrarna férandras mellan modellerna.

m Akaike-vikter for att jamfora modellers relativa prediktionsférmaga
med avseende pd WAIC:

exp (— SdWAIG;)
Wi = m 1 1
Y7 exp (—3dWAIG)

diar dWAIC; = WAIC; — min (WAIC,), k=1,..., m, ar skillnaden

mellan WAIC f6r varje modell i och WAIC f6r den modell med lagst
virde p8 WAIC.
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Modelljamforelse

m Akaikes tolkning av vikt w;: skattning av sannolikheten att modell /
kommer ge dom béasta prediktionerna p& nya data, givet alla modeller
som betraktas for Akaike-vikter.

m Akaikes vikter ska ej Gvertolkas med avseende pé t.ex. urvalsstorlek
och tidigare resultat om det som undersdks.

m Akaikes vikter for modelljamforelse kan kompletteras med att jamfora
parametervdrden mellan konkurrerande modeller, vilket t.ex. kan ge
svar pa

m varf6r en modell har 1dgre WAIC &n en annan
= hur mycket parametervardena fordandras mellan modellerna
(confounding effekt?)
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Exempel: Modelljamforelse

m Linjar regressionsanalys med den beroende variabeln
y = kilometer per liter for en bils bransleforbrukning,
xi = hédstkrafter i hundratals och x; = antal sek pd en kvarts mile.

m Jamfor 4 linjara regressionsmodeller med féljande alternativ p&
forklaringsvariabler: x = inga, x1, x2, (x1, x2):

Y1, oo Yolpi 02 % N(u;, 02)
Hi = px,

m Oberoende priors fér (Bo, Bj,In0o):
Bo ~ N (10,10%)
Bj ~ N (0,10%)
Ino ~ N (ln 10, (In 2)2) ,
darj=1,2.
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Genomsnitt dver modeller

m Prediktioner kan baseras p& modellers relativa Akaike-vikter.

m Genomsnittliga posteriorprediktioner dver modellers relativa
prediktionsférméga.

m Arbetsging:
m Berdkna DIC/WAIC och Akaikes vikt for respektive modell.
m Berdkna simulerade utfall fr&n respektive modell.
m Kombinera dom simulerade utfallen fr&n respektive modell med
respektive modellvikt som proportion for varje utfall.
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Markov chain Monte Carlo (MCMC)

m Skattning av posteriorférdelningar genom anvindning av en stokastisk
process som kallas Markov chain Monte Carlo (MCMC).

m Samplade varden fr&n parametrarnas posteriorférdelning utan krav pa
att posteriorférdelningen dr multivariat normalférdelning och utan att
beh6éva maximera posteriorn.

= MCMC algoritm kan skatta generaliserade modeller (t.ex.
logitmodell, Poissonregression) och multilevelmodeller som producerar
icke-normalférdelade posteriorférdelningar. Kvadratisk approximation
ar darfor olamplig for dessa modeller.
m Extra kostnader med MCMC:
m tar ofta ldngre tid att skatta modellen

m lite mer jobb krdvs for att specificera modellen och kontrollera att den
skattade modellen ger rimliga resultat.

m MCMC skattning av modellen kan géras med hjilp av det
probabilistiska programmeringssprdket STAN, som rethinking paketet
kallar p& med hjdlp av funktionen map2stan.
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Metropolis algoritmen

m Metropolis algoritmen &r ett exempel pd en MCMC algoritm. Anvénds
for att dra parametervarden fran komplicerade posteriorférdelningar.

m Metropolis algoritmen kraver en symmetrisk forslagsfordelning, t.ex.
en normalfordelning eller en t-fordelning.

m Exempel: antag att vi vill utvdrdera posteriorférdelningen p (6] y) for
en parameter 0 med hjilp av en normalférdelning med varians 1 som
forslagsfordelning. For varje iteration t i Metropolisalgoritmen gors
foljande steg:

ett forslag pd 6 dras fran forslagsfordelningen, givet den forra

accepterade dragningen 0t~1. Kalla forslaget 6*.
Berdkna kvoten r av posteriorfordelningarna fér 6*och 6t=1 dvs

_ P(e"]y)
p(6t1ly)’

Forslaget accepteras med sannolikheten min (r, 1). Om forslaget inte
accepteras sitts 0f = 9t~ 1.
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Metropolis-Hastings och Gibbs sampling

m Metropolis-Hastings algoritmen generaliserar Metropolis algoritmen for
att tilldta assymetriska forslagsfordelningar.

m Assymetriska forslagsfordelningar kan vara lampliga for t.ex.
variansparametrar som ar positiva.

m Gibbs sampling ar ofta en variant av Metropolis-Hastings algoritmen
och samplar i varje iteration vdrden p8 en delmingd av parametrarna,
givet dom senaste samplade virdena f6r dom Svriga parametrarna (dvs
vdrden samplas frdn betingade posteriorfordelningar).

m Syftet med Gibbs sampling &r att 4 effektiva dragningar genom att p3
ett lattare satt sampla dragningar fr&n betingade posteriorférdelningar.

m Programmet BUGS (Bayesian Inference Using Gibbs Sampling)
anvidnder uteslutande Gibbs sampling for att skatta Bayesianska
modeller.

m Gibbs sampling blir dock ofta ineffektivt for modeller med ménga
parametrar och/eller betingade posteriorfordelningar som inte blir
|ttare att sampla i fran.
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Hamiltonian Monte Carlo (HMC)

Mer datorintensiv algoritm dn Metropolis-Hastings algoritmen, men
dragningar frén posteriorférdelningen dr ofta mera effektiva.

Algoritmen &r inte en slumpmassig process som for
Metropolis-Hastings algoritmen.

HMC kan liknas med att en partikel sveper Sver hela posteriorn och
varje géng partikeln vinder riktning samplas parametervarden frén
posteriorn vid den aktuella positionen.

Partikeln fardas |&ngsammare ju mer sannolikhetsmassa posteriorn har.
Detta ger en hogre andel dragningar dar posteriorn har mycket
sannolikhetsmassa jamfért med dar posteriorn dr flack och har liten
sannolikhetsmassa.

Rethinking paketets funktion map2stan goér anvindning av HMC
enkel.
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Bearbetning av data och MCMC diagnostik

m Preparera data innan anvidndning av map2stan:

alla variabeltransformationer for data ska goéras innan. Anvind endast
de variabler som ska in i modellen.

skapa en ny data frame med alla (transformerade) variabler som ska
anvidndas i modellen.

m Hur ménga dragningar fran posteriorn ar tillrdckligt? Anvand MCMC
diagnostik:

B ngg ar antalet effektiva dragningar, vilket motsvarar ungefar antalet
oberoende dragningar fran posteriorn. neg > 100 innebdr ofta bra
konvergens till posteriorn.

m Rhat ar ett matt pd om MCMC algoritmen konvergerat eller € till
posteriorn och Rhat < 1.1 innebér ofta ok konvergens.

® Anvand olika startvarden (olika MCMC kedjor) for MCMC
algoritmen for att undersdka om respektive kedja utvirderar posteriorn
pd samma satt. MCMC kedjorna kan parallelliseras.
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Multipel linjar regression - exempel med MCMC

m Multipel linjar regressionsanalys med

beroende variabel y = miles/(US) gallon for en bils bransleférbrukning
x; = manuell vixelldda (=1)

xp = viktiton

x3 = antal hastkrafter

x4 = tid i sek pd en kvarts mile

x5 = antal framatvéxlar

m 1 miles/gallon motsvarar ungefar 0,43 kilometer per liter.
Transformera om y till kilometer per liter.

m Standardisera alla forklaringsvariabler férutom dummyvariabeln x;.
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MCMC diagnostik

m Traceplott 6ver parameterdragningarna for varje MCMC kedja.
Undersdk om respektive kedja utvdrderar posteriorn pd samma satt.
Konventionellt med 3 eller 4 MCMC kedjor till att bérja med.

m En plott for det ackumulerade posterior medelvirdet 6ver MCMC
samples kan skapas for att kontrollera att det ackumulerade posterior
medelvardet konvergerar till ett varde Gver dragningarna.

m HMC algoritmen anvander en uppvarmningsfas och samples fran
denna fas kallas adaptation samples. Efter denna fas sparas de
samplade parametervirdena.

m Jamfor resultat for olika mycket adaptation samples och olika mycket
antal sparade samplade parameterdragningar. Om resultat for fler
MCMC dragningar knappt gor négon skillnad, s& kan man ndja sig
med farre MCMC dragningar.

m Problem med MCMC sampling fran posteriorn: préva med svagt
informativa priors for att erhélla mer rimliga MCMC kedjor.
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