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Oversikt moment 2: linjar regressionsanalys

Bayesiansk linjar regression utan forklaringsvariabler

Bayesiansk enkel linjar regression

Bayesiansk multipel linjar regression

= Kod Moment2.R (kan laddas ned pa kurshemsidan)
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Normal data, okdnd varians

m Modell: .
Y1, .o Yalp, 02 " N(u,o?)

#=Po
dir bade medelvirdet u och variansen 02 ir okinda.

m Modellen kan skrivas som en linjir regressionsmodell utan
forklaringsvariabler:

yi = Bo +e€i
e N (0,0%)
m Prior:
p(p, o)

= Om p och o antas oberoende apriori (boken):

p(p,o)=p(p)p(o).
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Normal data, okdnd varians

m Priorn f6r p och 0% kan ocks4 specificeras enligt:

p(1.0%) = p(ule®) p(o*)
m Standard icke-informativ prior &r en uniform prior for (y,Inc):
1
2
m Fordelen med standard icke-informativ prior:

= betingade posteriorn p (11|0?) och den marginella posteriorn p (¢?)
foljer kinda fordelningar.
m ger acceptabla resultat om man har mycket data.

m Nackdelar:

m om man har lite data boér man specificera en rimligare prior (se
oberoende priors i boken), eftersom priorn blir mer viktig vid lite data.
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Normal data, okdnd varians, linjar regressionsmodell

m Modell for linjar regression:
Vi Yol 02, x 2 Ny, 0%)
w=Bx',

dar variansen o2 ar okind och vektor med forklaringsvariabler
x = (1x1 ... xk) och parametrar B = (Bo 1 ... Pk) i stéllet for
endast u = By i foregdende modell.

m Om B och o antas oberoende apriori (boken):

m Standard icke-informativ prior dr har en uniform prior for parametrarna

(B.Ino):
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Normal data, okdnd varians, linjar regressionsmodell

m Fordelen med den standard icke-informativa priorn p (B, Inc):

= betingade posteriorn p (B|0?) och den marginella posteriorn p (0?)
foljer dven har kdnda fordelningar.

m ger acceptabla resultat om man har mycket data jamfért med antalet
forklaringsvariabler i x.

m Nackdelar:
m om man har lite data eller m&nga férklaringsvariabler, s& bér man
specificera en rimligare prior (se oberoende priors i boken).
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Normal data, okdnd varians - exempel

m Ett slumpmissigt urval av 32 bilar har dragits frén 1974 Motor Trend
US magazine, se datamaterialet mtcars fran R:s dataexempel.

m Slutgiltigt mal: multipel linjar regressionsanalys med den beroende
variabeln y = miles/(US) gallon fér en bils bransleférbrukning.

m 1 miles/gallon motsvarar ungefar 0,43 kilometer per liter.
Transformera om y till kilometer per liter.

m Modell utan forklaringsvariabler:
Yoo Yol 0 % Ny, 0)
#=po
dir bade medelvirdet u och variansen o2 ir okinda.

m Oberoende priors for y och o (anvdnd t.ex. webbverktyget for att
elicitera priorn):
p~ N (10,10%)

o ~ Uniform (0, 20)
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Normal data, okdnd varians - visualisera priors

m Plotta priors for p och o for att plotta dina antaganden apriori.

m Plotta data y for att se vad dina priors ger for apriori information om
antal kilometer per liter.

Dra méanga virden pa p och o frén priorfordelningarna.
Dra betingade virden y|;4,(72 givet virdena i punkt 1.
m Verkar dina priors rimliga? Om inte, dndra priors for u och o tills du
blir ngjd.

m Kontakta experter, t.ex. bilhandlare, bilverkstader, bilféreningar, etc.,
om du behéver hjdlp med att elicitera en rimlig prior.
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Normal data, okdnd varians - kvadratisk approximation

m Kvadratisk approximation med funktionen map i R-paketet
rethinking, se R-koden Kod Moment2.R.

m Problem med kvadratisk approximation fér o, eftersom
standardavvikelse- eller variansparametrar har en tendens att vara
skeva &t hoger.

m Losning: kvadratisk approximation blir i bland battre for Ino.

m Marginell posteriorférdelning for o bestims genom att antilogaritmera
posteriorfordelningen for In o

0; =exp[(Inc);],

dar i ar den i:te samplade dragningen frén respektive
posteriorfordelning.

m Jamfor posteriorfordelningarna for o med respektive kvadratisk
approximation for o och Inc.

m Omincolyr,...,yn ~ N(pn, 0,), sd foljer posteriorférdelningen for o
en log-normal fordelning med parametrar y,, och o,.
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Normal data, okdnd varians - posterior for nya obs.

m Posteriorn for y i linjar regression utan forklaringsvariabler ar
posteriorn for medelvardet y.

m Posterior prediktiv fordelning for nya observationer y givet data
_y].y"'vynr p(yb/)
m Modellutvdrdering med replikerade data (in-sample fit):
m plotta p (y|y) genom att dra vérden fran posteriorfordelningen

(V’U) |)/1v---:}/n:

Dra manga vérden p& (u, o) frén posteriorfordelningen.
Dra nya observationer y fran y|u, 0® ~ N(u,2) givet (i, o) i punkt 1.
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Normal data, okénd varians - posteriorn for u, o

Aven om u och o antas vara oberoende apriori, sa tillats dom vara
beroende aposteriori.

Funktion for kovariansen mellan p och o frdn posteriorn: vcov ().
Korrelationsmatris: cov2cor ().

Dra posteriorvdrden for it och o direkt frdn multivariat
normalférdelning (kvadratisk approximation):

mvrnorm (n = Nsamples, mu = coef (), Sigma = vcov ())
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Normal data, okédnd varians - uniform prior p (u, In o)

m Modell: "
Y1, .., Yalp, o2 < N(p,o?)

m Prior: )
p(mo?) e (0?)
p (ulo?) e c

p(e?) (@)

= Betingad posterior for p|o?:

p(y|c72,y1,...,y,,) x p(yl,...,y,,|y,(72)p(y|cr2)

y|02' .y].v ---x}/n ~ N (_)_/, Uz/n)
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Normal data, okdnd varians - uniform prior

m Marginell posterior for o

PO Y1, s Yn) = /P(V,<72|y1,---,yn) dy

= /p(yl.---,ynlu.cfz)p(%vz) dp
— (72|y1, iy Yn ~ Inv —Xz(n — 1,52),
dir s2 4r urvalsvariansen for data Yis o1 Yn-

m Inv — x? (n—1,s%) &r en skalad invers x> —férdelning:

(n—1)s?

e~ 0 (1)
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Normal data, okdnd varians - sampla fran posteriorn

m Dra virden fran posteriorfordelningen for o2:

Dra ett virde f (02) = (”_0—12)52 fran x? (n—1). (anvind funktion
rchisq i R)

Berikna det dragna vardet for 02, givet vardet £ ((72) i punkt 1, enligt

» (n—1)s?

£ (0?)

Upprepa denna procedur ménga ganger for att f§ manga dragna vérden
fran posteriorfordelningen for o2

= Dra virden fran den betingade posteriorfordelningen p|o?:
]’ll|(712!y11 ---y}/n ~ N(_)_/v 0—’_2/”)’

dar i ar den i:te samplade dragningen frén respektive
posteriorfordelning fér o2 och p|o2.
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Enkel linjar regression

m Enkel linjar regression:
yi = Bo + Bixi t€;
Y (0,0?)
= Modellen kan skrivas som:
Yi, ..., Y,,]y,—,crz i N(y,-,az)
#i = Bo + Pixi,
dar parametrarna B, B1 och variansen o2 ir okinda.

m Prior:

p(Bo, B1.0)

m Om (Bo, B1,0) antas oberoende apriori (boken):

p(Bo. B1.0) =p(Bo)P(B1)p(0).
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Enkel linjar regression - exempel

m Enkel linjar regressionsanalys med den beroende variabeln
y = miles/ (US) gallon fér en bils brénsleférbrukning och
forklaringsvariabeln x = vikt i ton for en bil.

1 miles / gallon motsvarar ungefar 0,43 kilometer per liter.
Transformera om y till kilometer per liter.

m 1 pound motsvarar ungefar 0,45 kilo. Transformera om x till ton.
= Modell: )
Yi, ..., Yalui, 02 i N(u;, 0?)

ui = Bo + B1xi
m Oberoende priors for (Bo, B1,0):

Bo ~ N (10,10%)

Br~ N (-5,52)

o~ N (ln 10, (In 2)2)
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Enkel linjar regression - posteriorresultat

m Kvadratisk approximation med funktionen map i R-paketet
rethinking, se R-koden Kod Moment2.R.

m Sammanfattning av posteriorn sker oftast genom att presentera
tabeller och plottar Gver posteriorresultatet.

m Plottar av posteriorn ger oftast mer information om posteriorn &n vad
tabeller ger. All osdkerhet om olika kvantiteter i modellen kan plottas
men inte &terges i tabeller.

® Man kan ge mer viktning till tabeller ndr man blir mer van vid att
tolka posteriorresultatet.

m Typisk tabell inkluderar posterior medelvardet, standardavvikelsen och
kredibilitetsintervall (t.ex. 90.9 % och 95.2 %).

m Oddset for positiv eller negativ lutning kan berdknas for
lutningsparametern f;.
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Enkel linjar regression - posteriorresultat

m Hog korrelation mellan interceptet Bo och lutningen By
(rgo,p, = —0.957) kan medfdra svérigheter att skatta modellen i mer
komplicerade modeller med fler férklaringsvariabler = Centrera eller
standardisera forklaringsvariablerna.

® Om inte mdjliga vérden skiljer sig avsevart mellan
forklaringsvariablerna, sa récker det med centrering x; = x — x.
X=X

Annars &r det bittre med standardisering xs = vt

m Skattade modeller med standardiserade forklaringsvariabler kan vara
mer svartolkade, men man kan konvertera tillbaka till
estimationsresultat p& originalskala for forklaringsvariablerna.

m Fordelen med standardiserade forklaringsvariabler ar att man kan
jamfora magnituderna p& lutningsparametrarna for
forklaringsvariablerna, eftersom forklaringsvariablernas varden ar
standardiserade till samma skala. Viktigt om mycket blir signifikant
pga mycket data.

Bertil Wegmann (STIMA, LiU) Bayesiansk statistik



Enkel linjar regression - posteriorresultat

= Plotta den skattade regressionslinjen fr&n map (maximum a posteriori)
skattningarna.

m Alla regressionslinjer fran alla posteriordragningar fér Bo och B1 kan
plottas enligt:

1ij = Poj + Brjxi,

dar i galler for observation i och j ar den j:te samplade dragningen
frén posteriorfordelningen for (Bo, B1).

m Posteriorfordelningen for forvantad bensinférbrukning for en bil med
vikt 1.5 ton (motsvarande vikt for xp):

H1s00,j = Poj + P1j - X0,

dar j ar den j:te samplade dragningen fr&n posteriorfordelningen for

(Bo. B1)-
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Enkel linjar regression - posteriorintervall for y och y

m Posteriorfordelningen for forvintad bensinférbrukning for alla méjliga
bilar som vager mellan 0.8 och 2.4 ton.

m Kredibilitetsintervall for y; = kredibilitetsintervall for y; som funktion
av olika bilvikter x i en figur.

m Prediktionsintervall for y; som funktion av olika bilvikter x i en figur.
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Bayesiansk forklaringsgrad

m Berdkna den klassiska forklaringsgraden for varje samplat virde s frén
posteriorn:
N2
p2 _ R _ XLy (9s — )

> SST i1 (vi — )7)

m Gelman et al (2017) argumenterar for att en alternativ forklaringsgrad
ir battre, eftersom forklaringsgraden ovan kan leda till R > 1 vid lite
data och informativa priorférdelningar, se foljande dokument:

http://www.stat.columbia.edu/~gelman/
research /unpublished /bayes R2.pdf

m Alternativ Bayesiansk férklaringsgrad:

SSRS Z? 1()715 )7)2
T OSSR+ SSEs Y (§ie— 72+ X0y (i — i)

Bayesian R
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Bayesiansk residualanalys

Ej standard med residualanalys i Bayesiansk statistik. Val av modell ar
subjektivt och det dr mer vanligt att utvirdera konkurrerande modeller
mot varandra utifrén tvd huvuddrag:

hur bra 3r modellen p3 att replikera data (in-sample fit)

hur bra prediktionsférm&ga har modellen (out-of sample fit).

Om residualanalys anvands, s kan den utvdrderas p& “vanligt” sitt.
Obs! For varje observation i data har man en posteriorférdelning dver
residualen for denna observation: ris = y; — ;s for varje samplat varde
s.

Plotta residualerna mot y for att undersdka om det ar konstant
variation ¢ kring y. Undersok dven har hur bra det linjara antagandet
verkar vara for hur p ar lankat till forklaringsvariabler.

Undersck om residualerna dr normalférdelade med histogram.

Undersok om residualerna verkar vara beroende av varandra dver
observationsordning.
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Multipel linjar regression - utvérdera posteriorn for (B, o)

m | stort sett alla posteriorutvarderingar kan goras for den multipla linjara
regressionsmodellen som for den enkla linjdra regressionsmodellen, dvs

Tabeller 6ver posteriorresultat for respektive parameters marginella
posteriorférdelning, t.ex. medelvarde, standardavvikelse och
kredibilitetsintervall.

Visualisering av marginella posteriorférdelningen for varje
lutningsparameter. Inte viktigt vid kvadratisk approximation eller i fall
dar posteriorn ar lik en multivariat normalfordelning. Fokusera p& vissa
marginella posteriorfordelningar som visar n&got avvikande.

Oddset for positiv eller negativ lutning kan berdknas for respektive
lutningsparametern B; till en forklaringsvariabel ;.

Visualisering av bivariata posteriorférdelningar kan vara intressant for
att undersoka hur effekten fran tva forklaringsvariabler samvarierar.
Contour plots ar vanligt.

Parametrarnas korrelationsmatris kan redovisas.
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Multipel linjar regression - utvardera posteriorn for y och y

m | stort sett alla posteriorutvarderingar kan goras for den multipla linjara
regressionsmodellen som for den enkla linjdra regressionsmodellen, dvs

Posteriorférdelningen for p kan redovisas for specifika varden péa
vektorn med forklaringsvariabler x.

Prediktionsintervall och den prediktiva fordelningen for y kan redovisas
for specifika virden pa vektorn med férklaringsvariabler x.

Replikering av data kan jamforas med faktiska data for
modellutvérdering. (in-sample fit)

Prediktioner for nya varden kan redovisas fran den prediktiva
fordelningen p (7]y). Den prediktiva form&gan kan utvirderas mellan
modeller utifrén olika prediktionsmatt. (out-of sample fit)

Och mycket annat...
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Multipel linjar regression - exempel

m Multipel linjar regressionsanalys med

beroende variabel y = miles/(US) gallon for en bils bransleférbrukning
x1 = manuell vixelldda (=1)

xp = viktiton

x3 = antal hdstkrafter

x4 = tid i sek pd en kvarts mile

x5 = antal framatvéxlar

m 1 miles/ gallon motsvarar ungefar 0,43 kilometer per liter.
Transformera om y till kilometer per liter.

m 1 pound motsvarar ungefdr 0,45 kilo. Transformera om x; till ton.

» Standardisera alla forklaringsvariabler férutom dummyvariabeln x;.
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Multipel linjar regression - exempel

= Modell: y
Yi, ..., Y,,’]zl,',0'2 ”’\C’I N(Vivaz)

#i = Bo + Bixii + Baxoi + Pixai + Paxai + P1xsi = BX],

dar variansen o ir okind och med vektorn av forklaringsvariabler

som x; = (1xy; ... xx) for observation i samt vektorn med

parametrar B = (BoB1 --- Pk).

m Om B och o antas oberoende apriori (boken):

p(B.o)= HP Bi)p
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Multipel linjir regression - uniform prior p (B, 0?)

= Modell: "
Y1, ., Yalp, o2 " N(p,o?)
p=px
m Prior:

-1

p(B.0?) (o)
p(Blo?) c
p(o?) ()

m Betingad posterior:
Blo2, y, X ~ N (B, vﬁa2> ,
B=(x'x)" Xy

Vs = (X'X) ",

dar X ar en n x k matris med forklaringsvariabler.
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Multipel linjir regression - uniform prior p (B, 0?)

= Marginell posterior for o2|x, y:
a?ly ~ Inv — x3(n — k, %),

dir s2 = (yfxﬁ,,),(,ffxﬁ)

m Inv—x? (n — k,sz) ir en skalad invers x?—fdrdelning:

n— k) s?
=By (= k).
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Multipel linjar regression - uniform prior: posterior samples

m Dra virden fran posteriorfordelningen for o2:

Dra ett virde f (02) =
rchisq i R)

Berikna det dragna virdet for 02, givet vardet £ ((72) i punkt 1, enligt

(n—U/;)S2 fran x2 (n — k). (anvind funktion

(-0
e

Upprepa denna procedur ménga gdnger for att f§ manga dragna vérden
fran posteriorfordelningen for o2

= Dra virden fran den betingade posteriorfordelningen |02, y, X:
1ty X ~ (B vyc?).

dar i ar den i:te samplade dragningen frén respektive
posteriorférdelning for 02| X,y och B|o?,y, X.
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