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Forord

Det som foljer pa dessa dryga hundra sidor ar ett av otaliga férs6k som gjorts att presentera
satslogik och predikatlogik pa ett forhoppningsvis begripligt satt. Dartill har forfattaren ivrigt
uppmanats av ett antal studentkullar vid Hogskolan i Skévde. Nedanstaende ar en fysisk
manifestation av uppmaningarna. Huruvida framstallningen ar smaklig aterstar att upptacka.

Texten ar tankt att presentera sats- och predikatlogik, inklusive Gddels fullstandighetssats,
pa ett bade begripligt och korrekt satt. Den forutsatter viss kAnnedom om mangdteori,
funktionsbegreppet, relationer och induktionsbevis. Detta kan inhamtas i till exempel
standardlitteratur om diskret matematik sdsom Rosen, Discrete Mathematics (se
litteraturlista). Texten forutsatter ocksa en viss tidigare kdnnedom om satslogikens elementa.
Det ar inget krav, men underlattar Idsningen, eftersom vissa delar av satslogiken ar tamligen
kortfattat presenterat.

| ett forsta méte med formell logik ar det viktigt att se manga |6sta exempel, och kompendiet
ar rikligt utrustat med dylika. Med dessa exempel bor man arbeta aktivt. Det &r ocksa viktigt
att [6sa manga uppgifter sjalv, for att logik ska kunna bli ett redskap och inte ett problem.
Forslag till I6sningar pa 6évningsuppgifter bér diskuteras med studiekamrater och handledare.

Kompendiet bestar av fyra delar. Inom respektive avsnitt ar definitioner, teorem och exempel
internt numrerade. En referens inom ett avsnitt sker enbart med detta nummer. En referens
mellan avsnitten sker med avsnittsnummer och till exempel definitionsnummer.

Mer initierade lasare av detta kompendium inser snart att forfattaren ar kraftigt paverkad av
bland annat [Mates], [Mendelson] och [Bennet m fl].

Jorgen Sjogren
Skoévde, juni 01

Den version som har foreligger skiljer sig fran foregangaren framfér allt i att diverse fel av
spraklig karaktar rattats. En del oklarheter av logisk karaktar har ocksa korrigerats.

Jorgen Sjogren
Skovde, maj 02
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1 EN INLEDNING TILL LOGIK

Logik kan forenklat beskrivas som studiet av giltiga slutledningar, korrekta resonemang. Sa
ar t ex foljande tva informella slutledningar bada giltiga.

Exempel 1: Alla manniskor ar dodliga.
Sokrates ar en manniska.
Sokrates ar dodlig.

Exempel 2: Alla kaniner tycker om morotter.
Sebastian ar en kanin.
Sebastian tycker om morotter.

Satserna ovanfor strecket kallas premisser. Strecket markerar en slutsatsdragning och kan
utlasas "alltsa”. Satsen under strecket kallas slutsats. Skilj noga mellan slutledning och
slutsats. Observera att de tva slutledningarna i exemplen har samma logiska form. Bada ar
uppbyggda enligt monstret

Alla A ar B.
S arett A.
S arett B.

Alla slutledningar, som ar uppbyggda enligt detta monster, ar giltiga. Har finns tva idéer som
ar centrala.

()] En slutledning ar giltig om och endast om slutsatsen ar sann under
férutsattning att premisserna ar sanna.

Detta innebar t ex att det inte samtidigt skall ga att bejaka premisserna och férneka
slutsatsen utan att motsaga sig sjalv, dvs utan att hamna i absurditeter.

() En slutledning ar giltig om och endast om den har en viss logisk form.

Vad som avses med "logisk form” ar komplicerat. Vi skall i detta kompendium studera tva
hjalpmedel vid analys av satsers logiska form - satslogik och predikatlogik.

Om semantik och syntax

Studiet av tecknen, semiotiken, brukar delas in i féljande omraden.

Semantik, eller betydelselara, handlar om tecknens relation till varlden, dvs hur sprak och
varld hanger ihop.

Syntax, eller ordfogningslara, handlar om hur ord fogas samman till ordgrupper eller satser.
Ordet "syntax” anvands ibland ocksa for de regler som bestammer hur giltiga uttryck i ett
sprak ser ut.

Pragmatik handlar om sprakets anvandning.

Vi kan tillagga att "sema” betyder just tecken. For oss ar semantik och syntax viktigast.
Nedanstdende bild ar illustrativ.



Sprak Warld

\ Semantik

Syntax

Figuren ar tankt att illustrera att syntax ar nagot internt sprakligt, medan semantik handlar om
relationen mellan sprak och varld.

Nagot om semantik

Semantik handlar, som sagt, om hur sprak och varld hanger ihop, om hur och vad ord
betyder. | semantik ar vissa begrepp, sa kallade semantiska begrepp, viktiga. Exempel pa
dylika ar sann, satisfierbar och giltig. Vi kan illustrera att sanning ar ett semantiskt begrepp
med hjalp av féljande exempel.

Exempel 3: Betrakta satsen "Anders &ar lang.”. For att kunna avgoéra huruvida satsen ar sann
eller ej, maste vi veta vilken individ ordet "Anders” &r namn pa och huruvida
denna individ hor till mangden av langa individer.

™™ Anders
"Anders"

WA Langa
Lang i L individer

|

Har har "Anders” parats ihop med en individ som har egenskapen att vara lang.
| ovanstaende “varld” (struktur eller modell) ar satsen saledes sann. Huruvida
en sats ar sann eller ej ar, inte helt férvanande, beroende av hur varlden ar
beskaffad, och hur sprak och varld hanger ihop. Darmed kan man
férhoppningsvis inse att sanning ar ett semantiskt begrepp.

Vi sager att en (6ppen) formel, t ex "x ar lang”, satisfieras av en individ, om vi erhaller en
sann sats da vi ersatter variabeln med ett namn pa denna individ.

Exempel 4: Individen Anders satisfierar formeln "x arlang” eftersom ordet "Anders” insatt

i stallet for variabeln "x” ger en sann sats.
En formel ar satisfierbar, om den satisfieras av nagon (eller nagra) individer. Eftersom
"satisfierbar” har ar definierat utifran sanningsbegreppet, som ar semantiskt, sa ar begreppet
satisfierbar ocksa semantiskt. Ytterligare ett exempel som illustrerar ovanstaende ar foljande.
Exempel 5: Talet tre satisfierar formeln "x + 2 =5” eftersom satsen "3 + 2 =5" &r sann.

Nar vi parar ihop ord i ett sprak med ett fragment av en "riktig” eller en konstgjord varld ger vi
en tolkning av symbolerna i spraket. For naturliga sprak, som svenska, kinesiska, engelska
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etc, sker detta via konventioner (icke éverenskomna dylika dock) i och med att vi lar oss ett
modersmal. Nar vi anvander formella sprak, som satslogik, predikatlogik, C++,

PROLOG etc, styr vi sjalva hur kopplingen mellan sprak och varld skall géras. Betrakta
féljande bild.

Farmelit Modell =)
sprak
7 Tolkning
Symtax 1) Semantik 2]

Maturligt Warld

\ggxrék Tnllning

1) ar tankt att avbilda nagon intressant struktur i ett (ofta naturligt) sprak.
2) ar tankt att avbilda nagon intressant struktur i varlden.
3) Med begreppet struktur (modell) avses ofta paret tolkning — individmangd.

Egentligen finns ju allt detta i varlden, sa bilden borde ju vara nagot i stil med nedanstaende,
men da& det inte lika klart hur de olika komponenterna hanger ihop.

‘i sprak

Ett satt att forklara skillnaden mellan formella sprak och naturliga sprak ar att saga att ett
formellt sprak har en medvetet konstruerad, precis syntax, medan naturliga sprak inte ar
medvetet konstruerade och saknar precis syntax. Ett formellt sprak ar skapat for att
anvandas i nagon form av analys eller beskrivning av nagon intressant struktur, t ex
matematisk argumentering eller lingvistisk analys. Ett naturligt sprak har vaxt fram under
artusenden tillsammans med vart manniskoblivande.



Nagot om syntax

Alla ord (symboler) i ett sprak utgor ett lexikon (vokabulér, alfabet). Syntax handlar t ex om
vilka symbolsammanstaliningar (ordsammanstalliningar) som ar korrekta, enligt en
uppsattning regler.

Hur skulle man kunna avgéra om en given symbolsammanstalining ar giltig (korrekt)? En
mojlighet skulle vara att skapa en lista 6ver alla korrekta symbolsammanstaliningar (giltiga
strangar) och sedan helt enkelt kontrollera om den givna strangen finns med i listan. Finns
strangen med ar den giltig, finns den inte med ar den ogiltig. Listan kan forstas inte goras
fardig, om det totala antalet korrekta strangar ar mycket stort eller oandligt. Man kan i och for
sig tanka sig att vi skulle kunna generera listan i ndgon alfabetisk ordning, och att den ar klar
atminstone sa langt som vi skulle behéva for att kunna testa en aktuell strang, men for ett
oandligt sprak, behdver vi inte ha nagra garantier for att orden kan raknas upp i alfabetisk
ordning. En annan mdjlighet skulle vara att ha tillgang till en (liten?) uppsattning regler som
genererar precis de giltiga strangarna. Vi utgar fran ett exempel fran [Hofstadter] for att
illustrera nagra syntaktiska begrepp.

Var vokabular bestar av tre symboler M, | och U, dvs V ={M, |, U}. En strdng éver V aren
andlig foljd av symboler fran V, t ex

MU
UM
MIU
MIIUI
IUM
osv

Det finns dessutom en uppsattning regler med hjalp av vilka man kan generera giltiga
strangar utifran tidigare skapade giltiga strangar. En giltig strang kallar vi ett teorem. Nedan
betecknar variabelsymbolerna x och y strangar, eventuellt tomma, éver vokabularen V.
(Se till exempel [Rosen] ss208f och kap 10.1 om strangterminologi.)

Regel 1: Om x| ar ett teorem, sd ar ocksa xIU ett teorem.
Regel 2: Om Mx ar ett teorem, sa ar Mxx ett teorem.
Regel 3: Om xllly ar ett teorem, sa ar xUy ett teorem.
Regel 4: Om xUUy éar ett teorem, sa ar xy ett teorem.

Exempel 6: Om MIl &r ett teorem, sa ar MIIU ett teorem enligt regel 1 ( x = MI).
Om MIl &r ett teorem, sa ar Ml ett teorem enligt regel 2 (x = II).
Om MIIII ar ett teorem, sa ar MUI ett teorem enligt regel 3 (vad ar x resp y
har?).Vi infor beteckningen ”|O0 x”, som utlases "x ar ett teorem”.
|[O MUUU = |0 MU enligt regel 4.

| detta lilla "spel” kan man generera teorem, givet att man har en uppsattning teorem att utga
fran. Ett startteorem, ett gratisteorem, kallas ett axiom. | detta system har vi ett axiom.

Axiom: Ml
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Exempel 7: Problem: Generera MUIIU.
Loésning: Mi (Axiom)
Mil (Regel 2)
MIlI (Regel 2)
MIlIJ (Regel 1)
MUIU (Regel 3)
MUIUUIU (Regel 2)
MUIU (Regel 4)

Ovan har vi ett exempel pa en harledning (bevis). En hérledning bestar av en svit av strangar
sadan att en strang erhalls fran tidigare strangar med hjalp av nagon av reglerna. Begreppet
harledning (bevis) ar syntaktiskt. Detta innebar att vi i en harledning manipulerar symboler
utan att ta hansyn till vad de betyder, likt en dators manipulerande av symboler.

Att fundera pa 1: Harled (generera) MU.

Det skulle vara bra om det funnes en metod med hjalp av vilken man skulle kunna avgéra
om en given strang ar ett teorem eller ej. Om sa ar fallet, ar det formella systemet avgérbart.

Att fundera pa 2: Fundera 6ver huruvida MIU-systemet avgdrbart? Om detta kan man lasa i
[Hofstadter].

Observera att en dator enbart fungerar pa ett syntaktiskt plan, medan en manniska aven
opererar pa ett semantiskt plan. Vill vi att en dator skall vara "intelligent” kravs att vi lyckas
konstruera dem sa att de aven kan operera pa ett semantiskt plan.

Om giltiga slutledningar igen

Betrakta foljande informella slutledning

Exempel 8: Om det regnar, blir grasmattan blot.

Det regnar.
Grasmattan blir blot.

Detta ar ett exempel pa en giltig slutledning. Varfor ar den giltig?

Loésning: Vi kan analysera slutledningen satslogiskt och ser da att den har féljande
logiska struktur

A-B

A

B

dar A star for satsen Det regnar, och

B for satsen Grasmattan blir blot.

Detta ar en formell slutledning, och denna kan analyseras med hjalp av
satslogikens sanningsvardestabeller. Om sanningstabeller kan man lasa i
avsnittet om satslogik.
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| alla sanningsvardestilldelningar som gor bada premisserna sanna ar ocksa
slutsatsen sann (rad 1 i tabellen). Vi sager da att den formella slutledningen ar
satslogiskt giltig och darmed sager vi ocksa att den informella slutledningen ar
satslogiskt giltig.

Om slutledningen
Ai
Az

A,
B

ar giltig, skriver vi {Aq, A, ..., An} |=B.
Observera att begreppet giltig slutledning ar semantiskt.
Exempel 9: Om solen skiner, blir bonden glad.

Bonden blir glad.
Solen skiner.

Ar denna informella slutledningen giltig?
Ldsning: Formalisering ger med uppenbara beteckningar
A-B

B
A

Analys med hjalp av sanningstabeller ger

AB(A_-B B A
S S S S s
s f f f s
fs S s f
f f S fof

Har finns en sanningsvardestilldelning som gor bada premisserna sanna och
slutsatsen falsk (rad 3 i tabellen). Den formella slutledningen, och darmed aven
den informella, ar da satslogiskt ogiltig.

En syntaktisk infallsvinkel skulle vara att ge en uppséattning regler med hjalp av vilka vi kan
harleda en slutsats fran en uppsattning premisser, som da skulle fungera som en sorts
tilifalliga axiom i harledningen. En regel skulle till exempel kunna vara att alla slutledningar
pa formen



< oo
B
<

ar korrekta (¢ och y ar godtyckliga satser). Om vi, givet en uppsattning regler, kan harleda
satsen U fran satserna ¢+, ¢o, ..., ¢n, sa skriver vi {¢1, ¢, ..., o} |0 W. Observera
aterigen att hdrledning ar ett syntaktiskt begrepp.

Det aterstar nu att undersdka huruvida harledningsrelationen (|) och medférrelationen
(I7) ar extensionellt ekvivalenta, dvs genererar precis samma uppsattning giltiga
slutledningar. Logik handlar mycket om hur relationerna ”|O0” och ”|=" hanger ihop inom
olika typer av logiska system.

Var uppgift blir att konstruera syntaktiska system, som férhoppningsvis kan manipuleras av
en dator, och som sammanfaller med var intuition av semantiska system.

Objektsprak och metasprak

Nar man studerar sprak, och det ar vasentligen det vi gor i detta kompendium, ar det viktigt
att halla isar det sprak man studerar, det sprak man talar om, objektspraket, och det sprak
man anvander nar man talar om objektspraket, metaspraket. Vi kan till exempel anvanda
svenska som metasprak vid studier av objektspraket engelska. Vid diskussioner om naturliga
sprak, sa anvander man ofta samma sprak som objekt- och metasprak. Vanskligheter i detta
syns om vi betraktar féljande tva satser, som pa ytan ser ut att ha samma struktur. Fido ar
tankt att vara en hund.

(1) Fido har fyra ben.
(2) Fido har fyra bokstaver.

Har ar det uppenbart att ordet "Fido” i de tva satserna har olika betydelse. | (1) refererar det
till hunden, och i (2) till hundens namn. Vi kan tydliggdra detta pa ett standardmassigt satt
genom att anvanda citationstecken enligt
(2) "Fido” har fyra bokstaver.
Det galler att (1) hor till objektspraket, och (2) och (2°) hor till metaspraket.
For att illustrera med det ovan diskuterade MIU-systemet, sa ar
MI
ett uttryck som hor till objektspraket, och

Ml ar ett teorem
Mxx

ar uttryck som hor till metaspraket.
| framstallningen nedan kommer vi ibland att arbeta i respektive objektsprak, och ibland i ett

metasprak. Vi kommer att anvanda olika typer av symboler i objekt- respektive metasprak, sa
forvaxlingar ska egentligen inte vara majliga.
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Nagra grekiska bokstaver

Som skymtat ovan kommer vi att anvanda grekiska bokstaver i var presentation.

Gemener Versaler Namn
¢ [} fi
g Y psi
0 C] theta
T n pi
o 2 sigma
y r gamma

Vi kommer normalt att anvdnda sma grekiska bokstaver for formler och satser, och stora for
mangder av formler och satser. De kommer inte att tillhéra respektive objektsprak, utan de
kommer att anvandas i ett metasprak nar vi refererar till formler i ett objektsprak.
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2 SATSLOGIK

Det satslogiska spraket
For att definiera ett formellt sprak maste man specificera

1. vilka symboler som ingéar i spraket
2. ange hur komplicerade formler byggs upp fran enklare.

For vart satslogiska sprak skall foljande galla.

Definition 1: 1. symboler
Logiska symboler: -, 00 -, -,0
Markorer: ()
Satsparametrar: A1, Az, A, ...
2. Vélbildade formler (vbf)
Vi specificerar vilka formler som ar valbildade med en induktiv (rekursiv)
definition.
a. Alla satsparametrar samt [ ar vbf.
b. Om ¢ arenvbf, sa ar =¢ en vbf.
C. Om ¢ och @ arvbf,saar (¢ Ow), (¢ DY), (& —» Y) och

(¢ ~ W) vbf.

Denvokabular L={=,0 0, -, o, 0, (, ), A1, Az, Az, ...} som specificerats ovan innehaller
oandligt manga symboler. Vill vi att vokabularen skall innehalla andligt manga symboler kan
vi forfara pa foljande satt med satsparametrarna. Vi anvander oss av tva symboler, A och’,
och later satsparametrarna vara A’, A”, A”’, A”” och sa vidare. Pa detta satt kan vi generera
oandligt manga satsparametrar med endast tva symboler, och skulle da kunna erhalla en
andlig vokabular. Ett uttryck dver var vokabular L ar en andlig strang av symboler fran L.
Med definitionen av vbf ovan skiljer vi ut de valbildade strangarna bland uttrycken. Observera
att ¢ och @ inte ar symboler i vokabularen. De har karaktaren av metasymboler, och skall i
sin tur ersattas med stréangar 6ver vokabularen. Notera ocksa att det gar att mekaniskt
avgora huruvida ett uttryck ar en valbildad formel eller e;j.

Exempel 1: Ar (A - Az) O0=A,) en vbf?

Ldsning: Vi konstaterar inledningsvis att strdngen har formen (¢ Og) dar
¢ = (A » Ay) och Y =-A,. Darefter konstaterar vi att (A, -~ Ay) ar paformen
(¢ - @) dar ¢ =A; och Y= A, Eftersom A, och A, ar satsparametrar, sa
ar de vbf enligt 2a i definition 1, och darmed ar aven (A; - Ap) vbf enligt 2c.
Vad slutligen betraffar -A, sa ar den pa formen -¢, dar ¢ = A, och eftersom
A; ar en satsparameter, och ddrmed valbildad enligt 2a, sa ar ocksa —A;
valbildad enligt 2b. Vi har konstaterat att bade (A; - Ay) och = A; ar vbf. D&
ar ocksa ((As » Ap) 0-A,) en vbf. Ovanstdende analys utférs enklast med
hjalp av trad som illustrerar hur formler byggs upp.
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(A1~ Az) O=Ay)

(A1 - Ap) A,

Aq A, Aq

Vi kan har konstatera att formlerna i I6ven ar vbf, eftersom de ar satsparametrar, och
arbetar oss sedan successivt upp i tradet.

Ar (A; = A) O-A; en vbf? Svaret hér &r "nej” eftersom yttre parentespar saknas. Av
praktiska skal skall vi emellertid undvika att skriva "onddiga” parenteser, varfér formeln i
exempel 1 kommer att skrivas pa ovanstaende satt, och vi uppfattar de saknade
parenteserna som underforstadda. Vi infor dessutom féljande parenteskonventioner.

Parenteskonventioner: - binder starkare an O och [, som i sin tur binder starkare an
- och o.

Exempel 2: Formeln -A; OA; - As OA; ar en forkortning av ((-A1 OA3) - (As OA)).

For att slippa skriva indicerade variabler, kommer vi dessutom i fortsattningen ofta anvanda
andra versaler som satsparametrar.

Konjunktion och disjunktion ar associativa operationer, dvs (AaB)aC = Ar (Br C), dar =
ar nagon av operatorerna [ eller [ Detta innebar att vi kan utelamna parenteser och skriva
ArBrC istallet for till exempel (AxB) = C.

Formalisering

Med en satslogisk formalisering uppvisar vi den satslogiska formen hos en sats i ett naturligt
sprak.

Grovt svarar de satslogiska konnektiven mot (har avsedda tolkning) féljande sprakliga uttryck
inklusive dess synonymer.

Konnektiver Spraklig motsvarighet Namn
- inte, det ar inte sa att ... negation
O och, men konjunktion
O Eller (icke uteslutande) disjunktion
o om...,sa ... (materiell) implikation
- ... om och endast om (materiell) ekvivalens

Vid en formalisering ersatts atomara sprakliga satser med satsparametrar, och den sprakliga
satsens logiska form skall uppvisas sa troget som majligt.
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Satslpaik PG

Swvenska

Om det regnar =& gar jap
hem.

Vi gor foljande forsok till definition.

Definition 2:

En enkel sats (atomér sats) ar en fullstandig pastaendesats, som inte
innehaller nagon motsvarighet i naturligt sprak till nagot satslogiskt konnektiv.
Sammansatta satser (molekyléra satser) byggs upp av atomara satser och
sprakliga motsvarigheter till konnektiv.

Observera att vi nu anvander "atomar” respektive "molekylar” sats (formel) bade om satser i
naturliga sprak och om satslogiska formler. Inget missférstand torde kunna intraffa pa grund
av detta. Vi ger nu en uppsattning exempel pa satslogisk formalisering.

Exempel 3:

Ldsning:

Formalisera satsen Per och Pal ar starka.
Denna sats kan uppfattas som en forkortning av den langre satsen
Per ar stark och Pal ar stark

dar vi for att fa ett naturliga flyt i spraket inte upprepar subjektet andra gangen
det dyker upp. Vi kan da identifiera tva atomara satser och satter

A: Per ar stark,
B: Pal ar stark.

Vi far formaliseringen
A OB.

Nu ar detta inte hela sanningen, for satsen ar inte entydig. Vi har ovan valt att
l&sa den sa att bada individerna har egenskapen att vara stark. Da binder "och”
ihop tva satser. Ett annat satt att Idsa satsen ar att saga att den betyder, att Per
och Pal ar starka tillsammans. Ordet “och” binder da ihop de tva subjekten till
ett kollektiv. | detta fall ar det inte fragan om satslogikens konjunktion, varfér
satsen i denna tolkning maste uppfattas som atomar.



Exempel 4:

Ldsning:
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Formalisera satsen
Steken skall kryddas med svartpeppar och vitpeppar eller kryddpeppar.

Vi identifierar de atoméara satserna och satter

S: Steken skall kryddas med svartpeppar,
V: Steken skall kryddas med vitpeppar,
K: Steken skall kryddas med kryddpeppar.

Nar vi nu ska rekonstruera satsen finner vi tva méjligheter.

—_

S O(V OK)
2. (SOV) OK

De tva satslogiska formlerna svarar mot tva olika lasningar av satsen, som inte
ar entydig. Mangtydigheten i satsen ar en sa kallad strukturell mangtydighet.
Detta kan vi jamféra med mangtydigheten hos satsen i féregaende exempel,
dar mangtydigheten berodde pa mangtydigheten hos ordet "och”.

Det kan vara intressant att reflektera dver att en automatiserad sprakoversattare skall klara
av de mangtydigheter som finns i exempel 2 och 3. Beroende pa kontext (sammanhang)
skall sprakdversattaren kunna valja vilken av de tva innebdérderna som avses i det
sammanhang meningen star. Det ar inte alltfor langsokt att havda att (stark) Al vasentligen
har med semantik att géra. Spraket ar kanske det mest specifikt manskliga, och da ar det
kanske inte sa langsokt att tdnka att nar en dator kan simulera manskligt sprak, kan den
ocksa simulera vissa andra manskliga egenskaper.

Exempel 5:

Ldésning:

Exempel 6:

Formalisera satsen

Jag kan varken spela piano eller orgel, men jag ager ett piano.

Har har vi att forsdka formalisera frasen "varken ... eller ...”. Ett satt att klara
detta ar att forsdka skriva om satsen sa att uttrycket "varken ... eller ...” inte
férekommer, men forstas sa att satsen bibehaller sin mening. Ett forsok ar
féljande:

Jag kan inte spela piano och jag kan inte spela orgel, men jag ager ett piano.
Vi far da foéljande atomara satser:

Jag kan spela piano

Jag kan spela orgel
Jag ager ett piano

»0T

och formaliseringen blir

-P O-00OA,
dar vi som papekats ovan kan utelamna parenteser.
Formalisera satsen

Du skall ha svart kostym, annars far du inte leka med oss.
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Losning: Det besvarliga uttrycket har ar "annars”. Detta ord signalerar att det ar ett
nédvandigt villkor att man har svart kostym for att man skall fa deltaga i leken.
Vi kan uttrycka samma sak pa féljande satt:
Om du inte har svart kostym, sa far du inte leka med oss.

Denna sats ar enkel att formalisera, och vi far med de enkla satserna

S: Du har svart kostym
L: Du far leka med oss
formeln

Exempel 7: Formalisera satsen
Vaktposten far skjuta, endast om han ropat halt.

Ldsning: Denna sats innehaller samma typ av konstruktion som i foregaende exempel,
men i andra sprakliga klader. Har sags att det ar ndédvandigt att vaktposten
ropar halt for att han skall fa skjuta. Enkla satser ar

H: Vaktposten har ropat halt
S: Vaktposten far skjuta

Vi far formeln
= H - _|S.

Vad skulle kunna handa om en vaktpost handelsevis skulle tro att satsen
betydde samma som

Vaktposten far skjuta, om han ropat halt,
respektive
Vaktposten far skjuta om och endast om han ropat halt?

Vid formalisering finns vasentligen tva strategier, som vi kan kalla nerifrdn-och-upp (bottom
up parsing) respektive uppifran-och-ner (top down parsing). Den metod vi anvant ovan ar
nerifrdn och upp, och denna metod gar ut pa att vi forst identifierar de enkla satserna (botten)
och darefter rekonstruerar hur den givna satsen ar uppbyggd (toppen). Den andra strategien
gar ut pa att vi forst analyserar vilket den givna satsens huvudkonnektiv ar. Satsen
sonderfaller da i tva delsatser. Vi upprepar sedan denna procedur pa dessa tva delsatser tills
bara enkla satser aterstar. Vi har da ett rekursivt forfarande. Oftast &r en kombination av de
tva strategierna lamplig, darfér att det inledningsvis kan vara svart att se vilka de enkla
satserna ar, medan det kan vara latt att se detta nar man kommit nagot steg ner i satsen. Vi
avslutar detta avsnitt med tva lite svarare exempel, i vilka vi utnyttjar den senare tekniken.
Denna teknik kommer vi sedan att flitigt utnyttja nar vi skall formalisera satser i predikatlogik.

Exempel 8: Formalisera satsen
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Bade ifall frankeringen ar otillracklig och ifall adressen ar ofullstandig, sa
atersands brevet till avsandaren, forutsatt att det finns avsandarbeteckning.

Inledningsvis konstaterar vi att "férutsatt” ar huvudkonnektiv, och satsen kan da
skrivas

(Det finns avsandarbeteckning) — (Bade ifall frankeringen ar otillracklig och ifall
adressen ar ofullstandig, sa atersands brevet till avséandaren)

Nu ar forsatsen enkel. | eftersatsen kan "och” uppfattas som huvudkonnektiv.
Observera att det finns fler mojligheter har. Vi far da

(Det finns avsandarbeteckning) - ((Om frankeringen ar otillracklig, sa
atersands brevet till avsandaren) [0 (Om adressen ar ofullstédndig, sa atersands
brevet till avsandaren))

y

Har har bada de tva nya delsatserna "om ... sa ..” som
huvudkonnektiv. Detta ger oss

(Det finns avsandarbeteckning) — (((Frankeringen ar otillracklig) — (Brevet
atersands till avsandaren)) O ((Adressen ar ofullstandig) - (Brevet atersands till
avsandaren)))

Tva av de uppkomna satserna har “inte” som huvudkonnektiv, medan de 6vriga
ar enkla, och vi far slutligen:

(Det finns avsandarbeteckning) — (((=(Frankeringen ar tillracklig)) — (Brevet
atersands till avsandaren)) O ((— (Adressen ar fullstandig)) —» (Brevet atersands
till avsandaren)))

Ersatt nu de atomara satserna med satsparametrar.

A: Det finns avsandarbeteckning.
B: Frankeringen ar tillracklig.

C: Brevet atersands till avsandaren.
D: Adressen ar fullstandig.

Vi uppvisar slutligen den givna satsens satslogiska struktur.

A - ((-B - C)0(=D - C))
Formalisera satsen
Ett nédvandigt villkor for att vakten skall fa anvanda vald ar att risk for
skadegorelse foreligger om han inte ingriper, och férutsatt att han inte ar
angripen, galler dessutom att han far anvanda vald endast om han forst givit
muntlig varning; att han ar angripen ar daremot en tillracklig forutsattning for att
han skall f& anvanda vald.

Satsen ar en konjunktion bestaende av tre konjunkter:

(1) Ett nédvandigt villkor for att vakten skall fa anvanda vald ar att
risk for skadegorelse foreligger om han inte ingriper.
(2) Forutsatt att vakten inte ar angripen, galler dessutom att han far

anvanda vald endast om han férst givit muntlig varning.
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(3) Att vakten ar angripen ar daremot en tillracklig forutsattning for att
han skall f& anvanda vald.

(1) | denna sats utsags att

om det inte ar sa att (risk for skadegorelse foreligger om
vakten inte ingriper), s far vakten inte anvanda vald.

Frasen inom parentesen ar nddvandigt villkor fér att vakten skall
fa anvanda vald. Frasen "det ar inte sa att” negerar uttrycket inom
parentesen.
Vi infor foljande satsparametrar

A: Vakten far anvanda vald.

B: Risk for skadegorelse foreligger.

C: Vakten ingriper.
och far -(-C - B) - -A.

(2) Denna sats ar en implikation med forsats
vakten ar inte angripen,

och med eftersats

vakten far anvanda vald endast om han forst givit muntlig
varning.

| eftersatsen ar den muntliga varningen ett nddvandigt villkor fér
att vakten skall f4 anvanda vald.

Infor vi ytterligare satsparametrar for de nya atomara satserna

D: Vakten ar angripen.
E: Vakten har givit muntlig varning.

far vi -D - (-E - =A).
(3) ar slutligen en vanlig implikation och vi far
D - A

Till sist binder vi ihop de tre konjunkterna och erhaller féljande formalisering av
den givna satsen

(+(-C = B) - =A)0(~D - (=E » =A)) O([D - A).
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Sanningstabeller

Vi presenterar i detta avsnitt satslogikens semantik och nagra definitioner pa ett intuitivt satt,
for att aterkomma till en mer precis framstallning.

Vi noterar forst att nar vi skall definiera de satslogiska konnektivens mening ar det tva
egenskaper vi ar intresserade av. Den ena ar att den enda egenskapen vi ar intresserade av
hos en sats ar att den har ett sanningsvarde. Den "verklighet” som "svarar mot” det
satslogiska spraket bestar av "Det Sanna” och "Det Falska”. Var satslogik ar tvavard.

Satslogiska formler Tolkning Det Sanna

Det Falzska

Den andra idén ar att konnektiven skall vara funktionella, dvs varje formels sanningsvarde
skall vara entydigt bestdmd av de ingaende enkla satsernas sanningsvarde, och varje formel
skall ha ett sanningsvarde. Vi slar fast konnektivens mening (tolkning) med hjalp av
nedanstdende tabell, som ar att uppfatta som en definition.

A B AOB AOB A-B A B -A
S s S S S S F
S F F S F F F
F S F S S F S
F F F F S S S

Symbolen [, falsum eller det falska, antar alltid sanningsvardet F. Av tabellen ovan framgar
att "[ svarar pa nagot satt mot icke-uteslutande “eller’. Den andra svarigheten i
definitionen ar varfér vi valjer "S” for materiell implikation i det fall da forsatsen ar falsk. Vi
kan forst konstatera att "om ..., sa ...” har flera betydelser, och att vi bara kan vélja en av
dem. Ofta anvands “om ..., sa& ...” nar sambandet mellan tva satser ar starkare an det vi vill
komma at ovan. En variant ar att férsatsens sanning skall generera eftersatsens sanning.
Denna anvandning kommer vi att benamna logisk féljd och vi aterkommer till denna. Om
implikationen finns en vidlyftig litteratur. Varfér valjer vi da att definiera implikationen som
ovan?

Vi har féljande mdjliga definitioner av materiell implikation, om vi vill behalla funktionalitet

A B A-B A - B A-B A - B Kommentar
Alt 1 Alt 2 Alt 3 Alt 4

S S S S S S OK

S F F F F F OK

F S S F F S

F F S S F F

Vart val ar alternativ 1. Vi ser att alternativ 2 ar identisk med definitionen av materiell
ekvivalens, alternativ 3 ar identisk med definitionen av konjunktionen och alternativ 4 ar
precis de sanningsvarden vi tilldelat B. Inget av alternativen 2 — 4 ar alltsa ens rimliga.
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Vi vill ocksa i matematik kunna bevisa till exempel att den tomma mangden ar delmangd till
varje mangd, dvs att 00 00 A for varje mangd A. Vi har da att visa att

a0 - alOA arsann for godtyckligt element a.

Ovanstaende pastaende ar sant, eftersom forsatsen a 0 0 ar falsk da ju a inte kan vara
element i tomma mangden.

Med vart val av definition av materiell implikation galler det ocksa att

bl - (¢0-u)DW-9),

dar < betecknar logisk ekvivalens (se definition 4). Undersdk for vilka av de andra mdjliga
definitionerna av -, som ovanstaende logisk ekvivalens galler.

Definition 3: En formel ¢ &r en tautologi om och endast om ¢ ar sann i varje
sanningsvardestilldelning. ¢ ar en kontradiktion om och endast om ¢ ar falsk i
varje sanningsvardestilldelning. ¢ &ar kontingent om och endast om ¢ varken
ar en tautologi eller en kontradiktion.

Tabellmetoden ar en mekanisk metod med hjalp av vilken man kan avgora vilket av de tre
fallen som foreligger. Vi forutsatter i texten nedan att metoden ar kand, men ger for
fullstandighetsskal tva exempel pa dess anvandning.

Exempel 10: Konstruera en sanningstabell for formeln
AO-B - (-A - C)

Losning: Eftersom formeln innehaller tre satsparametrar, finns 2° = 8 méjliga
sanningsvardestilldelningar pa parametrarna, och vi far féljande tabell

A[B[C|[AO-B - (-A - C)
S|S|[S|sSSF s F s s
S|S|F|SSF s F SF
S|F|[S|ssS S F s s
S|F|F|sSSS S F S F
FIS|S|FFF S S s S
FIS|F|FFF S S FF
FIF|S|FSS S S s s
FIF|F|FSS F S FF
21 5 3 4

Siffrorna | den nedersta raden indikerar i vilken ordning formeln har utvarderats.
Vi noterar att formeln ar kontingent.
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Exempel 11: Konstruera en sanningstabell for formeln
(AOB)OC) - =B.

Losning: Som i exemplet ovan indikerar sista radens siffror den ordning i vilken
respektive sanningsvarde raknats ut.
Al B|C|(-rAOB)OC) -~ -B
S| S| S F SSS8SS F F
S| S F F SSFF S F
S| F | S F FFFS S8 S
S| F F F FFFF S S
F| S| S S §S§S§SSS F F
F| S F S SSFF S F
F|F|S S SFSS S S
F| F F S SFFF 8§ S
1 2 3 5 4

Vi noterar att formeln ar kontingent.

Manga problem i satslogik aterférs pa problemet att avgéra huruvida en given formel &r en
tautologi eller e]. Vid stora problem, dvs problem i vilka manga satsparametrar férekommer
ar metoden ohanterlig. Med n st satsparametrar sa innehaller tabellen 2" rader, vilket
innebdr att metoden har tidskomplexitet O(2"). Det finns ingen kédnd metod med battre
tidskomplexitet. Det ar ett av den moderna matematikens, logikens och datalogins viktigaste
problem att avgéra huruvida det finns nagon vasentligen effektivare metod for att avgora
huruvida en given formel ar en tautologi eller ej. Med "vasentligen effektivare” menar jag en
algoritm med komplexitet O(nP), dvs polynomiell komplexitet, dar n &rinputstorlek och p ar

en konstant.

Ibland kan man komma lindrigare undan vad galler arbete om man raknar "bakléanges” i
tabellerna. Vi kallar metoden for snabbmetoden. Det man da gor ar ett motsagelsebevis. Vi

illustrerar tekniken med nagra exempel.

Exempel 12: Visa att ¢ = (A - B) O(B - C) &r en tautologi. Har ar ¢ tankt att vara
namn pa den givna formeln, och likhetstecknet betyder likhet mellan formler.

Losning: Antag for motsagelse att ¢ inte ar en tautologi. Da finns en
sanningsvardestilldelning i vilken ¢ ar falsk. En icke fullstandig
sanningsvardestabell, dar vi fokuserar pa just situationen att ¢ ar falsk skulle

kunna se ut som nedan.

A B C A - B) O (B - C)

Det F som inte arindicerat ar det F vi far fran antagandet. De tva
forekomsterna av F4 foljer av att disjunkterna i en falsk disjunktion maste vara
falska . Slutligen foljer de sanningsvardena som ar indicerade med en tvaa av
den materiella implikationens sanningsvillkor. Vi ser att satsparameter B maste
vara bade sann och falsk om formeln ar falsk. Detta ar en motsagelse och den
givna formeln maste darmed vara en tautologi. Indexen pa sanningsvardena i
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tabellen ovan ar tankta att illustrera den ordning i vilkka sanningsvardena ar
framraknade.

Tva formler ¢ och Y ar satslogiskt ekvivalenta, & = ), om och endast om
formeln ¢ - Y ar en tautologi.

Vi ser har ett forsta problem dar vi kan 16sa problemet genom att aterféra det pa att avgora
huruvida en formel ar en tautologi.

Exempel 13:

Ldsning:

Definition 5:

Visaatt A - B = -AOB.

Observera att det inte behdvs nagra parenteser i uttrycket ovan, eftersom det ar
tva formler som ar relaterade till varandra via relationen logisk ekvivalens.
Symbolen < hor inte till det satslogiska spréket. Vi har enligt definitionen att
visa att formeln (A - B) - (=A 0B) ar en tautologi. Observera att vi har
maste satta ut parenteser eftersom detta ar en formel, och vi maste da med
parenteser ange formelns uppbyggnad. Vi anvander snabbmetoden och antar
for motsagelse att formeln inte ar en tautologi. D4 finns en
sanningsvardestilldelning som gor formeln falsk. Vi forsoker illustrera
rakningarna i en tabell.

A B [(A-B) - (-A0OB)

S3 F3 S1 F F2 F1 F2 Fall 1
Ss F3 | S, F1F; F Sy Fall 2

Har finns tva mojligheter. | fall 1, sa ar implikationen sann och disjunktionen
falsk. Eftersom disjunktionen ar falsk, sa maste bada disjunkterna vara falska.
Da ar A sannoch B falsk, varfor implikationen ar falsk, och vi har en
motsagelse. Enligt den andra mojligheten ar disjunktionen sann och
implikationen falsk. Eftersom implikationen ar falsk, s& maste A vara sann och
B vara falsk, men da ar disjunktionen falsk, och vi far en motsagelse aven i
detta fall. Eftersom bada fallen leder till motsagelse, sa har vi en motsagelse
och darmed ar det klart att formeln ar en tautologi. Sjalvklart tjanar vi valdigt lite
tid genom att anvanda "snabbmetoden” har. Vi gor det enbart for att illustrera
tekniken. Redovisningen i tabell ovan ar inte sarskilt lyckad, och vi skall se
nedan hur detta kan goras pa ett battre satt.

Lat ¢4, ¢2, ..., ¢, och Y vara formler. § ar en satslogisk foljd (konsekvens)
av ¢q, ¢, ..., ¢ omoch endastom ¢, O¢, O... O, » Y ar en tautologi. Vi
skriver da {¢4, ¢2, ..., dn} |[=W. Om U inte ar en satslogisk foéljd av ¢4, ¢, ...,

b, skriver vi {¢1, 2, ..., O} |Z W.

Har har vi ytterligare ett problem vi kan I6sa genom att aterfér det pa att avgéra huruvida en
formel &r en tautologi.
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Exempel 14: Visa att {A ~ B,B - C} |= A - C.

Loésning:

Viskavisaatt (A -~ B)O(B - C)) - (A -~ C) &ren tautologi. Antag for
motsagelse att formeln inte ar en tautologi. Da finns en sanningsvardes-
tilldelning sadan att formeln ar falsk. Vi illustrerar aterigen berakningarna i en
tabell.

ABC [(A-BO®B-C) - (A C)

S; Fs S4 Sg S1 Fs S4 F S, Fi Fy

Vi noterar att B maste vara bade sann och falsk, vilket ar orimligt. Da ar
(A-B)OMB - C)) > (A - C) en tautologi, och darmed ar det klart att
{A—»B,B—»C} |=A—>C
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Satslogikens semantik formaliserad
For att kunna bevisa pastaenden om ett satslogiskt sprak, maste dess semantik vara precist
formulerad. Denna precisa formulering skall forstas stamma 6verens med de intuitioner vi
presenterat ovan. Vi forfar pa féljande satt.
Definition 6: Lat VBF = {¢ : ¢ ar en vbfi satslogik}.
En vérdering V &r en funktion
V:VBF - {S,F}

som uppfyller féljande villkor

M V(=¢) =S om och endast om V(¢)=F,
i

( (

(i V(¢ Oy) =S om och endast om V(¢)=V(Y) =S,

(iii) V(¢ Oy) =S omoch endastom V(¢)=S eller V() =S,
(iv) V(¢ - ) =S omoch endastom V(¢)=F eller V() =S,
(v) V(¢ - P)=3S om och endast om V(¢) = V().

(vi) V({O)=F

Vi skriver ibland V |=¢ om V(¢)=S,och V|£d om V($)=F.

En vardering tilldelar alltsa varje formel ett sanningsvarde.

b =

Exempel 15: Berakna V(A - (A, 0-Ay7)) da V(A;)=S och V(A)=F for i>1.

WBF

Losning: Vi far
V(-A7) =S
V(A; O0-A7) =F, och slutligen
V(A - (A; 0-A7)=F.

| stort sett svarar en vardering mot en rad i en sanningsvardestabell. Skillnaden ar att en rad
i en sanningsvardestabell bara tilldelar ett sanningsvarde till vissa satsparametrar, och
darmed till vissa formler, medan en vardering tilldelar alla satsparametrar och formler ett
sanningsvarde.

Vi kan nu precisera vara tidigare definitioner.

Definition 7: Lat ¢ O VBF. Visager att ¢ ar en tautologi (satslogisk sanning) om och endast
om V(¢) =S for varje vardering V. Vi skriver da |=¢, och vi skriver
[ om ¢ inte &r en tautologi. Vi sager att ¢ ar en kontradiktion om och
endast om V(¢) =F for varje vardering V. Vi sager att ¢ ar kontingent om och
endast om ¢ varken ar en tautologi eller en kontradiktion.
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Vi infor ocksa foljande, nya, begrepp.

Definition 8: Lat ¢ O VBF. Vi sager att ¢ ar satisfierbar om och endast om V(¢) = S for
nagon vardering V.

Vi far da foljande bild av hur satslogiska formler kan klassificeras.
WEF

Tautologier Kontingenzer Hartradiktioner

Satisfierbara farmler

Problemet att avgora till vilken kategori en formel hor ar avgoérbart, dvs det finns en mekanisk
metod med hjalp av vilken man kan I6sa problemet. Metoden ar i det har fallet tabell-
metoden, men observera att denna metod har exponentiell komplexitet, varfér den
egentligen ar ohanterlig for stora problem, problem med manga satsparametrar. Som namnts
ovan ar det ett viktigt problem inom logik, matematik och datalogi att underséka huruvida det
finns snabbare algoritmer for detta problem eller e;j.

Exempel 16a: Visa att |=A - (B - A).
Lésning: Antag for motsagelse att |ZA - (B - A).

Da finns en vardering V sadan att V(A -~ (B - A))=F, dvs

(1) V(A) =S och

(2) V(B - A)=F.

Enligt (2), maste

(3) V(A) = F,

men da har vi en motsagelse, eftersom (1) och (3) motsager varandra, och det
foljer att

| exemplet ovan har vi anvant oss av snabbmetoden, och har har vi dessutom en redovisning
som &r klar och tydlig till skillnad fran de rériga tabellerna vi anvant i exemplen 12 — 14. En
normal taktik, nar man anvander snabbmetoden, ar att spana med tekniken i exempel 12 —
14, och for en eventuell redovisning av problemet sa anvander man tekniken i exempel 16.
Notera ocksa att formeln i exemplet ovan visserligen bara innehaller satsparametrar, men att
det inte finns nagot i resonemanget som forutsatter detta, s& A och B skulle lika garna
kunna vara godtyckliga formler. Vi illustrerar med samma exempel en gang till, men
anvander ett annat framstallningssatt

Exempel 16b: Visa att |=¢ - (¢ - ).
Ldsning: Antag for motsagelse att |2 - (U - 9).

Da finns en vardering V sadanatt V|Z¢ - (¢ - ¢), dvs
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(1) V|=¢ och
(2) VIZy - 9.

Enligt (2), maste

(3) VI,

men da har vi en motsagelse, eftersom (1) och (3) motsager varandra.
O1=¢ - (W - ¢)

Ovanstaende teknik att presentera I6sningar kommer att vara viktig langre fram i
framstallningen, varfor vi rekommenderar lasaren att flitigt tréna detta.

Exempel 17: Visa att |=(0 OY - 8) - (¢ - (Y - 0)).

Losning: Antag for motsagelse att |Z(¢ DY - 6) - (¢ - (P - 0)).
Da finns en vardering V sadanatt V|z(d OWY - 0) - (¢ - (@ - 0)), dvs
(1) V]|=¢ OY - 6 och
(2) VIZd - (- 8).

Pa grund av (2), maste

(3) V|=¢ och

4) V|ZWy - 6, somi sin tur ger
(5) V|=¢ och

(6) V|z6.

Men da ger (3), (5) och (6) att
VI|Zé OY - 6, som motsager (1), och slutsatsen blir att

=0 -6 - (¢~ (¥~ 8)).

Definition 9: Lat ¢4, ¢o, ..., &, och @ vara valbildade formler. Vi sager att { ar en
satslogisk foljd av ¢4, ¢2, ..., §,, om for varje vardering V sadan att
V(1) = V(o) = ... =V($,) =S det galler att V(P) = S. Vi skriver da

{1, o2, ..., §n} |[= Y. Om Y inte ar en satslogisk foljd av ¢4, ¢o, ..., dn, skriver
Vi {01, d2, ..., dn} |2 U

Vi noterar att slutledningen ¢4, ¢», ..., ¢/ @ ar satslogiskt giltig om och endast om

{61, d2, ..., On} [= W.
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Exempel 18: Avgor om foljande informella slutledning ar satslogiskt giltig.

Losning:

Endast om Person studerar flitigt, sa blir han lard.
Persons liv blir fattigare, om han inte blir lard.
Persons liv blir inte fattigare.

Person studerar flitigt.

Vi borjar med att formalisera slutledning for att erhalla en formell sadan.
Observera att den forsta premissen innehaller ett nddvandigt villkor. Vi far da
féljande formalisering av slutledningen, dar vi anvander féljande
satsparametrar.

P: Person studerar flitigt,

L: Person blir lard;

A: Persons liv blir fattigare.

= P - L

-L - A

-A

P

Antag nu fér motsagelse att {-P - -L,-L - A, -A} | P.
Da finns en vardering V sadan att

(1) V(=P - -L) =S,

(2) V(=L - A) =S,

(3) V(=A)=S och
4) V(P)=F.
Enligt (1) och (4), maste

(5) V(=L) = S (varfor?),

och enligt (2) och (3), maste

(6) V(=L) = F (varfor?)

Vi har da en motsagelse och darmed ar det klart att

{-P - =L, L - A, —|A} |= P.

Med detta har vi att den informella slutledningen ar satslogiskt giltig.
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Teorem 1: Lat ¢4, §o, ..., o, Y och 6 vara valbildade formler. Da galler

al {¢1, §2, ..., On, Y} |= 6 om och endast om {§1, ¢, ..., Pn} |= W
b/ {$1, b2, ..., dn} |= W om och endastom |= ¢4 O, O... Oy — .
¢/ Y |= 6 omochendastom |= ¢y - 6.

Bevis: a/ =/ Antag att {$1, ¢, ..., On, U} |= 6 oCh
antag for motsagelse att {¢4, ¢, ..., dn} [Z W > 6.

Da finns en vardering V sa att

V(1) =V(P2)=...=V($,) =S och V(¢ - 8)=F, somgeratt V() =S och
V(8) = F. Vi har alltsa att V(¢1) = (¢2) =V(¢ )=V(P)=S och V(B) =F,
men detta motsager forutsattningen {4, ¢2, ..., On, U} |= 6, som ju sager att 6
ar sann i alla varderingar i vilka ¢4, ¢o, ..., ., och { ar sanna.

O {¢1, ¢2, ..., O} |- W

a/ Antag att {§1, 2, ..., ¢} |= W - 6 och
antag for motsagelse att {¢+, ¢o, ..., dn, Y} [Z 6.

Da finns en vardering V sa att

V(1) = V(d2) = ... = V(d) = V() =S och V(6) =
| denna vardering galler da att
V(1) =V(P2)=...=V(,) = S och V(J - 6) =F, men detta motsager

forutsattningen.

O {61, ¢2, ..., ¢, P} |= 6

Darmed ar det klart att {¢4, ¢, ..., dn, Y} |= 8 om och endast om
{1, 02, .., 00} [= W

b och ¢ arlampliga 6évningar. Beviset for b ar snarlikt det for a, och ¢ ar ett
specialfall av a.

Definition 10:Lat ¢ och ( vara tva valbildade formler. Vi sager att ¢ och  ar satslogiskt
ekvivalenta om och endast om V(¢) = V(y) for alla varderingar V, och vi
skriver ¢ = U eller ¢ =[[=y.

Observera att det foljer direkt av satsen ovan att ¢ = y om och endastom |= ¢ - Y. Vi
ser har ytterligare ett exempel pa ett problem som kan "6verséattas till” problemet att avgora
huruvida en formel &r en tautologi.

Exempel 19: Undersdk om = (¢ - @) = ¢ O-.

Ldsning: | kraft av observationen ovan inser vi att vi har att visa att

1= =(¢ - W) « (¢ T-Y).
Antag for motsagelse att |£ = (¢ - ) o (b O-).

Da finns vardering V saatt V |[# =(¢ - §) - (¢ O-y), som ger att
(1) V(=(d - ))=S och V(b O-y)=F, eller
(2) V(=(¢ - ¢))=F och V(¢ O-p)=3S
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Det forsta pastaendeti (1) ger att V(¢ — ) =F, somisin tur ger att V(¢)=S
och V(g) = F och vi har darmed att V(¢ O0-y) =S, som motsager det andra
pastaendeti (1).

Det andra pastaendet i (2) ger att V(¢) =S och V(=) =S, som ger att
V(¢ - ) =F, som i sin tur motsager det forsta pastaendet i (2).

Bada fallen leder alltsa till motsagelse, och darmed ar det klart att
|= = (0 - Q) o (¢ O-Y), ochvihardarfor = (¢ - Q) = ¢ O-Y.

Ett vanligt problem i logik ar att man har en formel som man av nagon anledning vill skriva pa
ett annat satt. Man kanske vill ha en kortare formel som ar logiskt ekvivalent med den givna
formeln. Betrakta till exempel féljande svit av logiska ekvivalenser.

(AOB)O(A -~ B) - (AOB)O(-AOB) = (AO-A)OB « OOB < B.

| “férenklingen” ovan har i det forsta steget den logiska ekvivalensen ¢ - Y = -=¢ OU
utnyttjats tillsammans med substitutionsprincipen, som formuleras nedan. | det andra steget
har en distributiv lag utnyttjats. | steg tre har den logiska ekvivalensen ¢ 0-¢ < [O och
substitutionsprincipen utnyttjats, och i det sista steget en logisk ekvivalens. Kalkyler sadana
som den ovan utfors ofta och i dylika "algebraiska” omskrivningar ar substitutionsprincipen
central. Det ar ocksa viktigt att man forfogar 6ver en arsenal med logiska ekvivalenser for att
smidigt kunna genomféra omskrivningarna. Vi formulerar forst substitutionsprincipen och
presenterar sedan en lista med nagra viktiga logiska ekvivalenser.

Teorem 2  (Substitutionsprincipen): Lat 6 vara en vbf, som innehaller en eller flera
férekomster av delformeln ¢, och antag att ¢ = , dar ¢ och @ ar tva vbf.
Antag dessutom att 6’ erhalls fran 6 genom att ersatta en eller flera
forekomster av ¢ med . Da géllerdetatt 6 - ©.

Observera att det ar substitutionsprincipen vi utnyttjat ovan, dar vi i det forsta steget med
beteckningarna i teorem 2 har

—

AOB)O(A - B),

0 = (A OB) O(-A OB).

Bevis: Lat V vara en godtycklig vardering. Vi har att visa att V(6) = V(©').
Eftersom V(¢) = V(Y), sa innebar varje ersattning av delformeln ¢ i 6 med Y
att vi ersatter en delformel med en delformel med samma sanningsvarde. Men
da paverkar vi inte sanningsvardet hos 6, varfor 6 och 0 maste ha samma
sanningsvarde. Darmed ar detklartatt 6 = ©'.
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Nagra viktiga logiska ekvivalenser

| formlerna nedan ar ¢, ¢ och 6 godtyckliga vbf.

(1) ¢ < ¢

(2) o0y = pUod (Kommutativ lag)
(3) o0 - wOoo (Kommutativ lag)
4) (¢0Y)d6 « YO OB) (Associativ lag)
(5) (d0OY)d6 = wO(e Oe) (Associativ lag)
(6) ¢O(WOB) = (d0OY)O(p OO) (Distributiv lag)
(7) ¢OWOB) = (d0OY)DO(p OO) (Distributiv lag)
(8) (0 0Y) = -6 O~y (De Morgans lag)
(9) (¢ 0Y) = -6 O~y (De Morgans lag)
(10) b - Y- —h (Kontraposition)
(11) ¢ -y - -¢ 0P

(12) (¢~ W) - o0

(13) R R (2 D RSN (o))

(14) (0 - W) o b o w

(15) (0 - W) - by

(16) ¢ oW = a0 o Y

(17) ¢0Y -6 < ¢~ (V-6

(18) ¢ - 0o < (¢ - Y)0(¢ ~ 6)

(19) ¢0Y -6 < (¢ -0)0(W - 6)

(20) ¢ - Y06 < (¢ - Y)0(d - 6)

(21) ¢0Y -6 <« (¢ -6 0W-0)

Vi avslutar sa detta avsnitt med att i ett exempel visa pa den teknik som normalt anvands nar
man vill bevisa nagot om strukturer hos formler. Man utnyttjar da induktion éver formelns
langd matt som antal konnektiver i formeln.

Exempel 20: Visa att det finns minst en vardering V sadan att V(¢) =S, om formeln ¢ inte
innehaller nagon férekomst av symbolen ”=". Visa ocksa att det finns formler ¢
som inte innehaller ” =”, och som ar sadana att V(¢) = S for varje vardering

V.

Losning: Betrakta den vardering V ivilken V(A)=S foralla i=1.
Vi visar med induktion att V(¢) =S, om ¢ inte innehaller nagon férekomst av
symbolen "=,

Grundsteg: ¢ innehaller inte ndgot konnektiv. Da ar ¢ = A; for nagot i
och darmed galler enligt definition av V att V(¢) = S.

Induktionssteg:  Antag for induktion att V(¢) =S for alla formler ¢ som
innehaller hogst n konnektiver. Vi ska visa att V(¢) =S, om ¢ innehaller

n + 1 konnektiver. Antag att ¢ innehaller n + 1 konnektiver. Det finns nu fyra
modjligheter.

(1) ¢ aren konjunktion. D& géller det att ¢ = 06 for nagra formler ¢ och
0, dar ¢ och B bada innehaller hégst n konnektiver (varfér?). Da
galler enligt induktionsantagandet att V(@) = V(0) = S, och darmed att
V(9)=V(p16)=S.

(2) ¢ aren disjunktion. P4 samma satt som (1), men med 0O i stallet for [
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(3) ¢ ar en materiell implikation. P4 samma satt som (1), men med - i
stallet for [

(4) ¢ aren materiell ekvivalens. P4 samma satt som (1), men med o i
stallet for O

Induktionsaxiomet ger da fér denna vardering V att V(¢) =S fér godtycklig
formel ¢, som inte innehaller nagon férekomst av symbolen "=”.

For att bevisa det andra pastadendet ar det tillrackligt att konstruera en tautologi,
som inte innehaller symbolen "-”. Betrakta till exempel formeln
(A - B)O(B - C), som man enkelt visar ar en tautologi (gor det!).

Disjunktiv och konjunktiv normalform

| manga sammanhang ar det viktigt att ha tillgang till standardiserade satt att skriva formler. |
detta avsnitt skall vi visa pa tva satt att skriva satslogiska formler pa ett standardiserat satt.
Den disjunktiva normalformen, DNF, har viktiga tillampningar vid till exempel konstruktion av
logiska kretsar, medan den konjunktiva normalformen, KNF, har tillampningar inom
logikprogrammering. Huvudidén &r att varje satslogisk formel skall kunna skrivas om sa att
den ar logiskt ekvivalent med en formel som ar uppbyggd enbart med hjalp av konnektiven
0, 0 och -.

Vi inleder med nagra definitioner.

Definition 11:En literal &r en satsparameter eller en negerad satsparameter.
En itererad konjunktion ar en formel pa formen ¢, O, O... O¢, dar ¢; inte
innehaller nagon konjunktion. Det ar tillatet att i = 1, varfor en itererad
konjunktion kan innehalla en konjunkt.
En itererad disjunktion ar en formel pa formen ¢, 0¢, O... O¢, dar ¢; inte
innehaller nagon disjunktion. Aven hér ar det tillatet att i=1.

Exempel 21: A; och - Az ar exempel pa literaler.

(A1 OAy) O-A¢ aren itererad konjunktion, dar den férsta konjunkten ar en
itererad disjunktion.

(A1 - Az) O-A7 ar en itererad disjunktion.

Observera att A; kan uppfattas bade som en itererad disjunktion med en
disjunkt och som en itererad konjunktion med en konjunkt.

Med detta i atanke kan vi kanske inse att A; 0-A, 0-As JA; kan uppfattas
som en itererad konjunktion med fyra konjunkter, eller som en itererad
disjunktion med en disjunkt.

Definition 12:En formel ¢ ar pa konjunktiv normalform (KNF) om och endastom ¢ aren
itererad konjunktion av itererade disjunktioner av literaler.
¢ ar pa disjunktiv normalform (DNF) om och endast om ¢ &r en itererad
disjunktion av itererade konjunktioner av literaler.
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Detta innebar att formeln ¢ ar pa KNF om ¢ kan skrivas pa formen ¢, O0¢, O... O¢,, dar
varje ¢; isin tur arpaformen g, O, O...0W,, , darisin tur varje gy ar en literal. Notera

att n respektive m; kan vara 1. Pa motsvarande satt har vi att en formel ¢ ar pd DNF om
¢ kan skrivas pa formen ¢4 O¢, O... O¢,, dar varje ¢; i sin tur &r pa formen
gy Oy, Do OWy, , dar som ovan g ar literaler.

Exempel 22: Formeln (A; OA;) O0-A, ar pa KNF.
Formeln A3z O0-A, O0-As OA, ar pa KNF, men den ar ocksa pa DNF.
Aven en formel som As &r pa bade KNF och DNF.

Observera ocksa att kontradiktionen A; 0-A; och tautologin A; 0-A; bada
ar pa bade KNF och DNF.

Vi skall nu bevisa att varje formel kan skrivas pa KNF.

Teorem 3:  For varje satslogisk formel ¢, finns en satslogisk formel ¢ sa att
(i) ¢ = @, och
(i) Y ar pa KNF

Innan vi genomfor sjalva beviset skall vi illustrera en teknik att skriva formler pa KNF. Det ar
denna teknik vi sedan formulerar allmant i sjalva beviset.

Exempel 23: Ange en formel pa KNF som &r logiskt ekvivalent med -A OB - C.

Ldsning: Den givna formeln har nedanstdende sanningsvardestabell. Kontrollera sjalv att
tabellen &r korrekt konstruerad.

ABC -AlOB - C

SSs
SSF
SFS
SFF
FSS
FSF
FFS
FFF

mMnmonwnwnmow

Vi ser att formeln ar falsk | tilldelningarna pa rad 2, 6 och 8. Bildar vi formeln
- A O0-B OC, sa har vi bildat en formel som ar falsk i precis den
sanningsvardestilldelningen vi har pa rad 2 och sann i de andra sju. Pa
motsvarande satt ar formlerna A 0-B OC och A OB OC falska enbart i de
tilldelningar vi har pa raderna 6 respektive 8. Bildar vi sedan en itererad
konjunktion av dessa itererade disjunktioner

(-A0-BOC)O(AO-BOC)IJ(AOBOIC),

har vi konstruerat en formel som maste ha vardet F exakt i
sanningsvardestilldelningarna pa raderna 2, 6 och 8. Varfor?
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Viharalltsd att ~-AOB -~ C - (-FAO-BOC)OAO-BOC)OAOBOC)
dar den andra formeln ar pa KNF.

Sjalva beviset for teorem 3 gar nu ut pa att skriva ner denna procedur i generella termer.

Bevis av teorem 3: Vi delar upp beviset i tva fall, for observera att tekniken i exempel 3 ovan

Teorem 4:

Bevisskiss:

forutsatter att sanningstabellen innehaller minst ett F, och en formel ju faktiskt
kan vara en tautologi.

Fall 1: ¢ ar en tautologi.

Valj en satsparameter, till exempel A4, och bilda A; O-A;. Fér denna formel
galler da att

(i) ¢ = A;O-A; och
(ii) A O-A; &r pa KNF.

Fall2: ¢ arinte en tautologi.

Vi forutsatter att ¢ innehaller satsparametrarna A4, A, ..., An.

Bilda for varje vardering V; sadan att Vi(¢) = F féljande itererade disjunktion
Wi O O... O, dér

A, omV(A)=F
l-IJijz for j=1,2,...,m

A, omV(A;)=S
Bilda sedan en itererad konjunktion av dessa itererade disjunktioner. Denna
itererade konjunktion kommer da att innehélla lika manga konjunkter som det

finns F i sanningstabellen fér formeln ¢. Det galler nu att formeln konstruerad
enligt ovan ar pa KNF och logiskt ekvivalent med ¢.

For varje satslogisk formel ¢, finns en satslogisk formel ¢ sadan att
(i) ¢ < Y, och
(i) W ar pa DNF.

Detta bevis ar analogt med féregaende och foljer idén i nedanstaende exempel.
Vi urskiljer tva fall.

Fall1: ¢ ar en kontradiktion.
Fall 2: ¢ arinte en kontradiktion.

Respektive fall hanteras sedan analogt med ovanstaende bevis, och i
Overensstdmmelse med nedanstaende exempel.
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Skriv formeln A — (B 0-C) pa DNF.

Formeln har féljande sanningsvardestabell.

ABC [A ~ (BO-C)

SSS
SSF
SFS
SFF
FSS
FSF
FFS
FFF

NMMwmmmwm|m

Betrakta de varderingar | vilka formeln ar sann.

Rad 2: Formeln A OB O-C ar sann i varderingen pa rad 2, och falsk for
ovrigt.

Rad 5: Formeln -A OB OC ar sann i varderingen pa rad 5, och falsk for
ovrigt.

Rad 7: Formeln -A O-B OC ar sann i varderingen pa rad 7, och falsk
for dvrigt.

Rad 8: Formeln -A O-B O-C ar sann i varderingen pa rad 8, och falsk
for ovrigt.

Bilda sedan en itererad disjunktion av ovanstaende itererade konjunktioner. Vi
far da formeln

(AOBO-C)0(-AD0BOC)0(=A0-B0OC)J(-AJ-~B 0-C).

Denna formel ar pa DNF och logiskt ekvivalent med A « (B O-C). Varfor?

Ovanstaende metod att skriva formler pa DNF respektive KNF &r mekanisk men i manga fall
onddigt omstandlig. Ofta kan man genom att utnyttja logiska ekvivalenser na malet betydligt

snabbare.
Exempel 25:

Loésning:

Exempel 26:

Loésning:

Skriv -A 0B - C pa DNF.
Vi har foljande svit av logiska ekvivalenser.

-A0OB - C = =(-A0B)0C = (AD=-B)UC, darden sista formeln ar pa
DNF.

Skriv A B och =A - (B = ~C) pa KNF.
AoB - (A-B) OB - A) « (-A0B) (=B OA), som &r pa KNF.
~A- (B o -C) e —AOB o -C) = AD(B - ~C)I(-C - B)) =

- AO(-BO-C)O(—-—-COB)) -« (AU-BO-C)O(AOBOC), darden
sista formeln ar pa KNF.
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Fullstandiga konnektivmangder

Vi sag ovan hur varje satslogisk formel ¢ kan skrivas pa en form innehallande enbart
konnektiven [0, O och -. Man kan da fraga sig om det gar att reducera antalet anvanda
konnektiv ytterligare.

Definition 13:En mangd M med konnektiv ar fullstédndig om och endast om det for varje
formel ¢ finns en formel Y sa att

(i) ¢ < Y, och
(i) samtliga konnektivi ( tillhér M.

Teorem 5: {00 O, =} ar fullstandig.

Bevis: Foljer omedelbart av teorem 3 ovan.
Teorem 6: a/ {00, =} ar fullstandig.
b/ {00, =} ar fullstandig.
c/ {-, ~} ar fullstandig.
Bevis: a/ Lat ¢ vara en godtycklig formel.. Da finns enligt teorem 1 en

formel ¢ sadan att ¢ ar pa KNF och logiskt ekvivalent med ¢. Ersatt sedan
varje forekomst av en delformel pa formen @ O, i Y med = (=P O-Y5).
Observera att Y 0P, = (=P OYy).

Vi far da en formel 6 som &ar sddan att de enda konnektiveni 6 ar O och -,
och dessutom galler enligt substitutionsprincipen att ¢ = 6.

b och c bevisas pa motsvarande satt och lAmnas som &vning.

Exempel 27: Konstruera en formel som enbart innehaller konnektiven [0 och -, och som ar
logiskt ekvivalent med - (A OB) - -C.

Ldsning: Vi skulle kunna astadkomma detta genom att férst, med hjalp av
sanningstabeller, konstruera en formel pa KNF ekvivalent med den givna
formeln, och darefter eliminera disjunktioner med hjalp av DeMorgans lag. Vi
valjer i stallet att skriva om formeln via en svit av logiska ekvivalenser.
-(AOB) - -C -« (AOB)O-C =« --AO--B0O-C) « ~(-AO-BOC).

Definition 14: Definiera det tvastalliga konnektivet | (NotAND, NAND) enligt féljande

AB | AB
SsS F
SF S
FS S
FF S

Eller formellt V(¢|Q) = F om och endast om V(¢) =V(p) = S.

Viseratt ¢|¢ = -(¢ OU). Det ar detta som motiverar namnet pa konnektivet.
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Exempel 28: Skriv ~A OB enbart med hjalp av konnektivet |.

Ldsning: Vivisar forst att -¢ = ¢|b.
Lat V vara en godtycklig vardering och antag forst att V(=¢) = S.
Da maste V(¢) =F, och darmed maste V(¢|d) = S enligt definitionen ovan.
Antag sedan att V(=¢) =F, dvs V(¢) = S. Da maste V(¢|$) = F. | bada fallen
galler alltsa att V(=0 ) = V(¢|$), och nagra andra fall finns inte.

Darmed ar detklart att =¢ < ¢|b.

Betrakta sedan foljande svit av logiska ekvivalenser.

-A0OB = -(AO-B) = A-B = A|(B|B).
Teorem 7: {|} ar en fullstandig konnektivmangd.

Bevis: Vi vet enligt teorem 6 att {-~, [0} ar fullstandig.
Enligt ovanstaende exempel géller detatt ¢ < ¢|¢.
Detta resultat tillsammans med ¢|¢ = =(é OY) ger da att

¢ 00 < (GlW)IGlw).

Substitutionsprincipen ger da att varje férekomst av konnektiven - och O kan
elimineras till forman for |.

Definition 16:Definiera det tvastalliga konnektivet | (NotOR, NOR) enligt féljande

AB | AIB
SS F
SF F
FS F
FF S

Formellt V(¢i1p) =S om och endastom V(¢) = V() =F.
Viseratt iy - =(¢ Oy). Aterigen har vi har en motivering av namnet p& konnektivet.

Vi avslutar med att formulera ytterligare tva teorem. Beviset av det férsta ar analogt med
beviset av teorem 7.

Teorem 8: {1} ar en fullstandig konnektivmangd.
Bevis: Ovning.

Teorem 9: Det finns inga andra fullstandiga konnektivmangder med ett element an { |}
och {i}.

Kunniga i elektronik vet att kretsar kan konstrueras enbart med hjalp av till exempel grinden
NAND. Detta ar en konsekvens av teorem 7.
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Naturlig deduktion i satslogik

Ofta ar det smidigare att anvanda syntaktiska tekniker (harledningar) fér att avgéra huruvida
slutledningar ar giltiga eller ej. Detta forutsatter forstas att vi har ett "bra” syntaktiskt system,
dvs ett system som ar sadant att ¢ kan harledas fran premissmangden I' om och endast
om I |=¢. Med tanke pa automatisering av bevis, sa ar det forstas ocksa intressant att
studera syntaktiska system, system som kan manipuleras av en dator. Det system for
deduktioner vi presenterar i det foljande ar en variant av ett system som har skapats av den
amerikanske logikern Benson Mates.

Ett formellt system bestar av en kalkyl och en tolkning. Kalkylen i sin tur bestar av

(i) Vokabular (lexikon),

(i) Formationsregler,

(iii) Axiom och

(iv) Deduktionsregler (harledningsregler).

Den kalkyl vi skall skapa har samma vokabular och samma formationsregler som vi
presenterat for satslogik ovan. Kalkylen saknar axiom, men har en relativt stor uppsattning
deduktionsregler, som ar uppdelade i introduktionsregler (som anger hur en formel med ett
givet konnektiv far inféras) och eliminationsregler (som anger hur en formel med ett givet
konnektiv kan uppdelas i delformler). Vi benamner vart formella system for satslogik med S.

Grundlaggande deduktionsregler

Introduktionsregler Eliminationsregler
o - ]
O
¢ —|| —|¢ _|E
O d
) ¢
v v Ol 60w  ¢0w CE
¢ Oy ¢ !
0) U] a oY -6 Y-8 CE
60y o0y 6
¢ -1 -0 ¢ -E
| g
¢ - W
b0 W0 = bol ¢ ~E
o~y o-¢ Y-9¢

| reglerna =E, =I, -1 ar =¢, ¢ respektive ¢ provisoriska premisser. Mer om detta nedan.
Reglerna bendmns negationsintroduktion, negationselimination etc. Observera att samtliga
harledningsregler opererar pa respektive sats huvudoperator. Man kan alltsa inte manipulera
delformler. System som ovanstaende brukar benamnas system for naturlig deduktion.
Deduktionsreglerna kodifierar hur argumentation gar till i mer formaliserade sammanhang
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som matematik, datavetenskap osv. De kodifierar ocksad hur man formellt skall argumentera
aven i icke-formella sammanhang, givet att man vill argumentera logiskt bindande.

Den, logiskt sett, mest omdiskuterade regeln ar -E, reductio ad absurdum. | sa kallad
intuitionistisk logik accepteras den inte. Man far da ett svagare system. Dylika studeras flitigt
bland annat inom datalogi.

Reglerna ar av tva olika typer.
(i) -E, -1, =1

Dessa regler involverar ett antagande, en provisorisk premiss som man
anvander sig av i sjalva harledningen, men som man gor sig av med vid sjalva
anvandningen av respektive regel.

(ii) Ovriga regler.

Definition 17: En deduktion (hérledning) a@r en andlig foljd av konsekutivt numrerade rader,
som var och en innehaller en premissnummermangd X; och en valbildade
formel ¢; sadan att

1 ¢ aren premiss. Som X; tags radnumret.
¢; foljer fran tidigare satser med hjalp av nagon av reglerna i grupp (ii).
Som premissnummermangd valjs unionen av de aberopade
satsernas premissnummermangder.

3 ¢; foljer fran tidigare satser med hjalp av nagon av reglerna i grupp (i).
Som premissnummermangd valjs mangddifferensen av den aberopade
satsens premissnummermangd och den provisoriska premissens.

Slutsatsen i en harledning ar den sista satsen i harledningen. Vi skriver

{1, 2, ..., ¢} |0 Y om ¢ &rslutsats i en harledning dar ¢4, ¢o, ..., ¢, ar
premisser. Egentligen borde vi har skriva S + {¢+, ¢2, ..., d,} | U, men
eftersom S férekommer i bakgrunden i varje satslogisk deduktion kan vi
utelamna S. Vi skriver ocksa I |0 @, om I ar premissmangd i harledningen
av y.

| detta finns minst tre svarigheter. Den forsta ar att anvanda sjalva deduktionsreglerna
korrekt. Den andra ar att konstruera premissnummermangderna, som ar tankta att halla reda
pa vilka premisser ett harlett resultat beror pa. Den tredje svarigheten ar att utféra en hel
harledning for att bevisa det man vill bevisa. Det ar viktigt att Idsa manga exempel, och att
sjalv I16sa manga uppagifter sjalv for att skaffa sig rutin pa detta.

Vi illustrerar forst en harledning, och beskriver darefter nagot mer ingadende hur
premissnummermangdermangder konstrueras.

Exempel 29: Visa att {A, =(A; O-A2)} |0 Ao

Loésning: {1} 1 Aq Premiss
{2} 2 = (A O0-AY) Premiss
{3} 3 =A; Provisorisk premiss (fér -E)
{1, 3} 4 A O-A; 1,3, 0
{1,2,3} 5 O 2,4, 00
{1, 2} 6 A, 3,5, -E
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Slutsatsen A, beror endast pa premisserna pa rad 1 och 2. Darfor skriver vi
upp dessa premisser i premissmangden.

Vi har da att {A1, —|(A1 O —|A2)} ||:| Ao.

Notera att vi skulle kunna genomfdra precis samma resonemang med godtyckliga,
satslogiska, valbildade formler i stallet for A; och A,, dvs det galler att {¢, = (¢ O-@)} |O ¢
for godtyckliga vbf ¢ och (. Skriv sjalv ner harledningen i detta fall.

Vi formulerar och exemplifierar nu hur premisnummermangder konstrueras.

1.

En premiss far inféras pa valfri rad. Det enda elementet i premissnummermangden
ar radnumret (se exempel 29, rad 1).

En sats far inféras pa ny rad, om den féljer av satser som férekommer pa rader
med lagre radnummer i sekvensen med nagon av reglerna 0I, O, OE, O, CE, -E,
o | eller «E.Som premissnummermangd tas unionen av de aberopade radernas
premissnummermangder (se exempel 29, rad 4, 5).

Viillustrerar med CE. Antag att vi har en harledning med foljande struktur:

X i o Oy
Y i ¢ -0
z k T

XOYoz | 0 i, j, k, CE

Har maste 1>, j, k.

En sats far inféras pa ny rad, om den foljer av satser som férekommer pa rader
med lagre radnummer i sekvensen med nagon av reglerna =I, -E eller 1.

Viillustrerar med - E (se exempel 29). Antag att vi har en harledning med
féljande struktur.

{i} i 0] Premiss
X j O
X-{i} k () i,j, "E

Har maste i<j<k.

Premissnummermangden for rad k ar premissnummermangden for rad j, den rad
pa vilken O férekommer, differens premissnummermangden for rad i, dvs fér den
provisoriska premissen i tillampningen av - E.

P& motsvarande satt anvands - 1.

Forregeln -1 galler féljande. For att bilda premissnummermangden for den rad pa
vilken ¢ -  forekommer, gor vi pa féljande satt. Tag premissnummermangden
for raden pa vilken @ férekommer differens premissnummermangden for raden pa
vilken ¢ férekommer (se nedan exempel 30, 38).
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Definition 18: En harledning fran en tom premissmangd kallas ett bevis. Vi skriverda |0 ¢ i
stallet for O |0 ¢. ¢ kallas ett teorem. Aven héar borde vi egentligen skriva
S+ 0|0 ¢, men later som tidigare S vara underfoérstadd.

Exempel 30: Visa att ¢ - (¢ —» ¢) ar ett teorem.

Loésning: {1} 1 ¢ Prov Prem (for - 1)
{2} 2 U] Prov prem (fér - 1)
{3} 3 0] Prov prem (for - E)
{1, 3} 4 O 1,3, 0
{1} 5 ¢ 3,4, -E
{1} 6 () 2,5, -1
U 7 ¢ - (lIJ - ¢) 1’ 6’ -1

Darmed ardetklartatt |0 ¢ - (U - ¢).

Exempel 31: Visa att |0 ¢ - ¢.

Ldsning: {1} 1 ¢ Prov prem (for - 1)
{2} 2 - Prov prem (fér =E)
{1, 2} 3 0 1,2, 01
{1} 4 ¢ 2,3,-E
O 5 -0 1,4, -1

Darmed ardetklartatt |0 ¢ - ¢.
En annan harledning av ovanstaende teorem ar féljande.

{1} 1 ¢ Prov prem (for - 1)
O 2 () 1, 51

Har anvands rad 1 tva ganger, bade som premiss och slutsats.

Exempel 32: Visa att |0 --¢ - ¢ och [0 ¢ - == .

L&ésning: Vivisar forst att |0 - - ¢.
{1} 1 () Prov prem (fér - 1)
{2} 2 ¢ Prov prem (fér - E)
{1,2} 3 O 1,2, 0
{1} 4 ¢ 2,3,-E
|:| 5 _|_1¢ - q) 1, 4, hnd I
O 10 --¢ - ¢.

Vivisarsedan [0 ¢ —» == .

{1} 1 ¢ Prov prem (fér - 1)
{2} 2 ¢ Prov prem (for = 1)
{1, 2} 3 O 1,2, 00
{1} 4 () 2,3, -l
O 5 ¢ - 1,4, -1
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Déarmed ar det ocksa klart att |0 ¢ - ¢ .

Harledda deduktionsregler

Vissa monster aterkommer ofta i harledningar. Till exempel ar det vanligt att man har en
formel som innehaller tva pa varandra féljande negationssymboler, som man skulle vilja
eliminera. Det ar da praktiskt att ha en uppsattning deduktionsregler som tar hand om dessa
vanliga monster. Vi kan jamfora detta med situationen i vanlig algebra. Dar ar det till exempel
vanligt att behdva skriva en kvadrat (a + b)> som en summa, och da &r det praktiskt att ha
en rakneregel for detta. Med en enkel modifikation av bevisen i exempel 32 ser vi att =-¢

[O ¢ och ¢ |0 --¢, och darmed kan vi inféra féljande harledda deduktionsregler.

o _¢6
¢ -0

Bada dessa regler benamner vi dubbel negation, som vi forkortar DN.

Exempel 33: Visa att {¢ - Y, -} |0 —d.

Losning: {1} 1 ¢ - P Premiss
{2} 2 =y Premiss
{3} 3 (0] Prov prem (for 1)
{1, 3} 4 W 1,3, -E
{1,2, 3} 5 O 2,4, 0
{1, 2} 6 ) 3,5, -l

Darmed ar detklartatt {¢ - @, -} |0 .

Aven ovanstdende samband infér vi som en harledd deduktionsregel, dvs

¢~y
ﬁ<|>

Vi benamner denna regel med dess klassiska namn modus tollens, som vi férkortar MT.

Nedanstaende harledningsregel ar tacksam, eftersom harledningen av regeln ar en aning
omstandlig, och man ofta har behov av denna regel.

Exempel 34: Visa att {¢ Oy, -¢} |0 .

Loésning: | denna harledning skall vi anvanda oss av regeln [E. Denna ar den kanske
besvarligast av satslogisken deduktionsregler. Regeln forutsatter att vi har en
disjunktion. Ofta har man att sjalv skapa de tva implikationer som behdvs. Det
ar inte alltid helt klart vad som ar lampligt val av eftersats i de tva
implikationerna. Ofta kan man forstka harleda det man vill ha fram direkt, i vart
fall Y. En annan strategi ar att ur de bada disjunkterna férséka harleda [, om
man nu forsdker skapa en harledning med hjalp av =E eller - 1.
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{1} 1 o duy Premiss

{2} 2 - Premiss

{3} 3 ¢ Prov prem (fér - 1)
{4} 4 ] Prov prem (fér - E)
{2, 3} 5 O 2,3, 00

{2, 3} 6 W 4,5, -E

{2} 7 -y 3,6, -1

{8} 8 Y Prov prem (for - 1)
O 9 Uy 8, -1

{1, 2} 10 Y 1,7,9, 0E

Da ardetklartatt {¢ O, =} |0 .

Vi lamnar nagra kommentarer till harledningen ovan. For att harleda ¢ - ,
antar vi ¢ som provisorisk premiss pa rad 3. Vi noterar att formlerna pa rad 2
och 3 motsager varandra. Detta innebar att vi kan harleda vad som helst. Vi vill
komma fram till @, och en teknik for att géra detta ar att antaga -y, som vi gor
pa rad 4. Vi har en motsagelse, och infér 0 pa rad 5 for att darefter anvanda

- E. Konstruktionen pa rad 8 har presenterats i exempel 31. Notera ocksa att
anvandning av UE kraver att vi refererar till tre rader i harledningen.

Vi formulerar resultatet i exemplet ovan som en harledningsregel. Denna férekommer i tva
varianter, dar beviset av den andra ar fullstandigt analogt med beviset i exempel 34.

¢ Oy o Oy
[ N oW
U] ¢

Bada dessa regler benamns disjunktion syllogism och forkortas DS.

Harledningsstrategier

For att kunna genomféra en harledning pa ett lyckosamt satt, maste man ha en strategi.
Betrakta exempel 33. | detta exempel vill vi deducera —=¢ fran premisserna ¢ — Y och -.
Vi vill alltsa harleda en negerad formel —¢ . Huvudstrategin for detta ar att antaga ¢, for att
sedan harleda en motsagelse (falsum). Motsagelsen harleds ur premisserna tillsammans
med extraantagandet. Darefter anvander vi negationsintroduktion. Undersoker vi exempel 34
sa vill vi dar harleda @ fran premisserna ¢ Oy och -¢. Minst tva strategier ar har méjliga.
Den ena ar att genomfora ett motsdgelsebevis. Da antar vi - och forsoker harleda 0.
Eftersom ¢ Oy ar den ena premissen bor vi rimligen anvanda oss av [E. Vi har da att
skapa tva implikationer, ¢ — 0O och y - O. Lyckas vi med detta ger [CE just 0. For att
harleda en implikation antar vi forsatsen som provisorisk premiss och férséker harleda
eftersatsen, och sedan anvander vi - 1. Den andra strategin ar att genomféra ett direkt bevis
av formeln . Aven da skall vi utnyttia OE. Nu skapar vi i stéllet de tva implikationerna ¢ —
Y och Y - Y. Det ar denna strategi som anvants och beskrivits i exempel 34.

Vi kan urskilja féljande, ofta anvandbara, huvudstrategier. Observera att denna férteckning
Over strategier inte pa nagot satt uttémmer mojligheterna.

1. Harledning av en negerad formel -¢.
Antag ¢ som provisorisk premiss, harled 0, och anvand =l.
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2. Harledning av ¢ O Y.
Harled ¢ respektive @ var for sig, och anvand 0.

3. Harledning av ¢ O y.
Enklast brukar har vara att gora ett motsagelsebevis, dvs antag - (¢ O@)) som
provisorisk premiss. Anvand sedan De Morgans lag (se nedan exempel 35) for att fa
-¢ O-y. Denna formel anvands sedan for att generera [, varefter man avslutar
med -E.

4, Harledningav ¢ - .
Antag ¢ som provisorisk premiss, harled @, och anvand -1.

5. Harledningav ¢ « .
Harled ¢ - ¢ och ¢ - ¢ ochanvand «|.

Observera alltsa att ovanstaende strategier inte pa nagot satt tacker upp alla méjligheter.
Ofta maste man forstas anvanda delstrategier. Skall vi till exempel harleda en ekvivalens, sa
anvander vi idén i punkt 5, men da skall vi harleda tva implikationer, och for detta anvander
vi idén i punkt 4 och sa vidare.

Exempel 35: Visa att

a/ (o 0g) [0 =¢ O-y,
b/ =6 O-¢ |0 =(¢ OY),
c/ =(¢ Oy) [0 =6 Oy,
d/ =¢ O-Y [0 =(dOY)
Ldsning: al Den strategi vi anvander nedan ar att harleda den énskade konjunktionen

enligt strategin i punkt 2. Varje konjunkt som skall harledas ar en negerad
formel, varfor strategin i punkt 1 anvands for dessa delharledningar (subrutiner).

{1} 1 =(6 OY) Premiss

{2} 2 ¢ Prov premiss (for —1)
{2} 3 ¢ Oy 2,0

{1, 2} 4 0 1,3, 0

{1} 5 ) 2,4, -1

{6} 6 1] Prov premiss (for =)
{6} 7 ¢ Oy 6, O

{1, 6} 8 O 1,7, 0

{1} 9 ) 6, 8, -l

{1} 10 = O-y 5,9, 0

O =0y [0 ¢ O-y.

b/ Ovning. Som ett tips kan du anta ¢ Oy for att med hjélp av DS hérleda [.

c/

{1} 1 = (6 Oy) Premiss

{2} 2 =(=¢ O-Y) Prov premiss (for =E)
{2} 3 —|—|¢ -y 2, ex 35a

{2} 4 ) 3, CE

{2} 5 - 3, [E

{2} 6 ¢ 4, DN

{2} 7 U 5, DN

{2} 8 ¢ Oy 6,7, 0

{1, 2} 9 O 1,8, O
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{1} 10 -¢ O-Y 2,9,-E
Tank genom vilken strategi som anvants ovan.

d/ Ovning. Som ett tips kan du anta ¢ Oy for att harleda O. Aven i denna
harledning kan du anvanda DS.

Vi har da bevisat fyra harledningsregler, och vi bendmner alla De Morgans lagar (DM). Vi har
alltsa foljande fyra harledda deduktionsregler.

29 OW) =¢ O-W 2 (9 OW) a¢ -y
~¢ O-y ~(¢9 0w) ~¢ O-y ~(9 0y)

Teorem 10: (Deduktionsteoremet) Lat I vara en mangd av vbf, och lat ¢ och 6 vara tva
vbf. Dagaller TO{Y} |0 6 - I |O @ - 6.

Bevis: =/ Antag att ' O {y} |O 6.

Eftersom varje harledning ar andlig (varfor ar det s&?), anvands hogst andligt
manga premisser i ' O {} i harledningen av 6. Antag att dessa ar

¢4, §2, ..., ¢ och . Harledningen i antagandet har da foljande form
{1} 1 (op Premiss

{2} 2 b2 Premiss

{n} n On Premiss

{n+1} n+1 Y Premiss

{1, ..., n+1} k 6 ro{y |0 6

Vi kan da uppfatta premissen pa rad n+1 som en provisorisk premiss och
anvanda | for att eliminera denna premiss fran premissmangden.

{,...,n} k+1 W0  n+lk ol

Darmed ar det klart att {$+, ¢2, ..., §n} |0 W - 6, som ger att
o g - 0, eftersom {b4, 2, ..., ¢} OT.

a/ Antagatt I |O ¢ - 6.
Som ovan utnyttjar vi att varje harledning ar andlig, dvs anvander hégst andligt

manga premisseri I iharledningen av y - 6. Antag att dessa ar ¢, ¢, ...,
¢,. Harledningen i antagandet har da féljande form

{1} 1 (op Premiss
{2} 2 b2 Premiss
{ﬁ} n q;n i:’remiss
{.1,...,n} k q.J—»e i_|DlIJ—>9

Vi lagger nu till ¢ som ytterligare premiss, och far pa nasta rad
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{k+1} k+1 U] Premiss
{1, ..., n, k+1} k+2 6 k, k+1, -E

Darmed ar det klart att {¢4, ¢o, ..., ¢, W} |O 6, som ger att
roO{y}|O 6, eftersom {$1, oo, ..., ¢} OT.

Pa motsvarande satt som vi kan skriva S + ' om vi utékar det formella systemet S med
axiomen eller premissmangden I, kan vi skriva I + ¢ om vi utdkar premissmangden I
med satsen . Har anvander vi alltsd I + ¢ som en férkortning av I 00 {}.

Detta resultat ar inte sa viktigt i vart formella system som det presenterats har, eftersom
systemet innehaller en sa kraftfull uppsattning harledningsregler. Vi ska se i avsnitt 4 att i
formella system med mer sparsmakad vokabular och uppsattning harledningsregler, sa ar
deduktionsteoremet utomordentligt anvandbart. Vi illustrerar hur teoremet kan anvandas for
att bevisa ytterligare en harledd deduktionsregel.

Exempel 36: Visaatt {¢ - ¢, -6} |0 ¢ - 6

Loésning: {1} 1 ¢ - Y Premiss
{2} 2 Y -0 Premiss
{3} 3 ¢ Premiss
{1, 3} 4 W 1,3, -E
{1,2,3} 5 6 2,4, -E

O {¢ - g,P - 6,9} |0 6, varpa deduktionsteoremet ger
o-vpy-6r10 ¢ -6

Detta exempel motiverar inférandet av

¢~ U
w0
-0

som ytterligare en harledd deduktionsregel. Vi bendmner denna hypotetisk syllogism (HS).

Vi visar i nasta exempel att man i ett formellt system, eller i en deduktion, som innehaller en
motsagelse kan harleda vilken sats som helst. Exemplet ger ocksa en teknik att plocka fram
en 6nskad sats om man vet att ett formellt system, eller en harledning, innehaller en
motsagelse.

Exempel 37: Vi antar att vart formella system innehaller en motsagelse, dvs en sats ¢
sadan att bade ¢ och -¢ ar bevisbara i systemet. Vi ska sedan visa att
{6, -9} |0 g, dar Y aren godtycklig satslogisk formel.

Loésning: {1} 1 ¢ Premiss
{2} 2 ¢ Premiss
{3} 3 )] Prov premiss (for - E)
{1.2} 4 0 1,2, 0
{1, 2} 5 U 3,4, -E

O {¢,-¢} |O W, och darmed ar det klart att vi kan harleda vilken formel vi vill,
givet att deduktionen innehaller en motsagelse. Formlerna pa rad 1 och 2



-45-

behdver inte vara premisser. De kan ha dykt upp i en harledning pa nagot annat
satt.

Exempel 38: Visa att - (¢ - @) |0 ¢ O-.

Ldésning: {1} 1 (- ) Premiss
{2} 2 ¢ Prov premiss (for - E)
{3} 3 ¢ Prov premiss (for - 1)
{2, 3} 4 W 2,3, Ex37
{2} 5 -y 3,4, -1
{1, 2} 6 O 1,5, 0
{1} 7 ¢ 2,6, -E
{8} 8 1] Prov premiss (for = 1)
{9} 9 ¢ Prov premiss (for - 1)
{10} 10 il Prov premiss (fér =E)
{8, 10} 11 O 8,10, Tl
{8} 12 U 10, 11, =E
{8} 13 -y 9,12, -1
{1, 8} 14 O 1,13, 01
{1} 15 =Y 8, 14, -l
{1} 16 ¢ O-y 7,15, 0

Darmed ar det antligen klart att = (¢ - @) |0 ¢ O-p. Det finns smartare satt
att genomféra denna harledning. Forsok hitta dylika. Strategin ovan ar att
harleda ¢ (raderna 2 — 7) respektive -y (raderna 8 - 15) for att darefter
anvanda 0. Strategin for att harleda ¢ ar att antaga —-¢ for att harleda [.
Den enda sats vi kan fa en motsagelse fran ar premissen, varfor vi forsdker
harleda ¢ -  (raderna 3 — 5). Vi anvander sedan motsvarande strategi for att
harleda -.

Vi infér aven detta resultat som en harledd deduktionsregel.

(0 - W)
¢ Oy

Vi benamner den negerad implikation (NI).



Harledda deduktionsregler, sammanfattning

Vi har da féljande uppséattning harledda deduktionsregler.

Regel Namn Forkortning
(0 OW) =6 0-y (0 Ow) -¢ O-p | De Morgans DM
—¢ Oy ~(¢ Oy) =6 O-y ~(6 Oy) Lagar
o0y o 0OQ Disjunktiv DS
b -\ Syllogism
Y ¢
o - P Hypotetisk HS
Y-8 Syllogism
¢ -6
oo 9 Dubbel DN
() 0 Negation
o - P Modus MT
= Tollens
~0
(0 - ) Negerad NI
& O-y Implikation

Vi avslutar detta avsnitt med ytterligare nagra exempel.

Exempel 40: Visa att |0 (¢ - ) O - ¢).

(¢ -~ w)OW - 9))
E¢ - P) 0= - 9)
(

Ldsning:

{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
{1}
O

Vihardaatt |0 (& - @) O(W — ¢).

2 OO NOOORWN -~

0

)
V- ¢)
¢ 0-y
¢ U-¢
¢

~¢

t

4 1 1 1

¢ -wv)oW - 9)

Prov premiss (for =E)
1, DM
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Exempel 47: Visa att = (¢ - @) [0 ¢ o .

L&ésning:

For att harleda ekvivalensen ¢ ~ =y, harleder vi implikationerna
¢ - - och =y - ¢, och anvander darefter - I.

{1} 1 (0 - W) Premiss

{2} 2 ¢ Prov premiss (for - 1)
{3} 3 1] Prov premiss (for = 1)
{3} 4 -y 2,3, >l

{2} 5 (/) 2,3, -1

{2, 3} 6 ¢ o Y 4,5 o1

{1, 2, 3} 7 O 1,6 0

{1, 2} 8 =Y 3,7, -1

{1} 9 ¢ - -y 2,8, -1

{10} 10 ] Prov premiss (for - 1)
{11} 11 - Prov premiss (for =E)
{11} 12 ¢ - Y 11, Se nedan

{10} 13 Y9 10, Se nedan

{10, 11} 14 ¢ - W 12,13, 1

{1, 10, 11} 15 O 1,14 01

{1, 10} 16 ¢ 11, 15, -E

{1} 17 1/ ) 10, 16, 1

{1} 18 ¢ - Y 9,17, «1

Da ardetklartatt = (¢ « @) |0 ¢ o —.

Tank noga genom varfor det ar tillatet att gbra som pa raderna 4 och 5.Vad
galler raderna 12 och 13, sa ar det en variant av Ex 37. Hela harledningen av
rad 13 kan ske pa foéljande satt.

{1} 1 U Premiss

{2} 2 U] Prov premiss (for - 1)
{3} 3 0] Prov premiss (for =E)
{1, 2} 4 O 1,20

{1, 2} 5 ¢ 3,4,-E

{1} 6 ([ ) 2,5, -1

Saardetklartatt - |0 ¢ - ¢.

Pa motsvarande satt visas att formeln pa rad 12 foljer av formeln pa rad 11. Det
ar ofta praktiskt vid 1anga harledningar att bryta ut delharledningar som vi gjort
ovan. Vi kan saga att vi harleder en ny deduktionsregel, och sedan anvander
den i uppgiften. Det ar ofta praktiskt att gora sa, om ett och samma monster
finns med flera ganger, eller om man kan fa sjélva harledningen att bli mer
Overskadlig pa sa satt.
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Nagra metalogiska resultat

Vi har papekat att ett formellt system skall vara adekvat i den bemarkelsen att man i det
formella systemet ska kunna bevisa alla tautologier och inget annat. Vi ska nu formulera
nagra metalogiska resultat om vart satslogiska system. Vi bevisar inte dessa resultat,
bortsett fran ett av dem, utan aterkommer senare for att bevisa motsvarande resultat for ett
formellt system for predikatlogik. Vi inleder med nagra definitioner.

Definition 19: Ett formellt system T &ar sunt om alla teorem ar logiska sanningar,
dvsom T|O ¢ = |=¢ forallavbf ¢. T ar fullstdndigt om alla logiska
sanningar ar teorem, dvsom |=¢ = T|O ¢.

For satslogikens del ar det tautologin som ar den logiska sanningen. Ett system som ar bade
sunt och fullstédndigt ar adekvat. Kom ihag att vi benadmnt vart formella system for naturlig
deduktion i satslogik S.

Teorem 11: S &r sunt.
Teorem 12: S ar fullstéandigt.

Definition 20: Ett formellt system T &r konsistent, om det inte finns nagon vbf ¢ sadan att
T bevisar bade ¢ och =¢, dvs om det inte finns nagon vbf ¢ sadan att
T|O ¢ och T|O —¢. Visager ocksa att en satsmangd I ar konsistent, om det
inte finns nagon vbf ¢ sadanatt r |0 ¢ och |0 =¢.

Ovanstaende definition innebar att T ar inkonsistent om och endastom T |0 [, och att en
satsmangd ' &r inkonsistent om och endastom I |O O.

Teorem 13: S ar konsistent.

Att ett formellt system ar konsistent innebar att ingen motsagelse kan harledas i systemet.
Det ar sjalvfallet viktigt, eftersom vi ovan sett att man i ett system som innehaller motsagelser
kan harleda vad som helst.

Definition 21: Ett formellt system T &r avgdérbart om det finns en mekanisk metod med hjalp
av vilken man kan avgora huruvida en given vbf ar teoremi T eller gj.

Definitionen ovan ar ganska oprecis satillvida att begreppet ‘'mekanisk metod’ inte ar
definierat. Begreppet kan definieras precis, till exempel med hjalp av begreppet
‘turingmaskin’. Begreppet ‘'mekanisk metod’ innebar grovt att det inte gar at nagon snillrikhet
for att utfora kontrollen. Den skall i princip kunna utféras av en dator, om denna har
obegransat med tid och minne, och dessutom fungerar felfritt.

Teorem 14: S ar avgorbart.

Bevis: Lat ¢ vara en godtycklig vbf. Undersdk huruvida |=¢. Observera att
tabellmetoden ar en mekanisk metod! Om da |=¢, sa ger fullstandigheten att
[O ¢, och om |#¢, sa ger sundheten att S inte bevisar ¢.
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Exempel 42: Undersok huruvida det finns ett bevis for formeln
al (9 0-0) - ) - W,
Om ett bevis finns, konstruera ett, och om bevis inte finns sa konstruera en
vardering i vilken formeln ar falsk.

Losning: al Snabbmetoden ger att formeln ar en tautologi. Da ger
fullstdndigheten hos S att det finns ett bevis for formeln.
{1} 1 dO-d) > W Prov premiss (for 1)
{2} 2 -(¢ O0-¢) Prov premiss (for - E)
{2} 3 =¢ O--¢ 2, DM
{2} 4 ) 3, CE
{2} 5 ] 3, CE
{2} 6 O 4,5, 01
O 7 ¢ O-¢ 2,6,-E
{1} 8 Ul 1,7, -E
O 9 (@0-¢)-y) -y 1,8 -l

Darmed ar beviset klart.

b/ Betrakta en vardering i vilken V(A) =S och V(B)=V(C)=F.

| denna vardering galler att V((-AOB - C) - (A - BUOC))=F. Formeln ar
alltsa inte en tautologi, och da ger sundheten for S att det inte finns nagot
bevis for formeln.

Exempel 43: Visa att {=(A - B), A - C,B O0-C} arinkonsistent.

Ldsning: Vi har enligt definition 20 och anmarkningen efter denna definition att harleda O
fran formelmangden.
{1} 1 - (A - B) Premiss
{2} 2 A-C Premiss
{3} 3 BO-C Premiss
{1} 4 AO-B 1, NI
{1} 5 A 4, [E
{1} 6 -B 4, OE
{1, 2} 7 C 2,5 -E
{1, 3} 8 -C 3,6, DS
{1, 2, 3} 9 O 7,8, 01

0 {~(A - B),A - C,BO-C} |0 L.

Eftersom vi kan harleda 0O fran satsmangden {-~(A - B), A - C,B 0-C}, sa
kan vi harleda vilken formel som helst fran denna mangd, och den maste da
vara inkonsistent.
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3 PREDIKATLOGIK

Satslogiskens otillracklighet

Det satslogiska sprak vi studerat ovan ar inte tillrackligt kraftfullt for att analysera alla giltiga
slutledningar. Betrakta exempelvis nedanstaende, uppenbart giltiga, informella slutledning:

Alla manniskor ar dodliga.
Sokrates ar en manniska.
Sokrates ar dodlig.

Nar vi analyserar vi denna slutledning med satslogiska metoder, konstaterar vi att de tre
ingaende satserna ar atomara, varfor vi erhaller

A
B
C

med uppenbara beteckningar. Denna slutledning ar inte satslogiskt giltig, eftersom formeln
(AOB) - C

inte ar en tautologi. Detta innebar inte att det ar nagot fel pa satslogiken som hjalpmedel for
att analysera slutledningar. Att ovanstaende informella slutledning ar giltig beror pa den
interna uppbyggnaden av respektive sats i slutledningen, samt pa samspelet mellan
satserna. Med satslogik kan inte den inre strukturen i respektive sats uppvisas, eftersom
satserna ar just satslogiskt atomara. Vad som behovs ar en mer kraftfull logik med hjalp av
vilken den uppbyggnad satser som ovanstaende har kan analyseras. For att anvanda en
liknelse sa kan man inte fanga sma fiskar (predikatlogiskt giltiga slutledningar) med ett grovt
nat (satslogikens analysmetoder). Vi behéver darfor utvidga det satslogiska spraket till ett
kraftfullare sprak, predikatlogiska sprak.

Nar vi uppvisar den satslogiska strukturen hos en sats i ett naturligt sprak, sa ar den
fullstdndiga pastadendesatsen den minsta analysenheten. Genomfor vi en predikatlogisk
satsanalys, sa ar de minsta bestandsdelarna i analysen individer, och de egenskaper eller
relationer som individerna har, respektive star i. Som en gemensam benamning pa
egenskaper och relationer anvands ordet predikat. Namnet predikatlogik kommer av att den
minsta analysenheterna ar individer och just predikat. Betraktar vi en sats som

Sokrates ar en manniska

sa talar den om en individ, Sokrates, och ett predikat som tillkommer denne individ,
egenskapen att vara manniska. Later vi konstanten c¢ beteckna individen Sokrates, och
predikatsymbolen P predikatet att vara en manniska, sa formaliseras satsen

P(c).

| ett predikatlogiskt sprak kan aven vissa av det naturliga sprakets kvantifikatorer
formaliseras. En kvantifikator kan sagas vara ett uttryck som anger en sorts antal, och de
kvantifikatorer fran naturliga sprak vi vill kunna aterge ar alla (varje) och nagra (det finns,
minst en) och dess sprakliga varianter. Det ar viktigt att notera att det finns kvantifikatorer i
naturliga sprak som predikatlogik inte formar uttrycka, t ex kvantifikatorn det finns odndligt
manga. Som symbol for "alla” anvands O och som symbol for “nagra” anvands [l
Kvantifikatorerna benamns allkvantifikator respektive existenskvantifikator.
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Formlerna

OxP(x) respektive
xP(x),

dar P artankt att beteckna predikatet att vara manniska, utlases

Alla ar manniskor respektive
Nagra ar manniskor.

Ett viktigt argument, utéver ovanstaende, for att studera predikatlogiska sprak ar att dylika ar
mycket kraftfulla. | t ex mangdteorins sprak (se nedan exempel 2), som ar ett predikatlogiskt
sprak, kan all (?) matematik uttryckas. Ett annat viktigt argument ar att logikprogram-
meringssprak ofta ar predikatlogiska sprak. Sa ar exempelvis fallet med PROLOG, ett av de
viktigaste Al-spraken. En formalisering i pseudoPROLOG av den ovan diskuterade
slutledningen skulle kunna se ut enligt féljande.

Dodlig(x) « Manniska(x).
Manniska(sokrates).
Dodlig(sokrates).

| premiss ett ar allkvantifikatorn underforstadd, och pilen utlases "om”.

Det harledningssystem som PROLOG utnyttjar, resolution, ar ett sorts fragment av
predikatlogisk harledning. Detta fragment ar konstruerat sa att detta system ar avgérbart, till
skillnad fran harledningssystem for den fulla predikatlogiken, som inte ar avgoérbar.
Predikatlogiska sprak ar ocksa viktiga vid studier av andra logiker, t ex forutsatter
modallogikens Kripke-semantik kunskaper i predikatlogik. Modallogik ar en utvidgning av
satslogik dar spraket utdkats med de modala operatorerna det &r nédvéndigt att och det &r
mdjligt att.

Predikatlogiska sprak
| ett predikatlogiskt sprak finns tva typer av symboler, logiska och ickelogiska. De logiska
symbolerna ingar i varje predikatlogiskt sprak, varfor vi endast behéver ange de ickelogiska

symbolerna for att specificera ett predikatlogiskt sprak.

I Logiska symboler

(i) variabler: X1, X2, X3,

(ii markorer: ), (dvs parenteser och kommatecken)
(iii) Konnektiver: -,00 -, «,0

(iv) Kvantifikatorer: 0, O

( =

V) Identitetssymbol:
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Il Ickelogiska symboler

(i) Konstanter: Cq, Cy, Cs, ...
(i) Predikatsymboler: P",i,n=1,i &arettindex och n anger stéllighet
(iii) Funktionssymboler: f',i,n>1,i arettindex och n anger stallighet

Den vokabular som angivits ovan ar riklig. | det avsnitt nedan dar vi skall bevisa Gddels
fullstandighetssats kommer vi att anvanda en mer sparsmakad vokabular. Med en
omfattande vokabuldr ar det omstandigt att bevisa pastaenden om ett formellt system, men
en rik vokabular gor det enklare att anvanda ett system.

Vad géller de logiska symbolerna ovan skulle vi kunna ersatta de oandligt manga
variabelsymbolerna med tva, namligen x och ’. Vi kan da teckna oandligt manga variabler
enligt féljande: x’, x”, X, X osv. Vi kommer att skriva formler i infixform och behdver da
parenteser. Valjer man att skriva formler i postfix-, eller prefixform, skulle man klara sig utan
parenteser. Aven kommatecknet ar till for att formler skall vara mer lasbara. Ovan har vi
konstaterat att exempelvis {=, -} ar en fullstandig konnektivmangd, och vi skulle alltsa
kunna klara oss med dessa tva konnektiver. Existenskvantifikatorn kan definieras med hjalp

av allkvantifikatorn, eftersom
D(d) = —||:| X—|¢

for varje formel ¢. For identitet galler slutligen att det ar en tvastallig relation, och den skulle
darfor kunna inféras med hjalp av en ickelogisk predikatsymbol.

Vad géller de ickelogiska symbolerna, kan man inféra motsvarande rationaliseringar.
Konstanterna ar tankta att vara namn pa individer, predikatsymbolerna pa predikat
(egenskaper och relationer) och funktionssymbolerna ar tankta att vara namn pa funktioner.

Det ar opraktiskt att slaviskt folja den formella strukturen vi givit ovan. Bara vi kommer ihag, i
situationer nar vi vill genomfora nagon form av bevisning om ett predikatlogiskt sprak, att det
formella spraket innehéaller de givha symbolerna, sa kan vi vara lite flexibla nar vi skriver
formler for att genom lampligt val av symboler underlatta Iasning av formler. Vi kommer t ex
att anvanda oss av variabelsymbolerna x, y, z trots att dessa formellt inte ingar i nagot
predikatlogiskt sprak. Pa motsvarande satt kommer vi att anvanda andra symboler én de
ovan givna for individer, predikat och funktioner. Vi utelamnar ocksa index och stallighet om
ingen oklarhet uppstar pa sa satt.

Innan vi formulerar definitioner av valbildade formler etc, ger vi férst nagra exempel pa
predikatlogiska sprak. Av pedagogiska skal ger vi i exemplen ocksa en tankt tolkning av
spraket, dvs vi ger en struktur eller "varld”, som spraket ar tankt att kunna beskriva (vissa
egenheter hos).

Exempel 1: Vilater Ly ={ci, P, f, f2, f2}. S& hér skulle spréket vi avser konstruera

formellt kunna beskrivas, men de formler vi da skulle teckna &r médosamma att
lasa. Vi later i stallet spraket vara givet genom L, = {c, P%, S', 2, g%}, dar ¢ ar
en konstant, P ar en tvastallig predikatsymbol, S &r en enstallig
funktionssymbol och f respektive g ar tvastalliga funktionssymboler.
Observera att vi maste ange vilken typ av symbol respektive symbol ar,
eftersom vi frangatt konventionerna som var givna ovan. Eftersom inga
missforstand kan uppsta, om vi utelamnar stallighetsangivelsen, sa gor vi sa. L,
(L) artankt att vara ett sprak i vilket aritmetiska pastaenden kan uttryckas.

Symbol Tankt tolkning
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c Talet noll

P Relationen &r mindre an

S Efterfoljarfunktionen, dvs S(x) = x + 1
f Additionsfunktionen

g Multiplikationsfunktionen
Aritrnetikens sprak Aritrnetikens varld

d’—'_'_‘_'_'_ﬂ_'_'_\_\_\_\_\_—_\_—_‘—\—\_
] =0
= | — T Efterftjjarfunktionen

FI
s Y
f— | — =

Pilarna illustrerar den tankta tolkningen. | detta sprak kan vi bilda formler som

Formel Tankt tolkning
f(S(c). S(S(c))) = S(S(S(c))) 1+2=3
=g(c, S(c)) =c 0o0=z0

P(c, S(c)) 0<1

g(x1, X2) = g(X2, X1) X4 Xy =X, [Xy
[x4(g(x1, X1) = S(c)) [Kq(X4 xq =1)

Ovanstaende sprak, aritmetikens sprak, ar ett av de viktigaste i matematisk logik. Ett annat
viktigt sprak ar mangdteorins.

Exempel 2: Vi later L; ={P?%, dar P &r en tvastallig predikatsymbol, och har den tankta

tolkningen [.

Ex pa formleri Lj Tankt tolkning
P(x1, X2) X1 O Xz

X4 Ox2= P(x2, X4) xOy y O x

Exempel 3: Vilater L, = {cy, ¢, P!, R%}
| detta exempel har vi en tankt doman, dvs en "varld” som innehaller en
uppsattning individer. Variabler och konstanter ar ténkta att peka ut element i
denna doman. Vi betecknar domanen med M och definierar

M = {x : x ar tillsvidaranstalld vid INV vid HIS}

De ickelogiska symbolerna ar tankta att ha féljande tolkning:

C1 Jorgen,
(o Mikael,
P(x) x ar matematiker,

R(x, y) x arsnallare an vy.
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Ex pa formleri L4 Tankt tolkning

(XR(x, ¢1) Nagon ar snallare an Jorgen
Ox(P(x) - (R(cy, x) Oeq =x)) 29997

Vi har ovan anvant var intuition om hur valbildade formler i ett predikatlogiskt sprak ser ut,
men vi skall nu se till att denna brist atgardas. Sjalva definitionen sker i tre steg, och vi
definierar forst term, dar termer ar tankta att peka ut individer i en doman, darefter atoméra
formler, som kan saga att tva termer ar lika eller att ett predikat (egenskap eller relation)
tillkommer en eller flera termer, och slutligen vélbildad formel.

Definition 1: Definition av term.

(i) X1, X2, ... ar termer, dvs alla variabler ar termer,

(i) Cq, Cy, ... ar termer, dvs alla konstanter ar termer,

(iii) Om f ar en n-stallig funktionssymbol och, t;, t,, ... , t, ar termer,
sa arf(ty, tp, ... , t,) enterm.

Definition 2: Definition av atomér formel.

(i) Om t; och t, artvatermer, saar t; =t, en atoméar formel,

(i) Om P ar en n-stéllig predikatsymbol, och t;, t5, ... , t, ar termer,
sa arP(ty, tp, ..., t,) en atomar formel.

(iii) O ar en atomar formel.

Definition 3: Definition av vélbildad formel (vbf).

(i) Alla atomara formler ar valbildade formler,

(i) Om ¢ ar en valbildad formel, s& ar -¢ en valbildad formel,

(iii) Om ¢ och y ar valbildade formler, sa ar (¢ Oy), (¢ O),
(6 - W) och (¢ -~ W) valbildade formler,

(iv) Om ¢ aren valbildad formel och v en variabel, s ar ¢ och
Ov¢ valbildade formler.

Definitionerna 1 och 3 ovan ar rekursiva (induktiva) dar punkterna (i) och (ii) i definition 1 ar
grundsteg och punkten (i) i definition 3 ar grundsteg. Definitionerna ovan ar viktiga, eftersom

ovriga definitioner och bevis utgar fran dem. De anvands ocksa for att underséka om en
given formel ar valbildad eller €j.

Exempel 4: Undersok om ((P](c,) 0-P/(c,)) — Ox,P2(x,,c;)) &r en vélbildad formel.

Vi konstaterar att — ar huvudoperator i formeln, som da bestar av tva

delformler
(1) (P11(03) Ij_'F)11(C1)) och
(2) Ox P& (x4,¢3).

Formel (1) har huvudoperatorn O och bestar av delformlerna

3) Pi(c,) och
4) - F’11 (cq).
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Formel (3) innehaller inga kvantifikatorer eller konnektiver, och vi har darfor att
understka om den ar atomar. Den bestar av en enstallig predikatsymbol, och
har ett argument, och eftersom c; ar en konstant, sa ar argumentet en term
och darmed ar det klart att (3) ar atomar. Vad sedan galler (4), sa har den
huvudoperatorn - och bestar av delformeln P/(c,), som i sin tur &r atomar,
eftersom predikatsymbolen ar enstallig och konstanten ¢, ar en term. Det ar da
klart att (3) och (4) ar valbildade formler, och i och med detta, sa ar ocksa (1)
valbildad.

Formel (2) &r allkvantifierad, och innehaller delformeln PZ(x,,c;), som i sin tur

ar atomar, eftersom P52 ar en tvastallig predikatsymbol och x; respektive cs,

de tva argumenten, ar termer. Det ar da klart att (2) ar en valbildad formel, och
darmed att den givna formeln ar valbildad.

Analysen i exemplet ovan utférs enklast i ett trad i vilket den givna formeln ar rot och 6vriga
hérn sedan ar delformler. Léven innehaller da de atomara formlerna, som i sin tur analyseras
med hjalp av trad i vilket I6ven ar termer, som i sin tur analyseras i trad.

Vi avslutar med ytterligare lite terminologi.

Vi har inledningsvis bendmnt symbolerna [0 och O fér kvantifikatorer. Samma ord kommer
vi nu att anvanda aven for uttrycken Ov och [ dar v ar en variabel. Vid tveksamheter
kommer mangtydigheten att undvikas pa sa satt att vi anvander ordet kvantifikatorsymboler
om O och O

Definition 4: En kvantifikator ar en kvantifikatorsymbol féljd av en variabel.

Exempel 5: | ett formellt predikatlogiskt sprak ar féljande uttryck exempel pa kvantifikatorer
Ox7, Ox4, (X3 etc. Observera att [k, inte ar en kvantifikator, eftersom ¢, inte
ar en variabel. Vi kommer frekvent, fér att slippa anvanda index, att som tidigare
"fuska” och anvanda aven x, y och z som variabler, och vi kommer da att
uppfatta t ex [x etc som kvantifikatorer.

Definition 5: Med en kvantifikators rdckvidd i en formel ¢ menas kvantifikatorn sjalv
tilsammans med den kortaste delen av formeln som féljer efter kvantifikatorn
och som sjalv ar en valbildad formel.

Exempel 6: | nedanstdende tva formler ar respektive kvantifikators rackvidd understruken.

Ox(R(x, y) » P(x))

OxR(x, y) - P(x)

Definition 6: En variabel v ar bunden om den forekommer inom rackvidden av en
kvantifikator Ov eller Ov. En variabel v ar fri om den inte ar bunden.

Exempel 7: | formeln Ox(R(x, y) - P(x)), ar alla tre forekomsterna av x bundna medan
férekomsten av y ar fri. | formeln OxR(x, y) — P(x), ar de tva forsta
forekomsterna av x bundna, medan 6vriga variabelférekomster ar fria.

Definition 7: En sats (sluten formel) ar en valbildad formel som saknar fria variabler. En
formel som innehaller minst en fri variabel kallas 6ppen.
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Exempel 8: Bada formlerna i exempel 6 ovan ar 0ppna, eftersom y ar fri i bada formlerna.
Formeln i exempel 4 ar en sats eftersom samtliga variabelférekomster (den
enda variabeln ar x4) ar bundna.

Om ¢ ar en formel, sa indikerar vi med uttrycket ¢(v4, v, ..., v,) att de fria variablernai ¢
finns bland variablerna vy, vs, ..., v,. Observera att ¢ inte behéver innehalla alla dessa
variabler, eller ens nagon av dem. Normalt stravar vi efter att ange precis vilka variabler, om
nagra, som ar fria.

Formalisering i predikatlogik

Nar man formaliserar en spraklig sats i predikatlogik, sa forséker man uppvisa sa noggrant
som mojligt den predikatlogiska struktur satsen i fraga har. Vi har, vid vara studier av
formalisering i satslogik, diskuterat tva formaliseringsstrategier. Strategierna benamndes top
down (uppifran och ner) respektive bottom up (nerifrdn och upp). Vid anvandning av top-
down-strategin lokaliseras forst huvudoperationen i satsen, och darmed de delsatser pa
vilken huvudoperationen verkar. Proceduren upprepas sedan pa delsatserna. Vid
anvandning av bottom-up-strategin lokaliseras férst de atomara formler satsen ar uppbyggd
av varefter den givna satsens logiska struktur uppvisas sa troget som majligt. Ofta ar det
[Bmpligt att anvanda en blandning av de tva strategierna. Man bérjar lampligen med top-
down-strategin for att byta till bottom-up-strategin nar de atomara formler som bygger upp
satsen ar enkelt urskiljbara.

Utbver de problem vi ventilerat vid satslogisk formalisering, maste vi nu aven kunna hantera
kvantifikatorer i naturliga sprak, och vi utgar darvid fran féljande fyra huvudtyper av satser
som vi illustrerar med exempel.

Satstyp 1.  Alla matematiker ar snalla.

Detta ar en generell sats som utsager att alla individer som har en viss
egenskap har en annan egenskap. Satsen utsager foljande:

For varje individ x galler att om x ar en matematiker, sa ar x snall.

Satsen sager alltsa att mangden matematiker ar en delméangd till mangden
snalla varelser. Detta kan illustreras i ett venndiagram enligt foljande.

Har betecknar symbolen 00 imangden M-S att M-S =[.

Later vi M(x) sta for x ar en matematiker, och S(x) fér x ar snall, sa far vi
féljande formalisering

Ox(M(x) — S(x)).

Observera att allkvantifikatorn ar associerad med en (materiell) implikation.
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Nagra matematiker ar snalla.
Detta ar en existenssats och den utsager féljande:
Det finns en individ x s&dan att x ar bade matematiker och x &r snall.

Satsen sager att mangden matematiker och mangden snalla varelser inte ar
tom. Detta kan vi illustrera i ett venndiagram enligt féljande.

Krysset betecknar att M n S # [J, det vill sdga att det finns minst en individ i
mangden M n S. Detta svarar da mot att minst en individ har bade egenskapen
att vara matematiker och att vara snall. Anvander vi samma beteckningar som
ovan far vi

x(M(x) O S(x)).

Observera att existenskvantifikatorn ar associerad med konjunktionen.
Nagra matematiker ar inte snalla.

Denna sats utsager foljande:

Det finns en individ x sadan att x &r bade matematiker och x &rinte snall,
dvs det finns matematiker, som inte ar snalla.

Satsen sager att snittet av mangden matematiker och mangden ickesnalla
varelser inte ar tom. Detta kan vi illustrera i ett venndiagram enligt féljande.

Formalisering med beteckningar enligt ovan blir
X(M(x) O=S(x)).

Observera att denna formel ar logiskt ekvivalent med -O0x(M(x) - S(x)). Detta
kan visas med tekniker som presenteras senare. Resultatet ar naturligt
eftersom satserna “Alla matematiker ar snalla.” respektive "Nagra
matematiker ar inte snalla.” ar varandras kontradiktoriska motsatser, dvs
satserna har olika sanningsvarde. Detta framgar ocksa i diagrammen déar det
ena diagrammet illustrerar pastaendet att en mangd &r tom, och det andra att
samma mangd inte ar tom.
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Satstyp 4. Inga matematiker ar snalla.

Denna sats utsager foljande:

For varje individ x galler att om x ar en matematiker, sa ar x inte snall.

En alternativ formulering ar féljande: Det ar inte sa att det finns nagon individ x
sadan att x bade ar matematiker och x ar snall.

Satsen sager alltsa att snittet av mangden matematiker och mangden snalla
varelser ar tom, dvs att mangderna ar disjunkta. Detta illustrerar vi i ett
venndiagram enligt nedan.

Med beteckningarna ovan far vi

=Ox(M(x) O S(x)),
eller Ox(M(x) - =S(x)).

De bada formlerna ar logiskt ekvivalenta. Tank ocksa pa att det logiskt sett inte
ar nagon skillnad pa singularform och pluralform hos satsen. Vi skulle fa exakt
samma formaliseringar, om vi betraktade satsen "Ingen matematiker ar snall.”.
Observera aven att satserna "Nagra matematiker ar snalla.” och ”Inga
matematiker ar snalla.” ar kontradiktoriskt motsatta.

Satstyperna kallas med klassisk terminologi A, |, E respektive O-satser. Motsatsen mellan
satstyperna 1 och 4 kallas kontrédr. Bada satserna kan vara falska men bada kan inte vara
sanna. Vad galler satstyperna 2 och 3, sa kan bada satserna vara sanna, men inte bada
falska. Denna motsats kallas subkontrér.

| de formaliseringsexempel som presenteras nedan anvands top-down-strategin till dess de
atomara formler som bygger upp satsen kan urskiljas. Notera att det ar satser vi formaliserar.
Den resulterande formeln skall vara en sats, dvs den far inte innehalla nagra fria variabler.
Studera exemplen nedan valdigt noga. | exemplen finns ocksa ett antal kommentarer om
problem associerade med de satser som skall formaliseras.
Exempel 9: Formalisera satsen Alla programmerare ar vanliga manniskor.
Losning: Denna sats ar allkvantifierad, och ar av satstyp 1. Vi far da
Ox(x ar programmerare — x ar en vanlig manniska).
Har ar frasen i forsatsen atomar, och vi ersatter den med P(x). Frasen i
eftersatsen kan analyseras vidare. Den sager att x har de tva egenskaperna

att vara vanlig och att vara manniska, och vi far da

Ox(P(x) — x arvanlig Ox ar en manniska).



Exempel 10:

L&sning:

Exempel 11:

Ldsning:
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Delfraserna i eftersatsen ar atomara, och ersatts med V(x) respektive M(x).
Den slutgiltiga formeln som representerar den givna satsen blir

Ox(P(x) - V(x) OM(x)),
dar betydelsen av predikatsymbolerna ar de ovan givna.
Formalisera Minst en programmerare ar flintskallig.
Detta ar ett exempel pa en existenssats. Vi far som for satstyp 2

[X(x ar programmerare O x ar flintskallig).

Bada delfraserna ar atomara, och vi ersatter dem med P(x) respektive F(x).
Detta ger

X(P(x) OF(x)),
och darmed ar satsen formaliserad.
Formalisera Det finns inget storsta naturligt tal.
Denna sats kan uppfattas som en negation, och lases da

Det ar inte sa att det finns ett storsta naturligt tal, dvs
= (det finns ett storsta naturligt tal).

Alternativt kan vi lasa den som en generell sats, och far

For alla naturliga tal finns ett stérre naturligt tal, som ger
Ox(x ar ett naturligt tal - finns ett naturligt tal som ar storre an x).

Vi valjer den forsta skrivningen, och har att konstatera att satsen inuti
parentesen ar en existenssats, varfor vi far

=[x(x ar ett naturligt tal Ox ar storre an eller lika med alla naturliga tal).

Har ar den forsta konjunktens delfras atomar, och vi ersatter den med N(x).
Delfrasen i den andra konjunkten ar generell, och vi far har

=Ox(N(x) O Oy(y ar ett naturligt tal - x ar storre an eller lika med y)).

Den slutgiltiga formaliseringen blir, dar vi anvander = i sin vanliga matematiska
betydelse,

=Ox(N(x) OOy(N(y) - x2y)).
Valjer vi den andra lasningen far vi
Ox(N(x) — Cy(N(y) Oy > x)).

Forsok genomféra analysen sjalv i detta fall. Dessa tva formler kan, som sig
boér, visas vara predikatlogiskt ekvivalenta
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Det senaste exemplet ar mer komplicerat an de tva tidigare, och detta beror framfér allt pa
att satsen innehaller tva kvantifikatorer. Det &r inte heller alltid fallet att alla kvantifikatorer ar
val synliga. Sa ar fallet i exempel 11. Observera ocksa igen att i samtliga exempel ovan ar
allkvantifikatorn associerad med implikationen, och existenskvantifikatorn med
konjunktionen. Detta ar ingen tillfallighet.

Exempel 12: Formalisera Det finns ett minsta naturligt tal.
Ldsning: Satsen ar en existenssats, och darmed har vi
x(x ar ett naturligt tal Ox &ar det minsta naturliga talet).

Den forsta delfrasen ar som i exemplet ovan atomar, och vi anvander samma
beteckning har. Frasen i den andra konjunkten ar inte atomar. Den ar en
generell sats, och kan skrivas enligt foljande

X(N(x) OOy(y ar ett naturligt tal — y storre an eller lika med x)).

Detta ger

(X(N(x) O OY(N(y) ~ y 2x)).

| detta exempel kan vi tdnka oss att det, liksom i foregaende, finns en oklarhet.
Denna galler huruvida ordet "ett” i satsen ar obestamd artikel eller réakneord.
Med tanke pa var kunskap om de naturliga talens struktur, ar det i det har
exemplet rimligt att uppfatta "ett” som rakneord. Vi vet ju att det finns exakt ett
minsta naturligt tal, namligen talet noll. | féregaende exempel ar det rimligt att
uppfatta "en” som obestamd artikel, eftersom det ju for varje naturligt tal finns till
och med oandligt manga naturliga tal som ar storre an det givna talet. Antar vi
att = anvands i sin vanliga matematiska betydelse, ligger denna innebérd
emellertid i symboliken, eftersom = ar en linjar (total) ordning pa de naturliga
talen (se t ex Rosen, definition 3, kap 6.6). Observera emellertid att vi inte kan
ersatta = med >, eftersom den sats vi da far ar falsk under férutsattning att
den handlar om “riktiga naturliga tal” vad det nu ar. Vi kan dock skriva enligt
foljande

X(N(x) OOy(N(y) Oy #x - y > Xx)).
Vi diskuterar i exemplen 21 till 26 hur man kan formalisera antal i predikatlogik.
Exempel 13: Formalisera satsen En flicka ar en flicka.

Ldsning: Detta ar ett exempel pa en generell sats trots att ingen allkvantifikator "syns”.
Den uttalar sig om en egenskap som alla flickor har, dvs den sager att alla
flickor ar flickor, och kan formaliseras

Ox(F(x) - F(x))

dar F(x) starfor x ar en flicka. Har kan man fundera 6ver om de bada
forekomsterna av ordet "flicka” verkligen betyder samma sak. Goér de det?
Forsok tanka ut en situation dar nagon pastar detta och verkligen avser saga
nagot med frasen. Som den ar formaliserad ovan sager den ju inget, eftersom
den ar en logisk sanning.

Exempel 14: Formalisera Ingen programmerare kan alla sprak.
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Lésning: Denna sats kan, likt den i exempel 11, uppfattas pa tva satt. Vi valjer har att
uppfatta den som en generell sats, och far
Ox(x ar en programmerare — x kan inte alla sprak).
Eftersatsen uppfattar vi som en existenssats och skriver
Ox(P(x) — Oy(y ar ett sprak Ox kan inte y)),

dar P(x) star fér x ar programmerare. Slutligen konstaterar vi att den andra
konjunkten ar en negation, och vi far

Ox(P(x) — Dy(S(y) O=K(x, y))),

dar S(y) betecknar y ar ett sprak, och K(x,y) starfér x kan vy.
Forsok sjalv analysera exemplet da satsen uppfattas som en negation.

Exempel 15: Formalisera satsen Primtal stérre &n tva ar udda.
Ldésning: Satsen ar generell, och kan skrivas
Ox(x ar ett primtal stérre &n tva — x ar udda).
Forsatsen ar en konjunktion, eftersatsen ar atomar och vi far
Ox(x ar ett primtal Ox stérre an tvd — x ar udda).

Anvander vi beteckningarna

2 konstant som betecknar talet tva
P(x) X ar ett primtal,
X>y X arstorre an y

U(x) x arudda
far vi féljande formalisering
Ox(P(x) Ox > 2 - U(x)).
Exempel 16: Formalisera satsen Alla som kénner Pal ar kanda av Per.
Lésning: Satsen ar generell, och i ett forsta steg, sa far vi
Ox(x kanner Pal - x ar kand av Per).

Vi observerar att y ar kdnd av x ar passiv form av x kadnner y, och later
K(x, y) sta for x kanner y. Detta ger

Ox(K(x, Pal) - K(Per, x)).

Notera ordningen mellan argumenten i respektive predikat. Till sist later vi
konstanten ¢4 beteckna individen Pal, och c, individen Per. Vi far

Ox(K(X, ¢1) — K(C, X)).
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Vi fortsatter med nagra exempel som pavisar vikten med att skriva kvantifikatorer i korrekt

ordning.

Exempel 17:

Ldésning:

Exempel 18:

Ldsning:

Exempel 19:

Formalisera a/ Alla alskar nagon,
b/ Nagon alskar alla.

Vi underforstar forst att kvantifikationen sker 6ver méngden av alla ménniskor,
och later A(x,y) sta for x alskar y. Vifar da

al OxCyA(x, y), respektive

b/ XOyA(x, ).

De bada satserna har uppenbart valdigt olika betydelser, dar situationen for
denne nagoni b ar, sa att sdga, en aning mer anstrangd an for individerna i
exempel a. De tva formlerna som avbildar respektive sats logiska struktur har
ocksa helt olika innebord, vilket vi skall kunna visa langre fram i framstaliningen.
Vill vi sedan att kvantifikatoromradet skall framga vilket normalt ar det
vettigaste, sa blir formaliseringen nagot mer omstandlig. Om vi exempelvis
antar att x och y varierar 6ver mangden manniskor, och vi vill att detta skall
framga i formeln, kan vi lata M(x) sta for x ar manniska, och vi far

al Ox(M(x) - Oy(M(y) DA(X, y))), respektive
b/ X(M(x) O Oy(M(y) - A(X, y).

Vilken formalisering som ar lamplig beror pa vilket syfte man har med
formaliseringen, men den senare ar normalt att foredra.

Formalisera satsen Alla manniskor tycker om nagon (manniska).
Satsen ar generell, och vi far i forsta steget
Ox(x ar en manniska — x tycker om nagon).

Eftersatsen kan skrivas om pa passiv form for att vi tydligt ska kunna se att den
ar en existenssats. Vi far, med M(x) fér x ar en manniska

Ox(M(x) - nagon ar omtyckt av x).
Detta i sin tur ger

Ox(M(x) - Oy(M(y) Oy ar omtyckt av x).
Vaxlar vi sa tillbaks till aktiv form sé far vi

Ox(M(x) - Oy(M(y) Ox tycker om ),
som med T(x,y) for x tyckerom y ger oss

Ox(M(x) - Cy(M(y) OT(x, y)))-

Observera att det inte pa nagot satt ar nédvandigt att géra dessa vaxlingar
mellan aktiv och passiv form, om man inte tycker att det klargér nagot.

Formalisera Nagon manniska tycker om alla.
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Lésning: Satsen i detta exempel innehaller samma predikat som satsen i exemplet ovan,
och vi anvander darfor samma beteckningar. Vi konstaterar att satsen ar en
existenssats och genomfor inte resonemanget sa omstandigt som ovan. Vi far i
tur och ordning

X(M(x) Ox tycker om alla),

x(M(x) O Oy(M(y) - x tycker om vy)),

X(M(x) O Oy(M(y) - T(x, y)))-
Exempel 20: Formalisera Ingen manniska tycker om nagon.
Lésning: Vi uppfattar satsen som en negation och far da

= (nagon manniska tycker om nagon)

Satsen inom parentesen ar en existenssats, och vi far successivt med
beteckningar som ovan

=[Ox(M(x) Ox tycker om nagon)
=Ox(M(x) O Oy(M(y) Ox tycker om y)
=0x(M(x) O Cy(M(y) O T(x, y))

| predikatlogik kan vi formalisera antal, det vill sdga att si och sa manga har en viss
egenskap. Vi illustrerar tekniken med en svit av exempel.

Exempel 21: Formalisera Det finns (minst) en jultomte.
Satsen ar en existenssats, och med J(x) fér x &r en jultomte, erhéaller vi
XJ(x).

| denna sats uttrycks inte antal. Den utsager endast att det finns minst en
individ med namnda egenskap. Jamfér med satsen

Det finns (exakt) en jultomte.

Denna sats sager att det finns ett visst antal jultomtar, ndmligen en. En mdjlig
formaliseringsidé for uttrycka detta ar att skriva om satsen pa féljande satt

Det finns (minst) en jultomte, och for varje individ som ar en jultomte,
galler att denne ar identisk med den férsthamnde.

Med denna omskrivning, far vi féljande
X(J(x) O varje jultomte ar identisk med x)

(x(J(x) O Oy(J(y) -y =x)).
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| satser av den typ som diskuteras i ovanstdende exempel finns samma tvetydighet som
namndes i samband med exempel 12, namligen att ordet "en” ar mangtydigt. Ordet kan dels
vara obestamd artikel, dels rakneord. | exemplet ovan ar den avsedda betydelsen tydliggjord
med fraserna "minst en” respektive "exakt en”. Motsvarande problem finns egentligen aven i
exemplen nedan. Det &r svart att exempelvis havda att det ar falskt att pasta att det star tva
kor i hagen, om det ar sa att det t ex finns 17 kor i hagen.

Exempel 22:

Losning:

Exempel 23:

Ldsning:

Exempel 24:

Losning:

Exempel 25:

Formalisera Det finns minst tva jultomtar.
Satsen uttalar sig om existensen av minst tva individer som har egenskapen att

vara jultomte. Detta kan uttryckas pa foéljande satt med beteckningar som i
exemplet ovan.

XOy(J(x) OJ(y) Ox 2 y)
dar den sista konjunkten ar ndédvandig for att garantera att det finns minst tva
individer som har egenskapen att vara jultomte. Hade vi inte haft denna
konjunkt med i formeln hade variablerna x och y kunnat peka ut samma
individ.
Betrakta sedan satsen

Det finns (exakt) tva jultomtar.
Denna sats utsager att det finns minst tva jultomtar och allt som har
jultomteegenskapen ar identisk med nagon av tva individer med denna
egenskap. Detta kan formaliseras

Xy(J(x) OJ(y) Ox £y O00z(J(z) - z=xTOz=Yy)).
Formalisera satsen Det finns hogst en jultomte.
Denna sats ar liktydig med satsen

Det finns ingen jultomte eller det finns (exakt) en jultomte,
och denna sats kan formaliseras

=OxJ(x) O x(J(x) O y(d(y) - y =x)).
Formalisera satsen Det finns hogst tva jultomtar.

Vi skriver om satsen och far den likabetydande satsen

Det finns ingen jultomte eller det finns exakt en jultomte eller det finns
exakt tva jultomtar.

Exempel 22 och 23 kombineras sedan och ger formaliseringen

=OxJ(x) O X(J(x) OOy(Jd(y) - y=x)) OXOy(J(x) OJ(y) Ox £y O
O0z(J(z) - z=xUz=Yy)).

Formalisera satsen Det finns minst tre jultomtar.
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| detta fall far vi formeln
ky2(J(x) OJ(y) OJ(z) Ox £y Ox £z Oy # z).

Observera att vi maste ha tre negerade identiteter for att garantera tre olika
element med egenskapen att vara jultomte.

Analogt med ovan kan vi sedan formalisera exempelvis satser som Det finns exakt tre
jultomtar, Det finns hogst 17 sardinburkar osv.

Vi avslutar med ett exempel dar antalsformaliseringen finns inuti en mer komplicerad sats.

Exempel 26: Formalisera satsen Alla manniskor har exakt en mor.

Losning:

Satsen ar generell, och vi far férst med M(x) for x ar en manniska
Ox(M(x) - x har exakt en mor).

Vilater R(x,y) sta for x ar mortill y, och far féljande, eftersom konsekvensen
ar en existenssats

Ox(M(x) - Oy(R(y, x) dy ar unik)).
Ox(M(x) - y(R(y, x) D0z(R(z, x) - y = 2))).

Den avslutande allkvantifierade delformeln sager att varje individ som ar mor ill
x ar identisk med .

Den ovan givna formaliseringen ar i manga sammanhang ofullstéandig, eftersom
kvantifikatoromradet fér y och z inte framgar. Man kan tanka sig att det &r
viktigt att det framkommer i formaliseringen att de individer som y och z far
peka ut ar manniskor. | sa fall bér formaliseringen vara

Ox(M(x) ~ By(M(y) OR(y, x) 0 0z(M(z) OR(z, x) - y = 2))).

| férsta ordningens predikatlogik finns tva kvantifikatorer, men naturligt sprak innehéaller
manga fler typer av kvantifikatorer an minst en och alla. En i matematik vanligen
féorekommande kvantifikator ar det finns oéndligt manga. Vi sag ovan att vi kunde formalisera
antal i predikatlogik, men det ar omdjligt att i predikatlogik formalisera denna kvantifikator.
Visserligen kan vi inféra en symbol fér denna kvantifikator, och vanligen anvands da [, men
da lamnar vi predikatlogikens omrade, och det finns ett antal viktiga teorem som galler for
predikatlogik, men inte for en dylik extension av predikatlogiken. Observera emellertid att vi
kan formalisera satsen

For varje naturligt tal, finns ett storre naturligt tal

aven om vi inte kan formalisera

Det finns oandligt manga naturliga tal

inom predikatlogiken.



- 66 -

Om definition av tolkning och sanning i predikatlogik.

Att definiera begreppet sanning i predikatlogik ar ett vanskligt foretag. Den forsta lyckade
sanningsdefinitionen formulerades i bérjan av 30-talet av den polske logikern Alfred Tarski.
Idén ar egentligen enkel, den féljer tankegangen i exempel 1:3. Idén gar under namnet
korrespondensteorin fér sanning, som finns formulerad redan hos Aristoteles. Den gar ut pa
att en sats ar sann om och endast om det i verkligheten ar just sa som satsen utsager. Sa ar
till exempel satsen "Manen ar en ost.” sann om och endast om manen ar en ost. Eftersom
vi vet att detta inte ar fallet sa vet vi ocksa att satsen ar falsk. Las garna det som star i
inledningen om semantik innan du Iaser nedanstaende, och forsék komma ihag att idén
egentligen ar enkel, men det ar komplicerat att formulera denna idé precist.

Strukturer

Lat L vara ett predikatlogiskt sprak. En tolkning (interpretation) av L ar en hopparning av
de ickelogiska symbolernai L med lampliga entiteter i en mangd M.

Definition 8: En modell (struktur) M fér ett predikatlogiskt sprak L &r ett ordnat par
M= (M, T) sadant att

(i) M#£0, modellens domén.

(i) T aren (tolknings)funktion sadan att
(@) T(c) OM, om c arenindividkonstanti L,
(b) T(P)OM", om P ar en n-stallig predikatsymbol i L
(c) T(f) ar en funktion fran M" till M, om f &r en n-stallig
funktionssymbol i L.

Funktionen T kan utlasas "tolkningen av ...".

Om M ar en struktur (modell) fér ett sprak L, sager viatt M ar en L-struktur.
Det sprak for vilket M ar en modell betecknar vi L(M).

Vi skriver ofta c¥ i stallet for T(c), P¥ i stallet for T(P) och ! istéllet for T(f). Observera
att tolkningen av en individkonstant ar ett element i mangden M, att tolkningen av en
n-stallig predikatsymbol ar en n-stallig relation pa M och att tolkningen av en n-stéllig
funktionssymbol ar en funktion fran M" till M. Med tolkningsfunktionen anges betydelsen av
en symbol, dvs vad symbolen "pekar ut” i "varlden”. Om spraket L innehaller fa symboler
anges ofta strukturen med doman och tolkning av respektive symbol enligt féljande exempel.

Om L = {P? c}, s& skriver vi strukturen M = (M, PY, c¥).

En term ar sluten om den inte innehaller nagra variabelférekomster. | definitionen nedan
visas hur slutna termer t skall tolkas.

Definition 9: Om t &r en individkonstant c, s& galler enligt ovan att t* = c¥,

Om t ar f(ty, ..., t,), dar f aren n-stallig funktionssymbol och t,, ... , t, ar
slutna termer i L, later vi f(ty, ..., t.)¥ = MY, ..., t.1).

Exempel 27: Lat L = 0, dvs spraket saknar ickelogiska symboler. Da duger varje val av
struktur, t ex My = {Anna, Pia}, M, = {0, 7, 3}, M3 = R = {reella tal} osv.

Exempel 28: Lat L ={P"}, dvs L innehaller en enstallig predikatsymbol. En méjlig struktur ar
da M={a, b, c}, P={a, c}, dvs P¥ O M. Strukturen kan d& skrivas
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M = ({a, b, c}, {a, c}), och den kan illustreras med f6ljande diagram.

b
)
Exempel 29: Lat L = {c, P?, R"}. En méjlig struktur for detta sprak ar M = {0, 1, 2, 3},
T(c) =2, T(R) ={0, 2}, T(P) ={(1, 2), (2, 3)}. Observera att P &r en tvastallig
predikatsymbol. Aven denna struktur kan illustreras med ett diagram, i vilket

enstalliga relationer illustreras som i exempel 28, medan tvastalliga relationer
illustreras med digrafer.

b
0T

=k

1

Exempel 30: Aritmetikens sprak

Lat L={c, R? f,g% h'},ochlat M=N={0, 1, 2, 3, ..}.
Vi definierar T enligt féljande:

T(c)=c¥"=0 (talet noll),

=<  (den vanliga ordningsrelationen),

+ (den tvastalliga vanliga additionsfunktionen),

=0 (den tvastalliga vanliga multiplikationsfunktionen) och
=8 (efterfoljarfunktionen, som definieras av S(x) = x + 1).

Med detta ar t ex f(c, h(g(c, h(c)))) en term med tolkningen
(e, h¥(gH(cY, h*(cM)))) = +(0, S(I0, $(0)))) = 0 + S(O ).

Nar den tankta tolkningen, som har, ar ett sprak for aritmetiken, anvander vi garna de vanliga
symbolerna dar vi markerar med ett streck under symbolen att den hor till ett sprak. Vi skriver
Det ar viktig?a?t komma ihag att symbolernai L’ ovan egentligen hor till spraket och att vi
markerat en avsedd tolkning. Det finns namligen modeller, strukturer, till spraket dar
symbolerna har en helt annan betydelse.

Exempel 31: Mangdteorins sprak

Lat L ={R%, och lat M ={x: x &r en mangd}. T definieras enligt T(R) = .

Vi kan nu skriva formler som R(x4, Xz) och [X{0x,=R(Xz, X1) med den avsedda
tolkningen x4 O X, respektive [X{0xa(x2 O x4) dar x; och x, antar varden i
M, det vill sdga x; och x, ar mangder.

Jag kommer som tidigare da och da franga konventionen att som variabelsymboler enbart
anvanda x4, Xo, X3, ... etc, och kommer ofta, for att slippa skriva indicerade variabler, att
anvanda x,y och z istallet.

Det senaste exemplet visar pa ett problem. Vad menas med T(xq) = x4? Klart &r att x; ar
en term, och darfér bor peka ut en individ (ett element) i doméanen M. Rimligt ar att x;
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pekar ut ett godtyckligt element, ett element vilket som helst. Da maste vi ha en teknik vilken
gor det mojligt for oss att tala om element i en doman. For att pa ett enkelt satt kunna gora
detta, sa expanderar vi vart sprak L (eller var struktur M = (M, T)) sa att varje elementi M
far ett namn. Vi skapar en namnfullstdndig expansion av L (av M). Detta sprak betecknas
med Ly. Formellt har vi féljande definition.

Definition 10: En L-struktur M &r namnfullstdndig, om det for varje individ a 0O M finns en

konstantsymbol ¢ O L saatt c®=a.

Vi kommer ofta att anvanda beteckningen c, fér den konstantsymbol som &r namn pa
individen a, dvs ¢, = a.

Definition 11: Lat M = (M, T) vara en L-struktur, och lat M’ = (M’, T’) vara en L’-struktur.
Da ar M (L) en namnfullstdndig expansionav M (L) om foljande galler:

(i) L OL’, och elementeni L’ -L arindividkonstanter,
(i) M =M,

(iii) T sammanfaller med T paelementeni L och
(iv) M’ ar namnfullstandig.

av M, dar M=N=1{0, 1,2, 3, ...}.

Sanningsbegreppet

Vi ska nu definiera vad det innebéar att en sats i det namnfullstandiga spraket Ly ar sanni
en modell (struktur) M. Definitionen ar rekursiv och féljer definitionen av valbildad formel. Vi
anvander beteckningen M |=¢, som vi utldser "satsen ¢ ar sann i strukturen M.

Definition 12: En sats ¢ arsanni M= (M, T) dar M &r en modell fér det namnfullstandiga
spraket L definieras enligt féljande:

(1) Atomaéra satser

Lat t4, ..., t, vara variabelfria termer (slutna termer) och I1at P vara en
n-stéllig predikatsymbol

(i) M |= t; =t, om och endastom tM = t,,
(ii) M |= P(t, ..., t,) om och endastom (t¥, ..., t;¥) O PX.
(iif) M |z O

Detta innebar att en sats som uttrycker en identitet mellan tva termer ar sann
om och endast om de tva termerna pekar ut samma individ i M. En sats som
uttrycker en relation mellan ett antal termer ar sann om och endast om de
individer som termerna betecknar star i relationen som P ar namn pa Htill
varandra, och O &r falsk i samtliga strukturer.
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(2) Molekylara satser

Lat ¢ och  vara satser.

(i) M |= -¢ om och endastom M | ¢,

(i) M |= ¢ O omochendastom M |= ¢ och M |= ¢,

(iii) M |= ¢ O om och endast om M = ¢ eller M |= 4,

(iv) M |= ¢ - ¢ omochendastom M | ¢ eller M | W,

(v) M |=¢ o ¢ omochendastombade M |=¢ och M |= @

ellerbadde M |2 ¢ ochM |£ y,
Ovanstaende svarar mot vad vi redan gjort i satslogik.

Lat ¢(v) vara en formel med hogst en fri variabel v.

(vi) M |= Ové(v) omoch endastom M |= ¢(c) for varje
individkonstant c i L,
(vii) M |= Ovd(v) om och endastom M |= ¢(c) fér nagon

individkonstant c i L
(observera att M ar namnfullstandig, varfor alla elementi M har namn).
Exempel 33: Lat Ly vara spraketi exempel 32, och 1at ¢ vara satsen [X(x [k = 4).

Det galler nu att M |= x(x [x =4) om och endast om

M |= c[t=4 fornagot ¢ 0Ly (eller vilket ar ekvivalent fér nagot c™ O M).
Uppenbart galler det att 2 (R =4, varfor M |= 2[R =4. Tank pa att T(2) =2
och att T(4) = 4.

O M |= Dk(x [x = 4)
For att definiera sanning i en godtycklig modell kan vi nu forfara pa féljande satt.

Definition 13: Lat L vara ett predikatlogiskt sprak och 1at M = (M, T) vara en L-struktur.
Da galler att satsen ¢ arsanni M, M |= ¢, om och endastom ¢ a&rsanni
nagon namnfullstindig expansion M’ av M.

Darmed skulle det vara klart att satsen [x(g(x, x) = S(S(S(S(O))))) ar sann aven i modellen i
exempel 30. Observera att vi i det spraket inte kan skriva [k(x [k = 4).

Det skulle nu kunna vara sa att ¢ far olika sanningsvarde i olika expansioner. Féljande
teorem sager emellertid att detta inte intraffar.

Teorem 1: Om M’ och M” ar olika namnfullstandiga expansioner av en struktur M for ett
sprak L, sa galler for alla satser ¢ ispraket L att M’ |= ¢ om och endast om
M |= ¢.

Vi behover aven kunna tala om godtyckliga formlers (alltsa inte bara satsers) eventuella

sanningsvarde. Vanliga formler i matematik ar ju t ex pa former som x +y =y + x. Vi infor

darfor féljande definition. Kom ihag att beteckningen (v, ..., v,) betyder att de fria

variablerna i formeln ¢ finns bland vy, ..., v,.



-70 -

Definition 14: Lat ¢(v4, ..., v4) vara en formel. Vi sager da att formeln ¢ arsanni M,

Exempel 34:

M |= ¢, omoch endastom M |= Ov40v, ... Ov,yd. Vi anvander allisa samma
beteckning som i definition 6.

Lat L vara aritmetikens sprak fran exempel 32, med den naturliga tolkningen
ochlat M= (N, T).

Dagalleratt M |= x+y = y+x, eftersom M |= OxOy(x+y = y+x) och
eftersom kommutativa lagen fér addition galler for de naturliga talen.

Definition 15: | strukturen M satisfieras formeln ¢(v) av elementet a O M, M |=¢[a], om

Exempel 35:

Exempel 36:

och endastom M’ [=¢(c.) for nagon namnfullstdndig expansion M’ av M.
| strukturen M satisfieras formeln ¢(v4, ..., vn) av sekvensen av element
as, az, ..., a, 0M, M |=¢[a4, @, ..., @], om och endast om

M |=¢(c,,,c,,, .-, C, ) fOr nédgon namnfullsténdig expansion M' av M.

Formeln ¢(v) ar satisfierbar om det finns nagon struktur M sadan att
M |=¢[a] for nagot a O M, och motsvarande for ¢(v4, ..., V).

Lat L ={P?, och lat M = (Z, <), dvs strukturens doman &r mangden av hela tal,
och tolkningen av P &r den vanliga relationen "mindre &n”. D& galler tex att M
|=P(x, y)[1, 3], eftersom 1 < 3.

Lat L ={cq, c2, R% P}, och lat M = {x: x &r anstélld pa INV vid HIS}.
Vi ger forst en tolkning av de ickelogiska symbolerna, dvs elementeni L.

oM = Jérgen

¢ = Stefan

RM = {(Stefan, Jérgen), (Jorgen, Mikael), (Stefan, Mikael)}

pM = {Hakan, Jan-Olav, Jorgen, Kerstin, Mikael, Stefan, Thomas}

Observera att spraket endast innehaller tva konstanter, varfér endast tva
personer kan ha namn i detta sprak. | en namnfullstandig expansion M’ av
spraket har emellertid alla anstallda pa institutionen ett namn. Vi har till
exempel att Cria = Pia, dar alltsa cpi, ar namn pa Pia och sa vidare.

Betrakta sedan féljande satser:

al R(ca, ¢4)

b/ R(C1, Cg)

c/ Ox(P(x) —» R(x, c4))
d/ X(P(x) OR(cy, X))

Ar dessa satser sanna i strukturen ovan?

al M |=R(cz ¢1) = (M c¥)ORY ~ (Stefan, Jérgen) O RY.
Att det sista pastaendet ar sant inses via en enkel inspektion av
innehallet i mangden RY. Da maste det galla att
M |= R(Cz, C1).

b/ M|=R(cy, ¢2) = (™, cMORY ~ (Joérgen, Stefan) O RY.
Eftersom (Jérgen, Stefan) O RY, s& maste
M [#R(cy, ¢2).
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c/ M |=Ox(P(x) - R(x, ¢1)) = M |=P(ca) - R(c,, cq) for alla
a O M i nagon namnfullstandig expansion M’ av M.
Nu galler det t ex att Kerstin 0 P® = PX, som ger att M’ |= P(Ckerstin)-
Dessutom géller att (Kerstin, Jérgen) 0 RY = R% som ger
M |¢ R(CKerstin, C1)- Darmed gé”er det att M |¢ P(CKerstin) - R(CKerstin, C1)-
Detta ger da att
M |#£ Ox(P(x) - R(x, c4)), varfor det enligt teorem 1 maste galla
att M |#DOx(P(x) - R(x, ¢1)).

d/ M |=X(P(x) OR(cp, X)) = M’ |=P(ca) OR(cy, ca) for nagot
a O M inagon namnfullstandig expansion M’ av M. Observera
nu att t ex Mikael O P¥ = PY och att (Stefan, Mikael) O RY = R¥,
Da galler alltsa att M’ |=P(Cuikael) 0 R(C2, Cmikael), Varfor
M’ |= X(P(x) OR(cy, X)), och darmed M |= [x(P(x) OR(cy, X)).

For att trana pa att anvanda vad vi kan kalla "konkreta” modeller, som i ovanstaende
exempel, rekommenderas boken "Tarski’s world” skriven av Barwise och Etchemendy. Till
denna bok hor ett datorprogram, som finns fér bdde PC och Mac, med hjalp av vilket man
kan trana modellhantering.

Da ar M namnfullstandig.
Det gélleratt M |=S(0)=1,ty S(0)=0+ 1 =1, och att

M |= xOyz(x [ + y [y = z ), eftersom ekvationen x> + y* = z* &r I6sbar, dvs
eftersom det finns tal som satisfierar ekvationen. Valjtex x = 3,y =4 och
z=25.

Formellt kan detta skrivas

M|=xDylz(x X +y [y =z [¥) -

M |=0y[z(ca [La + y [y =z [7) fornagot allM -

M |=C&(cy [a + ¢, [k, =z [Z) fornagot a 0OM ochnagot bOM

M |=ca [Ty + ¢y [Ty = ¢ [&, fOr ndgot a O M, nagot b 0 M och nagot ¢ 0 M.

=4 och c=5. Det géaller ju att
[b.

Valjdatex a

=3,b
M|=3[B+4[4=5

Predikatlogisk sanning

Definition 16: En sats ¢ ar (predikatlogiskt) sann om och endastom M |=¢ for alla

strukturer M. En sats ¢ ar (predikatlogiskt) falsk om och endastom M |#¢ for
alla strukturer M. En sats ar (predikatlogiskt) kontingent om den varken ar en
predikatlogisk sanning eller falskhet. Vi skriver |=¢ om ¢ ar en predikatlogisk
sanning. Om det framgér av sammanhanget att det ar just predikatlogisk
sanning etc som avses, brukar man stryka ordet "predikatlogisk”.

| kraft av definition 14 ser vi att definitionen med lamplig justering ar tillampbar aven pa
godtyckliga formler.
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Tre viktiga problemtyper

I Visa att |=¢ for en formel ¢.
Teknik: a/ Visa att det for godtyckligt M galler att M |=¢.
b/ Antag |#¢. Da finns en struktur M sa att M |# ¢. Harled
en motsagelse.

I Visa att |[#¢ for en formel ¢.
Teknik: Konstruera en struktur M sadan att M |# ¢.

i Visa att ¢ ar satisfierbar.
Teknik: Konstruera en struktur M sadan att M |=¢.

Observera att man inte, genom att exemplifiera med en modell i vilken en sats ar sann
(falsk), kan bevisa att en sats ar sann (falsk) i alla modeller.

Exempel 38a: Visa att |=[x(x = x).

Ldsning: Lat M vara en godtycklig modell. Eftersom satsen vi skall understka saknar
ickelogiska symboler, behoéver vi inte bry oss om funktionen T.
Lat sedan a vara ett godtyckligt element i strukturens doman M. Eftersom
a =a, samaste M’ |=c, =c, for nagon namnfullstdndig expansion M’ av M.
Eftersom a godtycklig, sa galler M’ |= Ox(x = x), och darmed att
M |=0Ox(x = x), vilket i sin tur ger att |=0x(x = x), eftersom M godtycklig.

Vi kan alltid valja att arbeta med en namnfullstandig struktur direkt, och inte som i exempel
38a ovan forst utga fran en struktur och darefter bilda en namnfullstéandig struktur, for att
slutligen ga tillbaka till den ursprungliga strukturen. Ett alternativt satt att presentera
resonemanget i exempel 38a ar att direkt forutsatta att strukturen ar namnfullstandig och
sedan anvanda begreppet satisfierbarhet, som vi har definierat med hjalp av
namnfullstandiga strukturer.

Exempel 38b: Visa att |=[x(x = x).

Ldsning: Lat M vara en godtycklig modell, som vi kan anta ar namnfullstéandig. Lat a
vara ett godtyckligt element i strukturens doman M. Eftersom a = a, sa maste
a satisfiera formeln x=x i M, dvs M |=x = x [a], och eftersom a godtyckligt,
galler det att M |=0Ox(x = x), vilket i sin tur ger att
|= Ox(x = x), eftersom M godtycklig.

Exempel 39: Visa att OxP(x) ar kontingent.

Ldsning: Vi har att konstruera tvd modeller. | den ena skall satsen vara falsk, i den andra
skall satsen vara sann (problemtyp Il och Il ovan). Vi férutsatter ett sprék som
innehaller predikatsymbolen P, och later foérst M, vara en namnfullstandig

struktur med M, = {a, b}, och pM = {a}. | denna struktur galler da att

My |# OxP(x), ty M |2 P(x)[b]. Lat sedan M, vara en namnfullstdndig struktur
med M, = {a}, och pMe = {a}. | denna struktur galler att M, |= OxP(x), ty varje
elementi M, satisfierar P(x). Vi har alltsa konstruerat en modell i vilken satsen
ar falsk och en i vilken den ar sann, och kan da dra slutsatsen att OxP(x) ar
predikatlogiskt kontingent.
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Exempel 40: Visa att |=Ox(P(x) - Q(x)) - (XP(x) - XQ(x)).

Ldésning:

Antag for motsagelse att |z Ox(P(x) —» Q(x)) - (KP(x) - XQ(x)).

Da finns en struktur M sadan att

M |2 Ox(P(x) - Q(x)) -» ((XP(x) —» XQ(x)).

Detta ger da tillsammans med sanningsvillkoret for den materiella implikationen
att

(1) M =Dx(P(x) - Q(x)) och
() M [# XP(x) - XQ(X).

(2) ger nu att via sanningsvillkoret for den materiella implikationen att
(3) M |=XxP(x) och
4) M |# IXQ(x).

(3) och sanningsvillkoret for den existenskvantifikatorn ger att
(5) M |=P(c,) for nagot element a 00 M.

For detta a galler enligt (1) och sanningsvillkoret for den allkvantifikatorn att
(6) M=P(ca) - Q(ca).

Implikationens sanningsvillkor tillsammans med (5) och (6) ger da att
(7) M [=Q(c.),

vilket ger att
(8) M |= xQ(x).

Detta motsager emellertid (4).

Da maste |= Ox(P(x) - Q(X)) - (XP(x) - [XQ(X)).

Forsdk nu anvanda begreppet satisfierbarhet for att presentera en 16sning pa problemet i
exemplet ovan. Observera att du s smaningom hamnar i en situation dar du vet att

M |=P(x)[a] for nagot element a O M, och att
M |=P(x) - Q(x)[a] fér samma a.

Kan man da dra slutsatsen att M |=Q(x)[a]? Varfor?

Exempel 41:

Ldsning:

Visa att |2 Ox(P(x) DQ(x)) — (OxP(x) 0 OxQ(x)).

Vi har att konstruera en modell M sadan att
M |2 Ox(P(x) OQ(x)) - (OxP(x) O OxQ(x)).

| denna struktur maste Ox(P(x) 0Q(x)) vara sann, och [OxP(x) O OxQ(x) vara
falsk, dvs bade [OxP(x) och [O0OxQ(x) maste vara falska.

Betrakta féljande struktur: M = {a, b}, PY = {a} och Q = {b}. Vi forutsatter att M
ar namnfullstandig. Strukturen kan illustreras med féljande diagram:
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| denna struktur galler nu att M |=P(x) 0 Q(x)[a] och att M |=P(x) O Q(x)[b],
dvs varje elementi M satisfierar P(x) 0 Q(x). Da maste

M |=Ox(P(x) O0Q(x)). Dessutom galler att M |# P(x)[b], varfor M |# OxP(x), och
att M |z Q(x)[a], varfor M |# OxQ(x). Detta ger M |# OxP(x) O OxQ(x).

Darmed ar det klart att
M |2 Ox(P(x) 0Q(x)) - (OxP(x) O OxQ(x)), och da maste
|2 Ox(P(x) O Q(x)) —» (OxP(x) O OxQ(x)).

Visa att |= (XOy-R(X, y) » =OxCyR(x, y).
Beteckna satsen med ¢. Anta for motsagelse att |£ ¢.

Da finns en struktur M sadan att M |# ¢, dar vi utan inskrankningar kan anta
att M ar namnfullstandig.

| denna struktur galler da att (sanningsvillkor for materiell implikation)
(1) M |=XxOy-R(x, y), och att
(2) M |2 -OxyR(x, y).

(2) ger via negationens sanningsvillkor att
(3) M |=OxCyR(x, y).

Nu ger (1) och sanningsvillkoret fér existenskvantifikatorn att

(4) M |=0y=R(ca,, y), for ndgot element a [0 M. Observera att vi har
bestamt att M ar namnfullstandig, och att vi maste eliminera
existenskvantifikatorn fran (1) innan vi kan eliminera allkvantifikatorn fran (3)
(varfor?).

For precis samma individ a vivalde i (4) ovan galler nu via allkvantifikatorns

sanningsvillkor att

(5) M |=yR(ca, V), eftersom [YR(x, y) satisfieras av alla element
alM.

Av (5) far vi pa grund av existenskvantifikatorns sanningsvillkor att
(6) M |=R(Ca, Cb), f6r nagot b O M.

For detta b gernu (4) att (allkvantifikatorns sanningsvillkor)
(7) M |==R(c,, cb), som via negationens sanningsvillkor ger att
(8) M |#R(ca, Cb).

Det galler nu att (8) och (6) motsager varandra eftersom en och samma sats
inte kan vara bade sann och falsk i en och samma struktur.

Det kan da inte vara sa att |#£¢, varfér |=[XOy-R(x, y) - =OxYR(X, y).
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Predikatlogisk konsekvens

Definition 17: Lat ¢4, ¢o, ..., ¢, och  vara satser. Vi sager att { ar en predikatlogisk foljd
(konsekvens) av ¢4, ¢, ..., b, om och endast om det for varje modell M
sadan att M |=¢;, 1 <i<n, galleratt M |=.

Vi skriver {¢1, ¢2, ..., dn} |[= P, om @ ar en logisk foljd av ¢4, ¢, ..., s, OCh
{1, o2, ..., §n} [ZY, om U inte &r en logisk foljd av ¢4, &y, ..., Pn.

Observera att en slutledning med premisserna ¢4, ¢,, ..., ¢, och slutsats  ar
predikatlogiskt giltig om och endast om {¢4, ¢o, ..., dn} [= .

Tva viktiga problemtyper
I Visa att {1, ¢2, ..., On} [= .

Teknik: a/ Visa att det for godtycklig struktur M sadan att
M|=¢; for 1 <i<n, gélleratt M [=.
b/ Antag att {1, ¢z, ..., On} |[Z Y. Da finns en struktur M s3 att

M|=¢; for 1 <i<n,ochatt M |# . Harled en motsagelse.

Il Visa att {§p1, §o, ..., On} |[Z L.
Teknik: Konstruera en struktur M sa att M |=¢;, for 1 <i<n, och
Mz .

Exempel 43: Visa att {{x(P(x) » Q(x)), (XP(x)} |= XQ(x).

Ldsning: Lat M vara en godtycklig modell sddan att
(1) M |=DOx(P(x) - Q(x)), och
(2) M |=xP(x).

Vi har att visa att M |=[xQ(x), och vi kan utan inskrédnkningar anta att M &r
namnfullstandig.

(2) ger via existenskvantifikatorns sanningsvillkor att
(3) M |=P(c,) for ndgot a O M.

For denna individ géller nu pa grund av (1) och allkvantifikatorns
sanningsvillkor att
(4) M|=P(ca) - Q(ca).

Da ger (3), (4) och implikationens sanningsvillkor att

() M |=Q(c.),

som tillsammans med existenskvantifikatorns sanningsvillkor ger att
(6) M |= xQ(x),

vilket var precis vad vi efterstravade.

Eftersom M godtycklig, galler da {0Ox(P(x) - Q(x)), (xP(x)} |= xQ(x).
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Ldsning:

Exempel 45:

Ldsning:
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Visa att (X(P(x) - Q(c)) [# XP(x) - Q(c). Om, som fallet &r har,
premissmangden endast innehaller ett element, utelamnar vi ofta
mangdklamrarna.

Vi har att konstruera en modell M sadan att M |= [x(P(x) — Q(c)), och
M |# IXP(x) - Q(c).

For att det sista villkoret skall vara uppfyllt kravs att
M |=xP(x), och att M |# Q(c).

Betrakta foljande struktur:
M={0,1,2},P*={0}, Q¥=0 och cM=1.

Vi antar fér enkelhets skull att modellen ar namnfullstandig, och vi kan illustrera
med féljande figur.

b
TN

| denna struktur galler da att M |= [kP(x), eftersom M |=P(x)[0], och att
M | Q(c), eftersom T(c)=c¥=10T(Q)=Q%

Vi har da att M |# (xP(x) — Q(c).

Det galler dessutom att M |=[X(P(x) - Q(c)), eftersom M |=P(2) - Q(c), da ju
M |2 P(2), eftersom T(2)=2 0PY och M |#Q(c), eftersom c¥= 1 0 QY.
Observera att siffran 2 ar namn pa talet 2.

Darmed har vi visat att modellen ovan har de 6nskade egenskaperna, och
darmed ar det klart att [x(P(x) - Q(c) |# IXP(x) - Q(c).

Visa att OxP(x) —» Q(c) |= IX(P(x) - Q(c)).
Antag fér motsagelse att OxP(x) - Q(c) |# X(P(x) - Q(c)).

Da finns en struktur M, som vi forutsatter ar namnfullstandig, sadan att
(1) M |=D0OxP(x) -~ Q(c), och
(2) M # x(P(x) - Q(c)).

(2) ger via existenskvantifikatorns sanningsvillkor att
(3) M [£P(ca) - Q(c), for alla a O M, dvs

(4) M [=P(c,) for alla a 0O M, och

(5) M |2 Q(c).

(4) ger via allkvantifikatorns sanningsvillkor att
(6) M |= OxP(x), som tillsammans med (5) ger
(7) M | OxP(x) - Q(c), som motsager (1).

Det &r da Klart att OxP(x) — Q(c) |= IX(P(x) — Q(c)).
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Teorem 2: Lat ¢, ¢4, ¢2, ..., ¢n, P och 6 vara satser i ett predikatlogiskt sprak.
(i) {01, 02, ..., &0, W} =0 = {1, 2, ..., Pn} =W - B,
(if) {01, 02, ..., P} =W = [=¢1 T2 U... Odn - W,
(iii) b=y = [=¢ - ¢

Bevis: (i) = Antag att {$4, do, ..., On, Y} |=6.
Vi har att visa att {¢+, ¢2, ..., dn} [= P - 6.

Antag for motsagelse att {¢1, ¢2, ..., dn} [ZY — 6.

Da finns en struktur M sadan att M [=¢; for 1 <i<n,och M |#y - 6, dvs
M|=y och M |#6.

| denna struktur ar da samtliga satseri {¢4, ¢o, ..., §,, Y} sanna medan 6 ar
falsk. Detta motsager att {¢4, ¢, ... , dn, Y} |=6, och darmed ar det klart att {¢4,
b2 s b0} =R - 6.

(i) O Antag att {1, 2, ..., ¢} |=0W - 6.

Vi har att visa att {4, ¢, ... , dn, W} |=6.
Antag for motsagelse att {§+, o, ... , dn, Y} |£6.
Da finns en struktur M sadan att M |=¢; for 1<i<n,M|=¢ och M |£6.

| denna struktur galler dd att M |=¢; for 1 <i<n,och M|#y - 6, men detta

motsager {§1, ¢z, ..., O} [= W - 6, varfor det maste galla att
{¢1! ¢21 ey ¢n! llJ} |=e

(i) Ovning, argumentet &r snarlikt det i (i) ovan.
(iii) Specialfall av (ii).

Begreppet logisk konsekvens kan definieras for godtyckliga formler och inte bara for satser.
Definition 18: Lat ¢4, ¢o, ..., ¢, och Y vara formler i ett predikatlogiskt sprak, dar vi antar
att de fria variablerna i formlerna ar bland vq, v, ..., vx. Da ar ¢ en
(predikat)logisk konsekvens (féljd) av ¢4, 02, ... , On,
med symboler {¢4, ¢, ..., dn} [=¥ om och endast om
|: OvqOvs ... DVk(¢1 |:|¢2 ... Dq)n - LLI)
Exempel 46: Visa att P(x) |£ P(y).
L&sning: Vi har att visa att |z OxOy(P(x) — P(y)).

Lat M = {a, b}, och lat P = {a}, och vi antar som vanligt att strukturen &r
namnfullstandig.

| denna struktur galler da att M |#P(c.) - P(cy), eftersom
M |=P(c.) och M |#P(c,), d& a OPY och b 0O PY.

Allkvantifikatorns sanningsvillkor ger da att M |# OxOy(P(x) —» P(y)), varfor
|# OxOy(P(x) - P(y)).

Darmed ar det klart att P(x) |£ P(y).
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Predikatlogisk ekvivalens

Definition 19: Lat ¢ och ( vara tva satser. ¢ och Y ar (predikat)logiskt ekvivalenta om
och endast om bade ¢ |=@ och Y |=¢. Viskriverda ¢ =||=y@ eller ¢ = .

Samma begrepp for godtyckliga formler definieras enligt féljande.

Definition 20: Lat ¢ och ( vara tva formler, dar de fria variablerna i formlerna finns bland
V1, Vo, ..., V. DA @r ¢ och Y (predikat)logiskt ekvivalenta om och endast om
|= 0Ov40vs ... Ovk(® < W). Aven hér skriver vi ¢ =||=y eller ¢ = .

Exempel 47: Visa att P(x) <£>P(y).

Vi har egentligen att visa att |# OxOy(P(x) — P(y)), och detta kan géras med
samma struktur som i exempel 46.

Detta resultat ar viktigt eftersom det visar att vi inte kan byta fria variabler. Daremot géaller det
att Ovqid(vq) = Ovad(vz), och Ovid(v4) = Ovad(v), om vq inte férekommeri ¢(vz), och vy
inte i ¢(v4). Detta visar att vi far byta bundna variabler, om vi valjer en ny variabel, dvs en
variabel som inte tidigare férekommer i formeln.

Teorem 3: Lat ¢ och  varatva satser. D4 ¢ = Y omoch endastom |=¢ - .

Bevis: Detta foljer direkt av teorem 2 pa foljande satt:
¢ = Y om och endast om (definition 19)
¢ |=¢ och Y |=¢ om och endast om (teorem 2)
[=¢ - @ och |=¢ - ¢ om och endast om
[=(¢ - ) O(W - ¢) om och endast om

=6 « W.

Foljande substitutionsprincip ar viktig och anvands ofta, manga ganger utan att detta klart
utsags.

Teorem 4: (Substitutionsprincipen)
Lat ¢, ¢ och 6 vara tre formler, som uppfyller féljande villkor.

(i) o -y,

(i) ¢ férekommer som delformel i 6, och

(iii) 0* arresultatet av att ersatta en forekomstav ¢ med ¢ i 6.
Daar 6 - 6"

Detta resultat kan bevisas med induktion over formeln ©:s langd.

Exempel 48: Lat 6 = Ox(R(x, y) - OyP(y)). | denna formel ar ¢ = CyP(y) en delformel.
Denna delformel ar logiskt ekvivalent med = [zZP(z) enligt kommentar efter
exempel 21. Ersatter vi ¢ med i 6, sa erhaller vi
0* = Ox(R(x, y) - [P(z)).

Teorem 4 sager da att
Ox(R(x, y) - yP(y)) = Ox(R(x,y) - [ZP(2)).
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Problem av typen visa att ¢ = @ respektive ¢ <#> aterfors pa problemen pa sidan 74.

Exempel 49:

Ldsning:

Exempel 50:

Ldsning:

Visa att OxP(x) - Q(c) = X(P(x) - Q(c)).

Vi har att visa att
(1) DxP(x) - Q(c) |= X(P(x) - Q(c)), och att
(2) IX(P(x) - Q(c)) |= OxP(x) - Q(c).

(1) arredan klart i exempel 45, sa det aterstar att visa (2).
Antag darfor for motsagelse att [x(P(x) — Q(c)) [# OxP(x) - Q(c).

Da finns en struktur M, som vi som vanligt kan anta ar namnfullstandig, sadan
att

(3) M |=x(P(x) - Q(c)), och

(4) M |2 OxP(x) — Q(c), dvs

(9) M |=OxP(x), och

(6) M |£Q(c).

Pastaendet (3) ger via existenskvantifikatorns sanningsvillkor att
(7) M |=P(ca) - Q(c) for nagot a O M.

Eftersom det enligt (5) galler att varje element i strukturens doman M
satisfierar formeln P(x), maste speciellt a gora detta, dvs vi har att
(8) M |=P(ca).

Da ger (7), (8) och implikationens sanningsvillkor att
(9) M |=Q(c), som motsager (6).

Darmed ar det klart att [(x(P(x) - Q(c)) |= OxP(x) - Q(c).

Detta ger da tillsammans med (1) via exempel 35 att
OxP(x) - Q(c) = X(P(x) - Q(c)).

Visa att [X(P(x) OQ(x)) <#> [XP(x) O XxQ(x).

Man kan visa att
(1) IX(P(x) OQ(x)) |= IxP(x) O XQ(x),

men detta ar ointressant i detta sammanhang, eftersom det galler att
(2) IxP(x) OXQ(x) |2 X(P(x) OQ(x)).

Att det bor vara sa har kan man inse om man beténker att (1) utsager att om
nagon individ har bada egenskaperna som P respektive Q ar namn p3, sa
har nagon individ den egenskap som P ar namn pa och nagon har den
egenskap som Q ar namn pa. Rimligheten av pastaendet (2) kan inses av att
om nu nagon individ har den egenskap som P ar namn pa, och nagon, inte
nddvandigtvis samma, individ har den egenskap som Q &ar namn pa, sa har vi
ingen garanti for att nagon individ har bada egenskaperna.

For att visa (2) har vi att konstruera en struktur M sadan att
M |= IkP(x) O xQ(x), och M |# X(P(x) O Q(x)).

Lat M = {a, b}, och vi antar att M &r namnfullstandig. Lat dessutom PY = {a}
och QY = {b}.
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| denna struktur galler da att M |= (xP(x), eftersom M |=P(c,), och
M |=[xQ(x), eftersom M |=Q(cp), och darmed har vi att M |= (kP (x) O [xQ(x).

Det galler ocksa att varken a eller b satisfierar formeln P(x) 0 Q(x), ty
M |#P(c,) 0Q(ca) och M |£P(cy) O0Q(Cy), dvs M |# IX(P(x) OQ(x)).

Dérmed &r det klart att [xP(x) O (xQ(x) |# x(P(x) OQ(x)), och darmed &r det
klart att [x(P(x) OQ(x)) <#> XP(x) OXxQ(x).

Satisfierbarhet

Definition 21

: En mangd I av satser ar satisfierbar om och endast om det finns en struktur

M sadanattM |=¢ for varje ¢ OT.

Man visar att en mangd av satser ar satisfierbar genom att konstruera en struktur sddan att
samtliga satser ar sanna i strukturen, och man visar att en mangd av satser inte ar
satisfierbar genom att visa att det inte finns nagon modell i vilkken samtliga satser ar sanna.

Exempel 51:

Ldésning:

Exempel 52:

Ldsning:

Visa att {{XOyR(x, y), OxOy[z(R(x, z) OR(z, y))} ar satisfierbar.
Beteckna den forsta satsen i mangden med ¢, och den andra med ¢..
Vi har att konstruera en modell M sadan att M |[=¢, och M |= .

Betrakta foljande struktur M = {a}, R™ = {(a, a)}. | denna struktur géller att
M |= ¢4, eftersom M |=R(x, y)[a, a], och a &r det enda elementeti M.

Av motsvarande skal galler ocksa att M |= ..
Alltsa ar {{xOyR(x, y), OxOyz(R(x, z) OR(z, y))} ar satisfierbar.
Visa att {P(c), ~OxP(x)} inte ar satisfierbar.

Vi har att visa att det inte finns nagon modell M sadan att bada satserna ar
sannai M. Antag for motségelse att det finns en struktur M sadan att

(1) M |=P(c), och

(2) M |= -[xP(x).

Negationens sanningsvillkor ger tillsammans med (2) att
(3) M |# xP(x).

Av (1) tilsammans med existenskvantifikatorns sanningsvillkor foljer emellertid
att M |=[XxP(x), vilket da@ motsager (3).

Det finns da ingen struktur sadan att bada satserna ar sanna, varfor
satsmangden inte ar satisfierbar.
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Teorem 5: Lat ¢4, ¢, ..., ¢, och U vara satser i ett predikatlogiskt sprak.
{d1, 2, ..., §n} [= P om och endast om {4, do, ..., ¢n, "W} inte ar satisfierbar.

Bevis: = Antag att {9+, ¢2, ..., ¢n} = .
Antag for motsagelse att {¢4, ¢, ... , dn, "} ar satisfierbar.

Da finns en struktur M sadan att M |=¢; fér 1<i<n,och M |=-y, dvs
M |# Y, men detta motsager forutsattningen.

O Antag att {¢1, ¢, ..., o, "} inte ar satisfierbar.
Antag for motsagelse att {4, do, ..., dn} [Z Y.

Detta innebar att det finns en struktur M sadan att M |=¢; for 1<i<n,och M
|[ZW, dvs M [=-W. Vi har da att {¢4, 02, ..., dn, ~} &r satisfierbar, vilket
motsager forutsattningen, och darmed ar saken klar.

Prenex normalform (PNF)

Vi har i satslogik moétt tva standardiserade satt att skriva satslogiska formler, namligen
disjunktiv respektive konjunktiv normalform. Vi skall har méta ett standardiserat satt att skriva
predikatlogiska formler. Formen kallas prenex normalform, och idén ar att skriva om en
formel ¢ till en formel Y, sd att ¢ = Y och samtliga kvantifikatorer som férekommeri
finns "forst” i formeln.

Definition 22: En formel  ar pa prenex normalform (PNF), om  ar pa formen
Qqv4Qav2...Qnve0, dar 6 ar kvantifikatorfri. Med Q; avses nagon av symbolerna
O eller O, dvs en kvantifikatorsymbol, och v; ar en variabel.

Exempel 53: OxCy(P(x, y) - = R(x)) ar pa PNF. Tank pa att kvantifikatorernas
rackvidd ar hela formeln.
OxyP(x, y) - = R(x) ar inte pa PNF. Kvantifikatorerna ingar i
forsatsen och har en rackvidd som
begransar sig till just forsatsen.
Ox(CyP(x, y) - = R(x)) ar inte pa PNF, eftersom existenskvantifikatorns
rackvidd enbart ar forsatsen.

Teorem 6: For varje valbildad formel ¢ finns en vélbildad formel  sa att

(i) ¢ < W och
(i) Yy ar pa PNF.

Vi avstar fran att bevisa detta teorem, men formulerar informellt en algoritm som ger 6nskad
formel ¢ som resultat. Formeln  iteorem 6 ar inte entydigt bestdmd.

| den sekvens av omskrivningar vi har att genomfora for att skriva en formel pa PNF,

anvands en uppsattning logiska ekvivalenser. Manga av dem ar redan kadnda av lasaren,
men vi formulerar samtliga for fullstdndighetens skull.

(1) ol = (0-u)IW-9)

(2) Ovid(vq) = DOvad(va) vy forekommerinte i ¢(v,), och vy
inte i ¢(vy)
(3) Ovip(vq) = DOvad(va) v, forekommer inte i ¢(v,), och v,

intei ¢(vy)
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(4) v = Ov-d v &r en variabel
(5) -s0Ovp = v =g dar v aren variabel

| formlerna (6) till (13) far variabeln v inte vara frii ¢.

(6) ¢ 00vy < DOv(¢ TY)
(7) ¢ 00 ~ [v(o Oy)
(8) ¢ 00vy < DOv(¢ OY)
(9) ¢ 0Dy - Dv(e OY)

Eftersom operationerna 0 och [0 ar kommutativa, kan vi ocksa kasta om ordningen mellan
konjunkterna och disjunkterna ovan.

(10) ¢ - Ovy = Dv($ - b)
(1) ¢ - D = v - ¥)
(12) v~ ¢ = Dv(b - ¢)
(13) DWW -¢ - OV - 9)

Operationen - &rinte kommutativ, sa darfér behdver vi dubbla uppsattningen formler for
den materiella implikationen.

Formlerna (6) till (13) brukar kallas prenexformler, och de ser vid ett forsta 6gonkast ganska
omstandiga ut, men med tva undantag ar det bara att "flytta ut” kvantifikatorn framfor
formeln. Undantagen ar formlerna (12) och (13), dar kvantifikatorn finns i férsatsen i en
implikation. Vi byter da kvantifikator nar vi flyttar ut den sa att den far hela formeln som
rackvidd. Vi visar med ett exempel hur omskrivningen gar till innan vi formulerar sjalva

algoritmen.

Exempel 54: Skriv formeln OxyP(x, y) - = Q(x) pa PNF.

Ldsning:

| implikationen ovan har bada kvantifikatorerna férsatsen som rackvidd. Vi vill
skriva om den sa att kvantifikatorerna har hela formeln som rackvidd. Nu galler
det att samtliga variabelférekomster i férsatsen ar bundna, medan férekomsten
av x i eftersatsen ar fri. Skulle vi nu anvanda regel (12) ovan, skulle vi fa en
formel med en helt annan innebdrd, eftersom den fria férekomsten av x skulle
bli bunden. Vi anvander darfor regel (2) och byter bundna forekomster av x.
Darefter kan vi flytta ut allkvantifikatorn med regel (12) sa att den erhallina
existenskvantifikatorn far hela formeln som rackvidd. Variabeln y férekommer
inte i eftersatsen, sa den lyfter vi ut direkt med hjalp av regel (13). Vi far da
féljande svit av logiska ekvivalenser

OxCyP(x, y) - = Q(x) . [regel (2)]
OzWyP(z, y) - = Q(x) = [regel (12)]
[(2(LyP(z, y) - ~Q(x)) = [regel (13)]

Cz0y(P(z, y) - = Q(x))
Nu géller det att

0] OxYP(x, y) - = Q(x) < [EOy(P(z,y) - =Q(x)), och
(i) (20y(P(z, y) - = Q(x)) ar pa PNF.

Det ar synnerligen viktigt att de variabelbyten man har att utféra sker pa ett korrekt satt, dvs
att man vid behov byter bundna variabler. Kom ihag att ¢(v4) inte ar logiskt ekvivalent med
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¢d(v2), medan Ovid(vq) = [Ovad(v2) och Ovip(ve) = DOvad(vz2), dar de tva logiska
ekvivalenserna, for att galla, kraver att vissa villkor ar uppfyllda pa variablerna v; och v,.

Arbetsordningen, algoritmen, for omskrivningen ser ut pa féljande satt.

1. Eliminera férekomster av. - med regel (1)
Byt vid behov bundna variabler med reglerna (2) och (3), sa att ingen variabel
som férekommer fri &ven forekommer i en kvantifikator. Varje kvantifikator skall
dessutom binda olika variabler.

3. Flytta darefter successivt ut kvantifikatorerna en efter en med reglerna (4) till
(13). Eventuellt far man har lagga till parenteser for att formlerna skall vara
korrekt uppbyggda.

4. Sluta nar samtliga kvantifikatorer har hela formeln som rackvidd.

Exempel 55: Skriv OxP(x) - OyQ(x, y) pa PNF.

Ldsning: De tva forsta forekomsterna av x ar bundna, medan den tredje ar fri.
Forekomsterna av y ar bundna. Detta innebar att vi maste byta variabel i den
forsta kvantifikatorn, och vi maste valja en ny variabel. Vi far foljande svit av
logiska ekvivalenser.

OxP(x) — OyQ(X, y) o [regel (2)]
0zP(z) — OyQ(x, y) - [regel (12)]
[z(P(z) - LyQ(x, y)) = [regel (10)]

(0y(P(z) - Q(x, y))

Den sista formeln ar pa PNF. Betrakta foljande alternativa 16sning.

OxP(x) - OyQ(x, y) - [regel (2)]
0OzP(z) - OyQ(x, y) e [regel (10)]
Oy(OzP(z) - Q(x, Y)) e [regel (12)]

OyCz(P(z) - Q(x, y))

Aterigen &r den sista formeln pa PNF. Vi har hér ett exempel pa att problemet
att skriva en formel pa PNF inte nddvandigtvis ger en entydig I6sning.

Exempel 56: Skriv [XP(x, y) - (Q(x) - —~0zP(x, z)) pa PNF.

Ldsning: Vi genomfor forst lampliga variabelbyten. For att gora det noterar vi att
forekomsten av y ar fri, och att de tva sista forekomsterna av x ar fri. Detta
innebar att vi maste byta variabel i den férsta existenskvantifikatorn, och att vi
inte far vélja x,y eller z (varfor?). Vi tar da en indicerad variabel.

XP(x, y) - (Q(x) - -~0zP(x, z)) = [regel (3)]
X1P(x1, y) - (Q(x) - =0zP(x, z)) = [regel (13)]
Ox1(P(x1, y) - (Q(x) - =~0zP(x, z))) = [regel (4)]

Ox4(P(X1, y) - (Q(x) - Uz=P(x, ))) = [regel (10)]
Ox1(P(x4, ¥) - (0z Q(x) - =P(x, z))) = [regel (10)]
Ox10z(P(x1, y) - (Q(x) - =P(x, 2)))

Darmed ar vi klara. Vi har ovan successivt tagit en kvantifikator i taget och flyttat
den ett steg i taget tills den hamnat sa att den har hela formeln som rackvidd.

Exempel 57: Skriv OxP(x) « Q(x) pa PNF.
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Ldsning: Vi eliminerar forst symbolen fér materiell ekvivalens, byter darefter variabler och
flyttar till slut ut kvantifikatorerna.

OxP(x) o Q(x) - [regel (1)]
(OxP(x) - Q(x)) O(Q(x) - OxP(x)) [regel (2)]
(LyP(y) - Q(x)) O (Q(x) - DzP(z)) [regel (12)]
y(P(y) - Q(x)) O(Q(x) - 0zP(2)) = [regel (7)]
Y ((P(y) - Q(x)) O(Q(x) - 0zP(z))) [regel (10)]
y((P(y) - Q(x)) O 0z(Q(x) - P(2))) [regel (7)]
yDz((P(y) - Q(x)) O(Q(x) - P(2)))

Det ar viktigt att ha en total kontroll éver delformlernas struktur for att precis veta hur man
skall hantera kvantifikatorerna.

8

8

¢

8

Det finns ett flertal anvandningar av ovanstaende standardiserade skrivsatt. Det ar till
exempel vanligt att man mater komplexiteten hos en predikatlogisk formel med antalet
kvantifikatorvaxlingar i den. Ju fler desto mer komplex formel. S& innehaller exempelvis
formeln OyOz((P(y) - Q(x)) O(Q(x) — P(z))) i exempel 57 en kvantifikatorvaxling. Den &r en
>,- formel, dar symbolen X anger att férsta kvantifikatorn ar en existenskvantifikator.
Formeln Ox,0z(P(x4, y) - (Q(X) - =P(x, z))) i exempel 56 ar en I -formel. Forsta
kvantifikatorn ar en allkvantifikator, och inga kvantifikatorvaxlingar férekommer. M4-formler ar
en viktig delklass av formler inom aritmetik. Goldbachs gissning, varje jamnt heltal stérre an
tva kan skrivas som en summa av tva primtal, ar en IM4-sats. Det ar okant huruvida denna
férmodan ar sann eller ej. Den sats Godel konstruerar i sitt berémda bevis av aritmetikens
ofullstandighet ar ocksa en T,-sats.

Det harledningssystem PROLOG anvander, resolution, forutsatter att formler ar skrivna pa
ett standardiserat satt. Ett moment i denna standardisering ar att skriva formler pa PNF.
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Naturlig deduktion i predikatlogik

| det foljande presenteras ett system fér naturlig deduktion i predikatlogik. | deduktionerna
utnyttjas endast satser, men detta ar ingen allvarlig begransning, eftersom |=¢(vy, ..., vn)
om och endast om |=0vy4...0vad(v4, ..., Vi), och vi ddrmed kommer at precis alla giltiga
slutledningar och inga andra. Det system som presenteras har ar en utvidgning av det
system for naturlig deduktion i satslogik vi redan studerat. Detta avsnitt innehaller dessutom
en del upprepningar av vad som redan tidigare ar sagt, men det kan vara lampligt att ha allt
samlat pa ett stalle. Definitioner ar egentligen som i satslogik, men aven de finns delvis
upprepade i detta avsnitt.

Situationen i predikatlogik, vad galler méjligheten att avgéra huruvida en slutledning ar giltig
eller ej, ar mycket mer komplicerad an i satslogik. | satslogik finns tabellmetoden med hjalp
av vilken vi princip, om an inte alltid i praktiken, kan avgdra huruvida en slutledning ar giltig. |
predikatlogik finns ingen motsvarande princip. Vi ar hanvisade till att anvanda strukturer
(modeller), om vi vill underséka huruvida en slutledning ar giltig, och det finns ju ingen
mekanisk metod, likt tabellmetoden, fér hantering av strukturer. Emellertid ar det sa att man
kan skapa en kalkyl, ett formellt system, sadant att, givet att en slutledning ar giltig, sa kan
slutsatsen harledas fran premissmangden. Ofta ar det avsevart mycket enklare att arbeta
inom en dylik kalkyl an att anvanda strukturer.

Vi inleder med att repetera begreppen bunden och fri variabelforekomst. Med en
kvantifikators rédckvidd i en formel ¢ menas kvantifikatorn sjalv tillsammans med den
kortaste delen av formeln som foljer efter kvantifikatorn och som sjalv ar en vbf.

Exempel 58: Ox(R(x, y) - P(x)) Har ar kvantifikatorns rackvidd hela formeln.
OxR(x, ) - P(x) Har ar kvantifikatorns rackvidd den understrukna

delen av formeln.

En variabel v ar bunden om den férekommer inom rackvidden av en kvantifikator Ov eller
[v. En variabel ar fri om den inte ar bunden. | exempel 58 ovan ar i den forsta formeln
samtliga férekomster av x bundna medan férekomsten av y ar fri. | den andra formeln ar
de tva forsta forekomsterna av x bundna medan 6vriga variabelférekomster ar fria. En sats
ar en vbf som saknar fria variabler.

Om ¢ ar en formel sa indikerar ¢(v4, ..., v,) att de fria variablernai ¢ finns bland
variablerna v, ..., vp. Observera att ¢ inte behdver innehalla alla dessa variabler. Normalt
anger vi precis vilka fria variabler som ingar.

Definition 23: En term t ar fri for variabeln u i formeln ¢(u) om och endast om t inte
innehaller nagon variabel v som blir bunden av en kvantifikator O eller Ov
om alla fria forekomster av u i ¢(u) ersatts med t.

Exempel 59: Lat ¢(x, y) vara OxP(x, y) - 0zQ(z, x). | denna formel &r y och den sista
forekomsten av x fria variabelférekomster.

Det galler att g(y, z) arfrifor y i ¢(x,y), eftersom vi, om vi ersatter fria
forekomsten av y i ¢(x,y) med g(y, z), erhaller formeln

OxP(x, g(y, z)) - 0zQ(z, x), och termen g(y, z) inte innehaller nagot x som
kommer inom rackvidden av [x.

Daremot ar g(y, z) inte fri for x i ¢(x, y), eftersom vi far
OxP(x, y) - 0zQ(z, g(y, z)) da vi ersatter den fria férekomsten av x med
g(y, z), och z da kommer inom rackvidden av kvantifikatorn Oz.
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y arfrifér x i ¢(x,y), eftersom vi efter substitution far OxP(x, y) - 0zQ(z, y),
och y inte blir bunden av [Cz.

x arinte frifor y i ¢(x, y), eftersom vi far OxP(x, X) - 0zQ(z, x) efter
substitution, och det x vi ersatter y med blir bundet av kvantifikatorn [Ox.

Observera att en variabel v alltid ar fri for v, dvs for sig sjalv, och att en konstant alltid ar fri
for en variabel. Tank efter varfor det ar sa.

Deduktionsreglerna fér konnektiven ar som for satslogik med det tillagget att vi nu kan
anvanda godtyckliga predikatlogiska satser i reglerna. Vi behéver dessutom regler for
introduktion och elimination av kvantifikatorer. For fullstandighets skull presenterar vi ater de
redan k&nda deduktionsreglerna fran satslogiken.

Grundlaggande deduktionsregler

Introduktionsregler Eliminationsregler
o - ]
O
0 U
-0 ¢
- a odw ¢ 0w [E
¢ Oy ¢ T
4 v O 60y ¢ -6 Y-8 [E
o0y ¢0y 0
¢ -1 -9 ¢ -E
S U
6 - W
b0 w9 = bl ¢oWw ~E
o~y o-¢ Y-9¢
d(c) al Ovd(v) OE
Dvé(v) b(t)
_o(t) O o(c) (E
Cv(v) :
vd(v) U1}
LY
Regler for identitetssymbolen
t=t Refl t=u Subst
U

Kom ihag att ¢ respektive —¢ ar provisoriska premisser i harledningsreglerna =1, =E och

—PI-
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Reglerna for introduktion och elimination av kvantifikatorer ar férknippade med villkor som
maste vara uppfyllda.

I regeln Ol maste ¢ vara namn pa ett godtyckligt element for att generaliseringen skall vara
giltig. Detta innebéar att c inte far finnas med i nagon premiss, och inte heller i formeln ¢(v).
Villkoret som maste vara uppfyllt for att f& anvanda regeln CE &r att termen t &r sluten.
Normalt valjs har en konstant.

Villkoret for [1 ar detsamma som for [E, dvs att termen t ar sluten. Regeln [E &r ganska
besvarlig. Har vill vi harleda en sats ) fran en existenssats. Det vi vet, om vi vet att en
existenssats [v¢(v) ar sann ar att nagot element satisfierar ¢(v), men vi vet inte vilket. Vi
infor da ett namn pa en individ vi antar satisfiera ¢(v). Denna sats, ¢(c), ar da en provisorisk
premiss. Det c vi valjer maste vara en ny konstant, dvs den far inte inga tidigare i
harledningen. Om vi kan harleda ¢ med hjalp av den provisoriska premissen ¢(c)
tillsammans med 6vriga premisser, och ¢ inte ingari , sa kan vi dra slutsatsen att | foljer
fran O (v) och avféra ¢(c) fran premissmangden. Se exempel 63 nedan for
exemplifiering.

Refl uttrycker att likhetsrelationen ar reflexiv. t ar en sluten term. Formeln far inféras pa en
rad vilken som helst, ar inte en premiss och beror inte pa nagra andra premisser.

| Subst ar t och u slutna termer, och | uppstarur ¢ genom att férekomster av t
ersatts med u.

Observera att samtliga deduktionsregler arbetar mot huvudoperatorn i en sats!

Definition 24: En hérledning ar en andlig svit av konsekutivt numrerade rader, som var och
en innehaller en premissnummermangd och en sats.

Vi ger forst ett exempel och visar sedan hur premissnummermangder konstrueras fér de nya
deduktionsreglerna.

Exempel 60: Visa att Ox¢(x) O Ox(x) |0 Ox(p(x) Ow(x)).

Ldsning: {1} 1 Ox¢(x) O Ox(x) Premiss
{1} 2 Ox¢(x) 1, E
{1} 3 Oxy(x) 1, OE
{1} 4 o(c) 2, OE, ¢ ny konstant
{1} 5 w(c) 3, 0E
{1} 6 ¢(c) Ow(c) 4,50
{1} 7 Ox(¢(x) Dw(x)) 6, Ll

Alltsa  Oxd(x) O Ox(x) [0 Ox(d(x) OY(x)).
Premissnummermangder konstrueras enligt foljande.
1. Reglerna for de satslogiska konnektiven fungerar som tidigare.

2. En sats far inféras pa ny rad, om den foljer av en sats som férekommer pa en rad
med lagre radnummer i sekvensen med nagon av reglerna [E eller 0. Som
premissnummermangd tas premissnummermangden for raden pa vilken ¢(c)
respektive ¢(t) forekommer (se nedan exempel 62).



- 88 -

Satsen Ov¢(v) farinféras pa en ny rad med [Ol, om ¢(c) férekommer pa en rad
med lagre radnummer, och konstanten c inte forekommeri ¢(v) eller i ndgon sats
som forekommer pa en rad vars radnummer ar element i den premiss-
nummermangd som hor till den rad pa vilken ¢(c) finns. Som premissnummer-
mangd tas den aberopade radens (se nedan exempel 61). Villkoren pa ¢ ar
synnerligen viktiga, eftersom de skall garantera att ¢ ar en godtycklig konstant.

En harledning med [CE har foljande struktur.

X [ Cvd(v)
{i¥ j d(c) Provisorisk premiss
Y k ]

(Xay) - {j} I 0] i, j, k, (E

Har skall i <j <k <I. Nar premissen parad j infors skall man vélja en ny
konstant, eftersom det skall vara en godtycklig sadan. Konstanten c¢ far inte
helleringai .

Detta innebar att, om Ov¢(v) férekommer pa en rad med radnummer i, och ¢(c)
forekommer pa enrad j, dar j>i, och ¢ forekommer pa enrad k, med k> j, och
¢ inte forekommer pa en rad vars radnummer ar element i premissnummer-
mangden pa rad k, utomi ¢(c), sa far g inféras pa ny rad med [CE. Som
premissnummer tas alla premissnummer pa raderna i och k utom j (se exempel
63).

Satsen t=t farinforas pa ny rad med Refl. Som premissnummermangd tas O
(se exempel 76).

Vid anvandning av Subst valjs unionen av de premissnummermangder, vars satser
vi anvander (se exempel 77).

Definitioner av begreppen hérledning, hérledning fran premissméngd I, slutsats, bevis och
teorem ar desamma som i satslogik, och vi hanvisar darfor till definitionerna 2:17 och 2:18.

Exempel 61: Visa att Ox¢(x) @ [0 Oyd(y).

Ldsning:

{1} 1 Ox¢(x) Premiss

{1} 2 d(c) 1, OE, dar c ej forekommeri ¢(x)
{1} 3 Dyd(y) 2,0

O Ox¢(x) [0 Dyé(y).

{1} 1 Oyd(y) Premiss

{1} 2 d(c) 1, OE, dar c ej forekommeri ¢(y)
{1} 3 Oxd(x) 2,0

0 Dyo(y) [0 Ox¢(x).

| bada ovanstaende harledningar maste konstanten c¢ vaéljas sa att ¢ aren ny
konstant, dvs inte ingar i premissen pa rad 1.

Exempel 62: Visa att Ox¢(x) |0 Ixd(x).
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{1} 1 Ox¢(x) Premiss
{1} 2 d(c) 1, OE
{1} 3 X (x) 2,0

O DOx¢(x) |0 xd(x).

Visa att Ox(d(x) - ) |0 x¢(x) - Y dar @ &ren sats.

{1} 1 Ox(d(x) - ) Premiss

{2} 2 xd(x) Prov prem (for - 1)

{3} 3 d(c) Prov prem (for CE), ¢ ny konstant
{1} 4 o(c) - W 1, 0E

{1, 3} 5 U] 3,4 -E

{1, 2} 6 U] 2,3,5[E

{1} 7 Xo(x) - Y 2,6, -1

O Ox((x) - @) |0 Dx¢(x) ~ .

Tank noga genom hur [E anvants enligt monstret

{2} 2 (X (x)

{3} 3 ¢(c) Prov prem

{1, 3} 5 0

({2}0{1,3})-{3} 6 T 2,3,5(E

Villkoret att x inte arfrii , att Y ar en sats, behdvs pa rad 4-6, eftersom
detta villkor garanterar att ¢ inte forekommeri ( efter instantieringen pa rad
4. Parad 3 infor vi en provisorisk premiss dar vi antar att ¢ ar ett namn pa en
individ som satisfierar ¢(x). Vi valjer en ny konstant, dvs en konstant som inte
férekommit tidigare i harledningen. Satsen | pa rad 5 beror pa premisserna pa
rad 1 och rad 3. Regeln [E sager da att vi kan ersatta premissen pa rad 3 med
premissen pa rad 2 i premissnummermangden, under forutsattning att c
uppfyller de givna villkoren. Nar vi anvander regeln - I, stryker vi premissen pa
rad 2, och infér denna sats som forsats i en implikation.

Vi visar i detta exempel en felaktig anvandning av [l. Det géller att man inte
kan harleda 0OxP(x) fran [xP(x) dar P ar en enstallig predikatsymbol. Med
féljande missbruk av Ol gar det.

{1} 1 XP(x) Premiss
{2} 2 P(c) Prov prem (fér CE)
{2} 3 OxP(x) 2, FEL

Har kan vi inte anvanda 0Ol eftersom ¢ ingar i premissen pa rad tva.
Observera ocksa att det inte galler att [(xP(x) |0 P(c), eftersom P(c) inte
foljer av [XP(x) med hjalp av [E.
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Exempel 65: Visa att (xCyd(x, y) |0 OyIXd(x, y).

Loésning: {1} 1 Xy d(x, y) Premiss

{2} 2 Oyd(cq, ¥) Prov prem (fér CE), ¢4 ny konstant

{3} 3 d(cq, C2) Prov prem (fér CE), ¢, ny konstant

{3} 4 x¢(x, cy) 3, d

{3} 5 [yIx(x, y) 4,0

{2} 6 CyXd(x, y) 2, 3, 5, [E, c, forekommer inte i
o(x, y)

{1} 7 Cyxd(x, y) 1, 2, 6, LE, ¢ férekommer inte i
o(x,y)

| denna harledning valjer vi pa rad tva en ny konstant ¢4, dvs en konstant som
inte forekommit tidigare i harledningen, och sa aven pa rad tre. Darefter ar [l
oproblematisk. Vi maste sedan med hjalp av [E bli av med de extra
premisserna pa raderna tre respektive tva. Pa rad sex gor vi oss av med den
extra premissen pa rad tre. Den delen av harledningen ser ut pa féljande satt:

{2} 2 Oyd(cy, y) Prov prem
{3} 3 d(ci, C2) Prov prem
{3} 5 OyCxd(x, y) 4,01

{2} 6 OyXd(x, y) 2,3,5 [E

Eftersom c, ar en ny konstant i rad tre och inte férekommer i satsen pa rad
fem, kan vi saga att Cy[xd(x, y) foljer av Cyd(cq, y) i stallet for av ¢(c4, c2),
och andrar darfér i premissnummermangden. Analogt far vi pa rad sju att
Oy[kd(x, y) foljer av [x[yd(x, y) med hjalp av [E och andrar innehallet i
premissnummermangden.

Exempel 66: Visa att {{xP(x), (x=P(x)} |O xOy(P(x) O=P(y)), dar P &r en enstallig
predikatsymbol.

Ldsning: {1} 1 XP(x) Premiss
{2} 2 [X-P(x) Premiss
{3} 3 P(cq) Prov prem (fér [E)
{4} 4 =P(cy) Prov prem (for [E)
{3, 4} 5 P(cy) O-P(cyp) 3,4, 0
{3, 4} 6 y(P(cq) O=P(y)) 5,0
{3, 4} 7 XCy(P(x) O=P(y)) 6, 0
{2, 3} 8 XOy(P(x) O=P(y)) 2,4,7, [(E
{1, 2} 9 Xy (P(x) O=P(y)) 1,3,8, [E

Darmed har vi {{XP(x), x-P(x)} |0 XOy(P(x) O=P(y)).

Notera att vi inte behdver papeka har att ¢, respektive ¢, ar nya konstanter.
Det syns ju, eftersom vi i detta exempel arbetar med en formel i det

predikatlogiska spraket och inte i metaspraket.

Vi vill kunna anvanda oss av nagra harledda deduktionsregler for att férenkla harledningar.

Enligt exempel 61 géller det att

Ox¢(x)
Uyé(y)
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Har valjer vi normalt att Iata y vara en ny variabel. Det ar dock viktigt att vi valjer y sa att y
ar fri for x i ¢(x), dvs sa att y inte kommer inom rackvidden av en kvantifikator Oy eller
Oy i ¢(x). Dylika kan finnas i ¢(x). Valjer vi en variabel som inte finns i ¢(x) drabbas vi inte
av detta problem. Vi far alltsa byta en bunden allkvantifierad variabel. Att vi &ven far byta
bundna existenskvantifierade variabler framgar av féljande exempel.

Exempel 67: Visa att [(x¢(x) |0 Cyd(y), dar y ar en variabel som inte forekommer i ¢(x).

L&ésning: {1} 1 Xd(x) Premiss
{2} 2 o(c) Prov prem (CE), ¢ ny konstant
{2} 3 Cyd(y) 2,0
{1} 4 Cyd(y) 1,2,3,[E
Vi har da att xd(x)
Dy (y)

Bada dessa regler betecknar vi med BBV, Byte av Bunden Variabel. Vi inser ocksa att
harledningarna av bada dessa regler inte beror pa val av variabel, bara vi ser till att valja ny
variabel vid bytet.

Vi vill ocksa har nagra harledda deduktionsregler for sambandet mellan kvantifikatorer och
negation. Det bor ocksa papekas att det satt man kommer pa I6sningen av ett matematiskt
eller logiskt problem inte ar det satt pa vilket man presenterar lI6sningen av problemet. For att
kunna genomféra en harledning i ett logiskt system, maste man ha en strategi for hur denna
harledning skall kunna ga till. | exemplen nedan inleds Idsningen med en strategidiskussion.
Observera emellertid att denna inte ingar i presentationen av sjalva I6sningen av problemet.

Exempel 68: Visa att [x-¢ (x) |0 =0Ox¢(x).
Ldsning: | denna uppgift skall vi bevisa en negation. Darfér antar vi Ox¢(x) (rad tva). Ur

detta antagande skall vi sedan harleda en motsagelse. Lyckas vi med detta far
vi dra slutsatsen att -Ox¢(x). Harledningen kan se ut enligt nedan.

{1} 1 x—¢ (x) Premiss

{2} 2 Ox¢(x) Prov prem (for = 1)

{3} 3 =0 (c) Prov prem (for CE), ¢ ny konstant
{2} 4 d(c) 2, 0E

{2, 3} 5 O 3,4, 00

{1, 2} 6 O 1,3,5, [E

{1} 7 =Oxd(x) 2,6, -l

| harledningen har vi att utnyttja existenssatsen vi har i premissen. D4 later vi ¢
vara en ny konstant, och infér —¢ (c) (rad tre) som extra premiss. Fran denna
extra premiss harleder vi sedan en motsagelse (rad fem), och eftersom c valjs
sa att c inteingari ¢ och inteingari 0O, kan vi med hjalp av [E ersatta
premissen pa rad tre med premissen pa rad 1 i premissnummermangden pa
rad sex.

Det géller alltsa att  [x—¢ (x
=Oxd(x).

Exempel 69: Visa att Ox-¢ (x) |0 —0Oxd(x).
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Ldsning:

Exempel 71:

Loésning:
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Strategin har ar analog med den i foregaende exempel.

{1} 1 Ox-¢ (x)
{2} 2 [x¢(x)
{3} 3 o(c)

{1} 4 6 (c)
{1,3} 5 O

{1, 2} 6 O

{1} 7 ~Ox(x)

Déarmed ar det klart att Ox=d (x)

~OxP(X).

Visa att -0Ox¢(x) |0 Ox=¢(x).

Premiss

Prov prem (for —1)

Prov prem (fér CE), ¢ ny konstant
1, OE

3,4, 00

2,3,5 [E

2,6, -l

Malet har ar att vi ska kunna sluta oss till Ox—¢ (x). Detta kan vi géra om vi pa
en tidigare rad har formeln —-¢(c) och c ar en godtycklig konstant. For att
harleda - (c) ar den normala strategin att anta ¢(c) for att harleda en

motsagelse.

{1} 1 =[x (x)

{2} 2 d(c)

{2} 3 [k (x)

{1, 2} 4 O

{1} S =¢ (c)

{1} 6 Ox=¢ (x)

Da ar det klart att =0xd(x)
Ox=¢ (x).

Visa att -0Oxd(x) |0 xX=d(x).

Premiss

Prov prem (fér = 1), ¢ ny konstant
2,0

1,3, O

2,4, 4l

5, OI, Observera att c

inte ingar i den sats vars
nummer finns i premiss-
mangden till rad 5.

| detta problem ar det nara till hands att férsoka anvanda strategin fran forra

exemplet. Dock blir féljande fel:

{1} 1 ~0x¢(x)
{2} 2 o(c)
{2} 3 Ox$(x)

Premiss

Prov prem

2 FEL, eftersom c ingar
i en premiss och darfor
inte ar godtycklig!

Vi genomfor i stallet ett motsagelsebevis och antar for motsagelse att
=[x=¢ (x). | harledningen aker vi sedan snalskjuts pa foregaende exempel.

{1} 1 ~0x(x)
{2} 2 ~x=¢ (x)
{2} 3 Ox==¢ (x)
{2} 4 ~¢ (c)
{2} S o(c)

Premiss

Prov prem (fér - E)
2, foreg ex

3, UE, c ny konstant
4, DN



{2} 6 Ox¢(x) 2,0

{1, 2} 7 O 1,6, 01

{1} 8 x-¢ (x) 2,7,-E

Da ar den fjarde regeln slutligen bevisad, och det ar alltsa klart att &ven
a0 xd(x)
X (x).

Samtliga dessa fyra harledda deduktionsregler betecknar vi med Q.

Darmed ar samtliga harledda deduktionsregler presenterade, och vi sammanfattar dem i en

tabell.

Harledda deduktionsregler, sammanfattning

Regel Namn Forkortning
(¢ OW) a0 Oy =(0 Ow) =0 0= De Morgans DM
¢ 0= - (¢ D) ¢ 0 (¢ Oy) Lagar
o Oy o Oy Disjunktiv DS
b =] Syllogism
1L o
b -y Hypotetisk HS
Y0 Syllogism
¢ -0
== o Dubbel DN
() ) Negation
b - Modus MT
=] Tollens
)
(0 - ) Negerad NI
¢ O-y Implikation
D0 (x Ox=d (x =Oxd(x) =0 xd(x) Kvantifi- Q
-Oxd(x) —0xd(x) Ox—¢ (x) X (X) katorregler

Innan vi exemplifierar reglerna for identitet skall vi visa ytterligare nagra exempel pa

héarledningar.

Exempel 72: Visa att Ox(¢(x) - Y(x)) [0 Oxd(x) - Oxp(x).

Ldsning:

| denna uppgift skall vi harleda en implikation. Vi antar darfor forsatsen [xd(x)
som en extra premiss, harleder Oxy(x) och stryker denna extra premiss ur
premissmangden nar vi skriver in Ox¢(x) —» Oxy(x) i harledningen.
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{1} 1 Ox(d(x) - Y(x)) Premiss

{2] 2 Ox¢(x) Prov prem (for - 1)

{2} 3 o(c) 2, 0E, ¢ ny konstant

{1} 4 d(c) - w(c) 1, 0E

{1, 2} 5 Y(c) 3,4, -E

{1, 2} 6 Oxy(x) 5, Ol, ¢ féorekommer inte i
satserna pa rad 1 eller 2

{1} 7 Ox¢(x) - Oxy(x) 2,6, -1

Alltsa galler Ox(¢p(x) —» W(x)) |0 Oxd(x) —» OxP(x).

Visa att (x¢(x) - ¢ |0 Ox(¢(x) —» g), dar ¢ &r en sats.

Ldésning: Vi skall harleda en allkvantifierad implikation, och behéver da fram satsen
¢(c) - Y. Under férutsattning att ¢ ar godtycklig, kan vi allkvantifiera denna.
For att producera implikationen antar vi férsatsen ¢(c) och harleder .
Observera att c inte langre ingar i en premiss nar vi infort ¢(c) - .
{1} 1 Xd(x) - P Premiss
{2} 2 o(c) Prov prem (for - 1), ¢ ny konst
{2} 3 ko (x) 2,0
{1,2} 4 T 1,3, -E
{1} 5 o(c) - ¢ 2,4, -1
{1} 6 Ox(d(x) - ) 5, 0I, obs att ¢ inte ingar
i satsen pa rad 1
Da ar det klart att [kd(x) —» ¢ |0 Ox(d(x) —» ).
Exempel 74: Visa att [x(Q(x) O Oy(P(y) - R(y, x))) |0 Ox(P(x) - Oy(Q(y) OR(x, y))).
L&ésning: Aven i detta exempel skall vi harleda en allkvantifierad implikation, och strategin

blir densamma som i foregaende uppgift. Vi infér P(c,) som extra premiss (rad
fem). Vi behdver emellertid utnyttja premissens existenssats, och infér darfor
Q(cy) OOy(P(y) - R(y, c1)) (rad tva) som extra premiss. Idén ar sedan att forst
bryta ner denna sats, for att sedan bygga upp den formel

P(c2) - y(Q(y) OR(cy, y)) vivill ha.

{1} 1 x(Q(x) OOy(P(y) —» R(y, x))) Premiss

{2} 2 Q(cq) OOy(P(y) - R(y, c1)) Prov prem (fér [E)
{2} 3 Q(cy) 2, E

{2} 4 dy(P(y) - R(y, ¢1)) 2,[E

{5} 5 P(c2) Prov prem (fér - 1)
{2} 6 P(c;) - R(cy, €1) 4, 0OE

{2, 5} 7 R(Cz, C1) 5, 6, -E

{2, 5} 8 Q(C1) O R(Cz, C1) 3, 7, a

{2, 5} 9 Oy(Q(y) DR(cz, v)) 8 U

{2} 10 P(c2) - y(Q(y) OR(c2, ¥)) 5,9 -1

{2} 11 Ox(P(x) - Oy(Q(y) OR(x, ¥))) 10, Ol

{1} 12 Ox(P(x) - Oy(Q(y) OR(x, ¥))) 1,2, 11, [E

Darmed ar det klart att

x(Q(x) D Oy(P(y) ~ Ry, x))) |0 Ox(P(x) - Cy(Qy) UR(x, ¥))).
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Vi behover inte papeka att ¢ och c, ar godtyckliga eftersom det framgar

direkt i formlerna.

Visaatt |0 xOyd(x,y) - OyIxd(x, y).

{1} 1 XOyd(x, y)

{2} 2 Oyé(cq, y)

{2} 3 d(ci, C2)

{2} 4 xd(x, C2)

{2} S OyIxd(x, y)

{1} 6 OyDxd(x, y)

0 7 xOyd(x, y) — OyDxd(x, y)

Prov prem (for - 1)

Prov prem (fér CE), ¢4 ny
konstant

2, OE, ¢, ny konstant
3,d

4, 0

1,2,5,[E

1,6, =1

Darmed ar det klart att vi harlett den 6nskade formeln fran en tom

premissmangd.

Observera att det inte gar att harleda xOy¢(x, y) fran Oyxkd(x, y). Vad ar det for fel pa
foljande forsok?

{1} 1 OyDxd(x, y)
{1} 2 xd(x, c1)
{3} 3 d(c2, €1)

{3} 4 Oyd(ca, ¥)

Premiss

1, OE

Prov prem

FEL, eftersom c;4
forekommer i en premiss i
premissmangden till

rad 3.

Vi ger avslutningsvis nagra exempel pa anvandningen av reglerna for identitetsrelationen.

Exempel 76: Visa attt=u |0 u =t, for slutha termer u och t.

Ldsning:

Exempel 77:

Loésning:

{1} 1 t=u
0 =

{1}

Premiss
Refl
1, 2, Subst

| rad tre har den forsta forekomsten av t i satsen t=1t ersatts med u. Parad
tva anvander vi Refl for att infora satsen t = t, som inte beror pa nagon premiss.

Dérav en tom premissmangd.

Visaatt |0 OxOy(x =y - (P(x) « P(y)).

{1} 1 C1=C2

{2} 2 P(c1)

{1, 2} 3 P(c,)

{1} 4 P(c1) — P(c2)

{5} 5 P(c2)

{1, 5} 6 P(c1)

{1 7 P(cz2) - P(cy)

{1} 8 P(ci) « P(c2)

O 9 C1=Cz - P(c1) « P(c)

0 10 Oy(ci =y - (P(c1) « P(y)
O 11 OxOy(x =y - (P(x) « P(y))

Prov prem
Prov prem
1, 2, Subst
2,3, 51
Prov prem
1, 5, Subst
5,6, -1
4,7, o1
1,8, -1

9, dl

10. Ol
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c1 och cy ingar inte i nagra premisser som satsen pa rad 9 beror pa, eftersom
ifragavarande sats inte beror pa nagra premisser alls.
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4 GODELS FULLSTANDIGHETSSATS

Malet i detta kapitel ar att visa Godels fullstandighetssats. Detta resultat bevisades
ursprungligen av Kurt Goédel 1930, och sager att en sats ¢ ar ett teorem i en predikatlogisk
kalkyl om och endast om ¢ &r en predikatlogisk sanning. Det ar emellertid opraktiskt att
bevisa detta resultat om det formella system for naturlig deduktion i predikatlogik vi tidigare
studerat. Detta beror pa att detta system har en relativt omfattande vokabular, och detta gor
att nagra av bevisen skulle bli val langa. Vi skall darfér beskriva ett formellt system med en
nagot mindre omfattande vokabular. | detta system ar det médosammare att utfora
harledningar, men det &r enklare att bevisa pastaenden om detta system. De bada systemen
ar ekvivalenta i den meningen att exakt samma formler kan deduceras i de bada kalkylerna.

Det formella systemet K
Vi presenterar har vokabular, formationsregler, axiom och deduktionsregler for det system for

vilket vi skall bevisa fullstandighetssatsen. Avsnittet nedan innehaller mycket upprepningar
fran tidigare, och finns till enbart for att framstallningen skall vara nagorlunda fullstandig.

Vokabular

Logiska symboler: Konnektiver: -, -
Kvantikatorer: O
Variabelsymboler: X1, X2, X3, ...

Vi kommer dessutom att anvanda oss av parenteser och kommatecken for att underlatta
l&sningen av formler.

Icke-logiska symboler:  Konstanter: C1, Co, C3, ...
Funktionssymboler: f, dar i,n =1, n anger stallighet och
i arettindex
Predikatsymboler: Al,dar i,n=1,n anger stallighet och
i arettindex

Som tidigare specificeras ett predikatlogiskt sprdk L genom att ange vilka icke-logiska
symboler som ingari L. De logiska symbolerna ingéar i varje predikatlogiskt sprak. Minst en
predikatsymbol maste inga i ett lexikon, eftersom vi inte annars kan bilda nagra formler.
Detta beror pa att vi inte infort nagon symbol for identitet.

Formationsregler

Termer ar tankta att peka ut individer, och vi bérjar med att rekursivt definiera begreppet
term.

Definition 1: (i) Alla konstanter ar termer.
(i) Alla variabler ar termer.
(iii) Om ty, ..., t, artermeroch f" &ren funktionssymbol, sa ar
f'(t4, ..., t,) enterm.

Definition 2: En term som inte innehaller nagra variabler kallas sluten.
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Malet ar nu att definiera vilka uttryck éver var vokabular som ar valbildade formler (vbf), och
vi borjar med att definiera begreppet atomér formel.

Definition 3: Om ti, ..., t, artermeroch Al &ren predikatsymbol, sa &r
Al (ts, ..., t,) en atomdér formel.

Vi definierar sedan begreppet vélbildad formel rekursivt.

Definition 4: (i) Alla atomara formler ar vbf.
(i) Om ¢ arenvbf,sdar -¢ en vbf.
(iii) Om ¢ och ¢ arvbf,saar (¢ - @) en vbf.
(iv) Om ¢ arenvbf, sdar Ox¢ envbffor i=1,2,3, ...

Observera att definitionerna 3 och 4 ovan ar kortare an de tidigare givha motsvarande
definitionerna. Detta beror forstas pa den begransade vokabularen. Observera ocksa att
{~, =} &ren fullstandig konnektivmangd. Ovriga konnektiver kan inféras som definitioner,
eller forkortningar, enligt féljande.

¢ O aren forkortning av —-¢ - .
¢ Oy aren forkortningav = (¢ — ).
¢ - @ arenforkortningav (¢ - @) O(Y - ¢), dvs ~((¢ ~ ¢) - (Y - ¢)).

Pa motsvarande satt kan existenskvantifikatorn inféras som en férkortning genom
x¢ ar en forkortning av —0Ox-¢ .

Innebdrden av beteckningen ¢(v4, v, ..., V) aridetta avsnitt att eventuella fria variablerna i
formeln ¢ kan finnas bland variablerna vy, v,, ..., v,. Detta skiljer sig fran tidigare
anvandning av beteckningen, eftersom vi tidigare sagt att de eventuella fria variablerna i
(v, Vo, ..., vy) finns bland vq, vy, ..., vo. Som vanligt &r vi, ¢ och Y symboler i ett
metasprak. De ingar ju inte i vart formella sprak. Om formeln ¢ innehaller precis de fria
variablerna vi, v, ..., V,, sa uppfattar vi ¢(v4, vz, ..., v4) som en forkortning av satsen
Ov40vs ... Ovad(ve, V2, ...y Vo).

Axiom
Axiomen i en teori ar av tva typer, logiska respektive akta.

De logiska axiomeni K ar foljande dar ¢, ¢ och 0 ar godtyckliga vbf.

0 ¢-W-19)

@iy (- W-9)-((¢d-w)-(¢-06)

(i) (W - =0) - (¢ - W)

(iv) Oxid(xi) - ¢(t), dar t ar en sluten term.

(v) Oxi(¢ - P) - (¢ -~ OxiP), dar ¢ inte innehaller nagra fria
forekomster av x;.

De &kta axiomen specificeras inte, eftersom de varierar fran teori till teori. Med teori forstar vi
en mangd av satser, som ar tankt att vara teorins axiom. Observera att axiomen (i) till (v)
egentligen ar axiomscheman dar vi far olika axiom genom att ersatta ¢, Y respektive 6
med vbf.
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Exempel 1:  AZ(x,,c3) — (Ox,A}(X,) — A%(x4,c5)) &ren instans av (i), och denna formel
ar en forkortning av Ox4( A%(x4,C5) — (OX,A%(X,) - AZ(x,,C3))).

Notera att vi i exempel 1 egentligen har brutit mot formationsreglerna ovan. Detta kommer vi
att fortsatta med, om det inte férsvarar lasbarheten av formler.

Saknas akta axiom sager vi att vi har en forsta ordningens predikatlogisk kalkyl. K ar alltsa
en forsta ordningens predikatlogisk kalkyl. Vi kommer att anvdnda K som beteckning bade
for den teori, som har samtliga instanser av (i) till (v) som axiom, och for det formella
system vi just specificerar. | samtliga teorier nedan ingar axiomen i K.

Deduktionsregler
Vart formella system har tva deduktionsregler.

(i) Modus ponens (MP): Y foljerav ¢ och ¢ - \,
dar ¢ och  ar vbf.

(i) Generalisering (Gen) Oxid(x;) foljerav ¢(c), dar ¢ ar en godtycklig
konstant (se OI).

Begreppen hérledning, bevis och teorem definieras som tidigare med tillagget att ett axiom
far inféras pa valfri rad. Ett axiom ar ingen premiss. Vi skriver S |0 ¢, om ¢ ar ett teorem i
teorin S, dvs om ¢ kan harledas fran axiomen i S. | stallet for K |O ¢, skriver vi vanligen
[0 ¢. Om ¢ kan harledas fran teorin S utdkad med premissmangden I, sa skriver vi

S+ |0 ¢,ochom ¢ kan harledas fran teorin S utdkad med {}, sa skriver vi

S+ |0 ¢. Vilater dessutom Th(S)={¢ : S |O ¢}, dvs Th(S) ar mangden av alla teorem
som kan harledas fran S. | en del framstéllningar anvands ordet "teori” om mangden Th(S).

Exempel 2: Vi ger ett exempel pa en forsta ordningens teori. Lat spraket for teorin innehalla
en predikatsymbol AZ?, men varken funktionssymboler eller konstanter. Vi

skriver x; <x; i stallet for Af(xi,xj). Teorin innehéller tv4 akta axiom.

(i) Oxq = (X1 < X4) (irreflexivitet)
(i) Ox1Ox20x3(X1 < X2 - (X2 < X3 —» Xq < X3)) (transitivitet)

Vi har da konstruerat teorin for partiell ordning.

Exempel 3: Ytterligare ett exempel pa en teori ar féljande, dar vi ger en axiomatisering av
aritmetiken. Spraket for denna teori innehaller en konstant ¢, som &r tankt att

tolkas som talet noll. Det finns tre funktionsbokstéver f,, f2 och fZ, som &r
tankta att tolkas som efterfoljarfunktionen (S(x) = x + 1), addition respektive
multiplikation. Vi har slutligen en predikatsymbol A?, som &r tankt att tolkas

som identitetssymbol. Av lasbarhetsskéal anvander vi 0, S, +, (respektive = for
ovannamnda symboler. Det ar emellertid viktigt att inse att vi ddrmed indikerar
tankta tolkningar, och att symbolerna kan ha andra tolkningar. De akta axiomen
ar foljande, och vi avstar fran att skriva ut allkvantifikatorerna.
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(i) X1=X2 > (X1 = X3 > X2 = Xa)

(i) X1 =Xz — S(X1) = S(xy)

(iii) 0 # S(xq)

(iv) S(x1) = S(x2) - X1 =Xz

(v) X1 + 0 = xq

(vi) X1+ S(X2) = S(x1 + X2)

(vii) x1[M=0

(viii) X1 [B5(X2) = (x1 [kz) + X4

(ix) For varje valbildad formel ¢(x), sa

¢(0) ~ (Ox(9(x) ~ $(S(x)) ~ Oxd(x))

Axiomen (i) till (viii) ar specifika vbf, medan axiom (ix) ar ett axiomschema.
Detta schema ar det starkaste mojliga sattet att formulera induktionsaxiomet i
ett férsta ordningens sprak. De tva forsta axiomen ger vissa egenskaper hos =
axiomen (iii) och (iv) ger egenskaper hos S, axiomen (v) och (vi) ger en
rekursiv definition av addition och axiomen (vii) och (viii) ger en rekursiv
definition av multiplikation. Denna teori ar mycket viktig och brukar betecknas
Peanos aritmetik (PA). | den struktur som har de naturliga talen som doman,
och som tolkar de ickelogiska symbolerna som de &r tankta enligt ovan, sa
galler det att samtliga axiom i PA ar sanna. Vi betecknar denna struktur med
N, och det géller alltsd att N |=PA. Det galler ocksa att samtliga satser i
Th(PA) ar sanna i denna struktur.

For att illustrera det m0dosamma med att bevisa teorem i K tittar vi pa féljande exempel.

Exempel 4: Visa att IO - - (¢ - P),dar ¢ och Y artva vbf.
Losning: 1 -¢ - (P - —=d) Ax (i)
2 (W - =0) - (9 - W) Ax (iii)
3 (W - =6) - (¢ - W) -
- (70 - (Y - =0) - (¢ - ) Ax (i)
4 0 - (P - —0) - (¢ - W) 2,3MP

S (=6 - (¥ - =) - (¢ -~ W) -

» (0 - (0 - =) - (=0 - (9 - ) Ax(ii)
6 (¢ - (0~ =) - (=¢ - (¢ -~ W) 4,5MP
7 -0 - (¢ - ) 1,6 MP

Ovanstaende bevis hade varit avsevart mycket enklare om vi hade haft tillgang till den
harledda deduktionsregeln Hypotetisk Syllogism. Denna kan bevisas i K pa foljande satt.

Exempel 5: Visa att {6 -y, 06} |0 ¢ - 6,dar ¢, och O ar tre vbf.

L&sning: 1 ¢ - Y Prem
2 Y- 0 Prem
3 ¢ - W-9) - (¢ -v) - (¢-9) AXx (i)
4 W-8) - (¢ - (V- 6) Ax (i)
5 ¢ - (Y- 6) 2,4 MP
6 ¢ - 4) - (¢ -6 3,5MP
7 ¢ -0 1,6 MP

Med tillgang till denna deduktionsregel, blir harledningen i ex 4 avsevart enklare. Vi utnyttjar
den helt enkelt pa formlerna pa rad 1 och 2 for att direkt erhalla det 6nskade.
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Genom att lagga till harledda deduktionsregler till K, och genom att flitigt utnyttja
forkortningar, kan man fa& K att bli ett smidigt system att arbeta i.

Deduktionsteoremet galler i K, och vi klarar oss med nedanstdende svagare variant av detta
teorem.

Deduktionsteoremet: Om ¢ arensatsoch ' en mangd av premisser, sa galler
N+¢ |0 ¢ omochendastom I' |0 ¢ - .

Exempel 6: Visa att |O ==¢ - ¢, dar viforutsatter att ¢ ar en sats.
Losning: 1 ) Prem
2 —|—|¢ — (—|—|—|—1¢ N —|—|(I) ) AX (l)
4 (—|—|—|—|¢ — —|—|¢ ) — (—|¢ — _|_|_|¢ ) AX ("I)
5 ah - 3,4 MP
6 (¢ - === ) - (=0 -~ ¢) Ax (iii)
7 -0 - ¢ 5,6 MP
8 ¢ 1,7 MP

Det ar da klart att —=—¢ |0 ¢, och deduktionsteoremet ger att |0 -—¢ - ¢.

Exempel 7: Visa att O (6 - =~d) - -0, dar vi forutsatter att ¢ ar en sats.
Losning: 1 ¢ - b Prem
2 ¢ - (7 (¢ - ) - h) Ax (i)
3 (= (¢~ =0) > =20)) - (= - =(¢ - =)  Ax(iii)
4 ¢ - (2h - (9 - 9)) 2,3HS
5 (¢ - (=¢ - (¢ - 9)) -
- (70 - =) - (=d - (¢~ ~9))) Ax (i)
6 (¢ - 2¢) - (=7 - (¢ - ~¢)) 4,5 MP
7 —|-|¢ - q) Ex 6
8 = - = 1, 7HS
9 = - a(d - ) 6, 8 MP
10 (== - (- -9)) - (¢ - =) -0) Ax (iii)
11 (® - —=d)- b 9, 10 MP
12 ¢ 1,11 MP

Detardaklartatt ¢ — -¢ |0 —¢. Eftersom ¢ arensats,saar ¢ - =¢
ocksa en sats, och deduktionsteoremet gerda att |0 (¢ - =) > =¢.

Nagra metateorem

Lat @(vq, ..., vn) vara en vbf dar de fria variablerna ar precis de angivna. Da kallas satsen [
V1 ... Oval(vy, ..., vy) fOr (det slutna) héljet till . Observera att for godtycklig struktur M
och godtycklig formel @ sa galler att M |= y(v4, ..., v,) om och endast om hdljet till

W(v1, ..., vp) arsanni M, dvs om och endastom M |= Ovq ... Ov,W(vy, ..., v,). Eftersom vi
later @(vy, ..., v,) vara en forkortning av Ovq ... Ova(vy, ..., Vn), galler det dessutom att
10 Y(v4, ..., Vo) omoch endastom I |0 Ovq ... Ova(vy, ..., vy). Detta innebéar att vi ofta
kan valja att diskutera satser i stéllet for godtyckliga vbf i bevisen nedan.
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Den predikatlogiska kalkylen K &r sund, dvs for varje sats ¢ sa galler att
om |0 ¢ saar |=¢, dvs alla teorem ar logiskt sanna.

Vi har att bevisa

(i) att varje axiom ar en predikatlogisk sanning, och
(ii) att MP och Gen bevarar predikatlogisk sanning, dvs om premisserna ar
predikatlogiskt sanna, sa ar slutsatsen logiskt sann.

(i) Viillustrerar med axiom (iv) och 6verlater verifieringen av 6vriga axiom till
lasaren.

Vi har att visa att |= Oxi¢p(x)) — ¢(t), dar t ar en sluten term, dvs variabelfri.

Vi antar att de fria variablerna i Oxid(x;)) — ¢(t) finns bland x4, X, ... , X, dar vi
ocksa antar att n <i. Om sa inte ar fallet, kan vi byta bundna variabler sa att
dessa villkor ar uppfyllda och att inga bundna variabler finns bland

X1, X2, ... , Xn. Vi har da att visa att

[= Ox40X3 ... Oxp(OXi0(X1, X2, -v. 5 Xny Xi) = O( X4, X2, «.. , Xn, 1)).

Antag for motsagelse att det finns en namnfullstandig struktur M sadan att
M |# Ox¢0x; ... OXa(OXid (X1, X2, .., Xn, Xi) = O( X1, X2, +.. , Xn, 1))

Da finns element a4, ag, ..., a, O M sa att

M |#£ Dxiq)(caﬂ,caz,...,can,xi) - ¢(ca1,caz,.. c, ,1),

1 ¥a,
och da har vi att

(1) M[=Dxi¢(c, ,C,,,---,C4 , Xi) OCh
(2) M[2d(c,,.Cq,,--1Cq 5 ).

(1) geratt

M|=¢(c, ,C, ,...,C, , ), som motséger (2), och da ar det klart att

a;? Yay? »Va,

|= Oxi(xi) — O(t).
(ii) Vi visar att MP bevarar logisk sanning.

Antag att |=¢ och |=¢ - U, och fér motsagelse att |# . Da finns en struktur
M sa att M |# . Men det galler ocksa att M|=¢ och M |=¢ - , som ger att
M |=¢ och vi har en motsagelse. Darmed ar det klart att MP bevarar
predikatlogisk sanning.

Eftersom det da galler att varje axiom ar predikatlogiskt sant och att MP och
Gen bevarar logisk sanning, sa maste varje teorem vara predikatlogiskt sant.

Ovanstaende ar den "1atta” delen av Godels fullstdndighetssats.

Definition 5: En teori S ar konsistent om och endast om det inte finns nagon sats ¢ sadan

attbade S |0 ¢ och S|O —¢.
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K ar konsistent.

Antag for motsagelse att K inte ar konsistent. Da finns en sats ¢ sa att
|0 ¢ och |O =¢.Sundheten gerda att |[=¢ och |=-¢, och vi har en
motsagelse. Alltsa ar K konsistent.

Foljande teorem ger en karakterisering av konsistenta teorier, men vi behover forst
ytterligare en definition.

Definition 6:

Enteori S ar en extension (utvidgning) av en teori T om och endast om det
for varje ¢ gallerattom T|O ¢,sa S |0 ¢. Viskriver T[] S,om S aren
extension av T, och sager aven att T ar en delfeori till S.

Observera att K ar delteori till varje teori S.

Teorem 3:

Bevis:

En extension S till K ar konsistent om och endast om det finns en sats som
inte ar bevisbari S.

Observera att K[l S. Vi anvander i bada riktningarna nedan den
kontrapositiva formuleringen. Kontrapositionen till formeln ¢ —  &r formeln

-y - —|¢.

=/ Antag att alla satser ar bevisbara i S. Vi ska visa att S ar inkonsistent. Lat
¢ vara en godtycklig sats. Da galler S|0 ¢ och S |0 =¢, och darmed ar det
klart att S ar inkonsistent.

O/ Antag att S ar inkonsistent. Dafinns ¢ sadatt S|O ¢ och S|O —¢.
Lat ¢ vara en godtycklig sats. Eftersom |0 -¢ - (¢ — W) enligt exempel 4,
och K[ S,sadharviatt S|0 -¢ - (¢ - ). Da ger tva tillampningar av MP
att S |O Y, och darmed ar det klart.

Vi ska nu pabdrja beviset av den svara delen av Gédels fullstandighetssats, och inleder med
nagra forberedande hjalpsatser.

Lemma 1:

Bevis:

Definition 7:

Antag att S &r en konsistent extension av K, och att satsen -¢ inte ar teorem
i S.Daarteorin S'=S + ¢ konsistent.

Antag for motséagelse att S’ ar inkonsistent. Da finns ¢ sd att S’ |0 ¢ och
S |0 -. Eftersom K S S’,och |0 -y - (Y - =¢), sa

S'|0 -y - (P - =¢). Da ger MP tva ganger att S’ |0 —¢.

Eftersom S'=S + ¢,sa harviatt S+ ¢ [0 -¢, och deduktionsteoremet ger att
S |0 ¢ - —~¢. Det géller ocksa enligt exempel 7 att |0 (¢ - —~¢) - =, varfor
S|O0(@ - =) - —d.Vifarda att S |0 -¢, som motsager férutsattningen att
=¢ inte ar bevisbari S. Det ardaklart att S+ ¢ ar konsistent.

En teori S ar fullstédndig om och endast om det for varje sats ¢ galler att
S|0 ¢ eller S|O -¢.Om S dessutom ar konsistent, sags S vara
maximalkonsistent.

Innan vi gar vidare med nasta lemma, skall vi diskutera kardinalitet. Om detta kan man ocksa
lasa t ex i Rosen kap 1.7. Tva mangder A och B har samma kardinalitet om och endast om
det finns en bijektion mellan A och B. Vi skriver |A] =|B|,om A och B har samma
kardinalitet. Uttrycket |A| laser vi kardinaliteten fér mangden A. Om A &r andlig och
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innehaller n element, sa ar |A| = n. Det minsta oandliga kardinaltalet betecknas [, (alef-
noll), och ar kardinaltalet fér N, dvs |N| = O,. En mangd med kardinalitet 0o ar uppréknelig.
Eftersom det finns en bijektion mellan N och en uppraknelig mangd, sa kan denna alltid
raknas upp i ett forsta, ett andra , ett tredje osv element. En mangd med kardinalitet stérre an
o sags vara overuppréknelig. Dylika mangder kan inte raknas upp.

Exempel 8: Z = {heltal} och Q = {rationella tal} ar upprakneliga medan P(N) =
potensmangden till N och R = {reella tal} ar éverupprakneliga. (Se [Rosen]

kap 1.7.)
Exempel 9: Visa att mangden andliga strangar dver en uppraknelig vokabular ar
uppraknelig.
Ldsning: Lat vokabularen vara V = {v4, vy, v, ...}. Observera att V ar uppraknelig. Vi
associerar sedan ett tal med varje symbol i vokabularen enligt
g(vk) =2k + 1.

Varje element i vokabularen ar da associerat med ett udda tal.

Darefter associerar vi varje andlig strang u = uyu, ... u,, dar u; 0V, med talet
29(u) [39(”2) [59(”3) 0. [])g(un) )

dar p; ardet iite primtalet och p; =2. Tomma strangen associeras med talet

0. Varje andlig strang ar da associerat med ett unikt jamnt naturligt tal, och vi

kan rékna upp strangarna i “storleksordning” med de associerade talen.

Vi kan ocksa effektivt avgora, via aritmetikens fundamentalsats (Rosen kap

2.3), om ett givet tal ar associerat med en strang och i sa fall med vilken strang.

Observera att om vi later vokabularen vara predikatlogikens, sa har vi nu visat

att mangden termer, mangden satser etc ar upprakneliga.

Lemma 2: (Lindenbaumslemma) Om S é&r en konsistent teori, sd har S en
maximalkonsistent extension.

Bevis: Lat ¢4, do, 03, ... vara en upprakning av samtliga satser i S:s sprak. En dylik
finns enligt ovanstaende exempel. Vi bildar sedan en féljd av extensioner
J1, J2, Js, ... till S pa féljande satt.

Lat J1=S

J_+¢_,omdJ inte bevisar -
Lat %H={“ bn 0m J, inte bevisar ~¢n oo

J. om J, bevisar = ¢,

Pastaende 1:J; ar konsistent for alla .

Vi visar detta med induktion, dar grundsteget redan ar klart, eftersom J; =S éar
konsistent enligt forutsattning.

Antag for induktion att J,, ar konsistent. Vi har att visa att J,.1 ar konsistent.
Om detinte arsa att J, |0 =, sa ar Joq = Jn + 0, konsistent enligt lemma 1.
Om J, |0 =6, sd ar Jni1 = Jn, och Jniq ar konsistent enligt induktions-
antagandet.

Induktionsaxiomet ger da att J; ar konsistent for alla i. Darmed ar pastaende 1
bevisat.
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Vi bildar sedan J :UJi .Observeraatt SO J: @ ...0 Jy 0 ... J.
i=1
Pastaende 2:J ar konsistent.

Antag for motsagelse att J inte ar konsistent. Da finns en sats ) sadan att
J|O ¢ och J|O -y. Eftersom alla bevis ar andliga, s& anvands hdgst ett
andligt antal axiom fran J i dessa bada bevis. Da finns ett n sa att samtliga
axiom som anvands i dessa tva bevis redan ingari J,. Da kan bevisen for
och =y genomforasi J,, dvs J, |0 Y och J, |0 -P. Men detta motsager att
Jn ar konsistent. Alltsa ar J konsistent.

Pastaende 3: J ar fullstandig.

Vi har da att visa att det for godtycklig sats @ galleratt J |0 @ eller J |O —y.
Lat darfor ¢ vara en godtycklig sats. Da ar

Y = ¢, for nagot n iden inledande upprakningen.

Om detinte arsa att J, |0 =¢,, sa ar Jn+ = Jn + ¢, och darmed galler att

Jn+1 [0 ¢, som ger att J |0 ¢, varfor J |0 @ eller J |0 —.

Om J, |0 =¢,, sa galler forstas att J [0 ¢ eller J |0 —y.

Alltsa ar J fullstandig.

Darmed ar det klart att J ar en maximalkonsistent extension av S.

Infér nasta lemma behdver vi ytterligare en definition. Observera att en term ar sluten om
den inte innehaller nagra variabler.

Definition 8: En teori S ar existensfullstdndig om och endast om det for varje valbildad

formel ¢(x) med exakt en fri variabel finns en sluten term t sadan att
S |0 Dx=¢ (x) » 0 (t).

| det féljande kommer vi ibland att anvénda oss av definierade logiska symboler, som formellt
inte ingér i K, och av harledda deduktionsregler, som vi inte bevisat, men vi vet i princip hur
det skall ga till, och eftersom vi vet hur ett system for naturlig deduktion fungerar och
eftersom vi vet hur vi kan utvidga K till ett dylikt, sa tar vi oss dessa friheter.

Lemma 3:

Bevis:

Varje konsistent teori S har en konsistent, existensfullstdndig extension T
sadan att T:s sprak innehaller upprakneligt manga slutna termer.

Utbka spraket for S med en uppraknelig mangd {bs, b,, bs, ...} avnya
konstanter. Kalla denna nya teori for Sy,. Axiomeni Sy ardei S, samtnya
logiska axiom som innehaller de nya konstanterna.

Pastaende 1: Sy ar konsistent.

Antag for motsagelse att Sy inte ar konsistent. Da finns ¢ sa att

So |0 ¢ O-¢ for ndgon sats ¢. Ersatt varje konstant b;, som forekommer i
bevisetav ¢ 0-¢ i Sy, med en konstant fran K:s vokabular och som inte
forekommer i beviset. Dessa substitutioner bevarar axiom och korrektheten av
anvandning av deduktionsregler. Vi har darfor ett bevisi S av ¢’ O-¢’, dar ¢’
ar den vbf som dykt upp efter substitutionerna. Eftersom S &r konsistent enligt
forutsattning, sa har vi en motsagelse. Alltsa ar S, konsistent.
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Latnu ¢4(x; ),$,(X;,), ... vara en upprakning av alla vbf med exakt en fri
variabel. Valj en sekvens b, b, ,... bland de nya konstanterna sa att b, inte
ingar i nagon av formlerna ¢,(x; ), ...,¢,(x; ), ochsa att b, # b, for i <k.
Betrakta formeln

Fo DX ~d(x, ) — =0, (b, ), for k=1,

Bilda nu en svit av teorier

S, =S, +F, forn=1,

och lat T=USn .

n=0
Uppenbart ar T existensfullstdndig, och det aterstar att visa att T ar
konsistent. Vi visar forst att S, ar konsistent for alla n.

Pastaende 2: S, ar konsistent for alla n.
Grundsteget, Sy konsistent, ar redan klart.

Antag for induktion att S,.4 ar konsistent, och for motsagelse att S, ar
inkonsistent. Da galler, enligt karakteriseringen av konsistenta teorier i teorem
3, att S, bevisar alla formler. Det géller alltsa att S, |0 —-F,. D& galler

Snt + Fn |0 —F,, och med deduktionsteoremet att S,4 [0 F, - —=Fq.
Tilsammans med exempel 5 ger detta att S,4 [0 —-F,, dvs

Snt [0 =(0x; =0,(x; ) » ~9n(b; ) -

| fortsattningen av beviset anvander vi nu en kraftfullare deduktionsapparat an
vad K har att erbjuda. Vi far att
(+)  Sna |0 X =0,(x; ), och
Sh-1 |D ¢n(bjn)'

Eftersom bjn inte forekommeri F4, ..., Fn4, innebar detta att Gen ger att

Sna |0 Ox,0,(x,), dvs
Sna |0 =0x,=9,(x,), som motsager (+).

Da ar det klart att S, ar konsistent, och induktionsaxiomet ger da att S,, ar
konsistent for alla n.

Slutligen far vi pa samma satt som i beviset for Lindenbaums lemma att

=S,
n=0
ar konsistent.

| det lemma som skall bevisas nedan anvands en viktig teknik for att skapa strukturer. Idén
ar att lata de slutna termerna i ett sprak vara element i tolkningens doman. Vi far da en sa
kallad termmodell.
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Lat J vara en maximalkonsistent, existensfullstandig teori. Da finns en struktur
M sadanatt M|=J och M={t:t arenslutentermi J:s sprak}.

Foér varje konstant a;, later vi aM = a,. Fér varje funktionssymbol f, later vi for
varje uppsattning slutna termer tq, ..., t,,

2 (ty, .. t)M = (L, ..., t,).
Slutligen later vi, for varje predikatsymbol Ay och varje uppséttning slutna
termer tq, ..., t,

(AP ={(ts, ..., t.): J |0 Al(ty,....t,)}, dvs

(t1, ..., t) O (A7) om och endastom J |0 Al(t,,...,t,).

Det ar nu tillrackligt att visa att

(+) M|=¢ omoch endastom J|O ¢ for varje sats ¢.

Beviset av (+) sker med induktion dver antalet konnektiver och kvantifikatorer i
satsan ¢.

Grundsteg: ¢ innehaller varken konnektiv eller kvantifikatorer. Da ar ¢ pa
formen AQ(t,,...,t,), dar termerna &r variabelfria. Da foljer (+) direkt av
definitionen (A} )™ da den geratt M |=¢ om och endastom M |= Al(t,,....t,)
om och endast om (ty, ..., t,) O (A om och endastom J |0 Al(t,,...,t,)

om och endastom J |00 ¢.
Induktionssteg: Antag for induktion att (+) galler for alla satser med farre an r

konnektiv och kvantifikatorer. Vi ska visa att (+) galler for alla satser med r
konnektiv (jamfor exempel 2:20).

Fall 1: ¢ &r -y

Om M |=¢, s&4 M |#y, och induktionsantagandet ger att J inte bevisar (.
Eftersom J ar fullstdndig och @ en sats, sa harviatt J |0 -y, dvs J |O ¢.
Alitsa galler det att om M |=¢,sa J|O ¢.

Om J |0 ¢,dvs J|O =y, sa galler, eftersom J ar konsistent att J inte
bevisar . Induktionsantagandet ger da att M |# @, varfér M |=¢.
Alltsa géller det attom J |0 ¢,sa M |=¢.

Alltsa galler det att M |=¢ om och endast om J |O ¢.

Fall2: ¢ ar ¢ - 6

Eftersom ¢ ar en sats, maste dven Y och 0 vara satser.

Om M |[£¢,sd M|=¢ och M |#6. Da ger induktionsantagandet att J |0 @ och
att J inte bevisar 6, och fullstandigheten hos J geratt J |0 -6. Vi far

J|O ¢ O-06,dar Yy d-6 aren forkortningav = (Y - 6),dvs J [0 = (Y - 6).

Da ger J:s konsistens att J inte bevisar | —» 0. Darmed ar det klart att

J|O Y - 6 medfératt M|=¢ - 6, dvs
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J 10 ¢ medforatt M |=¢.

Om J inte bevisar ¢, sa ger fullstandigheten att J |0 = (Y - 0),dvs J |0 @
och J |0 -6.. Konsistensen ger att J inte bevisar 0. Induktionsantagandet ger
att M|=y och M|#£6,dvs M |#Wy - 6 och vi har att M |#¢. Det ar da klart att
M|=¢ medforatt J|O ¢.

Alltsa galler det att M |=¢ om och endast om J |0 ¢.
Fall 3: ¢ ar Oxyny
a/ Om Y &ren sats sa galler

M|=¢ omoch endastom M |=¢ om och endastom J |0 ¢ om och endast
om J|O ¢.

b/ Om  inte ar en sats sa innehaller | exakt en fri variabel x,,, sa  ar
B(xm), och ¢ ar Oxy,0(Xm)-

Antag nu att M |=¢, och antag for motsagelse att J inte bevisar ¢. Pa grund
av fullstandigheten, sa J |0 =¢, dvs J |0 =0x,6(xm), som ger att

J |0 Xm =~ B(xm). Eftersom J ar existensfullstéandig, sa J |0 - 6(t) fér nagon
sluten term t. Eftersom M |= 0x0(Xm), och |= Ox8(Xm) — 6(t), géller det att
M |=6(t), och induktionsantagandet ger J |0 6(t). Detta motsager J:s
konsistens.

Alltsa har vi att M |=¢ medfor att J |0 ¢.

Antag sedan att J [0 ¢ och fér motsagelse att M |# ¢, dvs

(1) J |0 OxmB(xm) och (2) M [# OXmB(Xm).

(2) ger att M |#6(t) for nagon term t 0 M, och (1) ger att J |0 6(t), eftersom |
O OxmB(Xm) — B(t) for en sluten term t. Induktionsantagandet ger da att

M |=6(t), och vi har en motsagelse.

Alltsa har viatt J |0 ¢ medfér att M |=¢., och darmed &r det klart att M |=¢
om och endastom J |00 ¢.

Darmed ar induktionen klar.

Vi &@r nu klara att bevisa foljande centrala teorem. Observera att en struktur ar uppraknelig,
om den har en uppraknelig doman.

Teorem 4:

Bevis:

For varje konsistent teori S, finns en uppraknelig struktur M sadan att M |=S.

Lat S vara en konsistent teori. Da finns en konsistent, existensfullstéandig
extension S’ av S sadan att spraket for S’ innehaller upprakneligt manga
slutna termer (lemma 3). Enligt lemma 2 sa har S’ en maximalkonsistent
extension T sadan att T och S’ har samma sprak. Enligt lemma 4 finns en
struktur M sadan att M |=T. Eftersom SI S I T, gallerdaatt M |=S.
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Korollarium 1: Om |=¢, sa |0 ¢.

Beuvis: Antag att ¢ ar en predikatlogiskt sann sats, och antag fér motsagelse att
inte |0 ¢. Da ar K+ —¢ Kkonsistent enligt lemma 1. Enligt teorem 4, finns en
uppraknelig struktur M sadan att M |=K + =¢ . Da géller M |=-¢, och
eftersom |=¢, sa galler aven M |= ¢, dvs satsen ¢ &r bade sann och falski M.
Vi har en motsagelse, och darmed ar det klart att |0 ¢.

Korollarium 2: (Gddels fullstandighetssats) |=¢ om och endast om |O ¢.
Bevis: Foljer av teorem 1 och korollarium 1.

Korollarium 3: Lat ¢ vara en sats och I' en mangd av satser i K:s vokabular. Da galler
I |=¢ om och endastom I |0 ¢.

Bevis: =/ Antag att I |=¢ och for motsagelse att det inte ar sa att
ro ¢.

Daar I + =¢ konsistent, och teorem 4 ger att det finns en struktur M sadan
att M|=T +-¢,dvs M|=T och M|=-¢.

Men detta motsager att " |= ¢, som ju sager att for varje struktur sadan att
M |=T, sa galler M |=¢.

Alltsa galler det att I [=¢ medfér [ |O ¢.

O/ Antag I |O ¢, och lat M vara en godtycklig struktur sddan att M |=T". Vi
ska visa att M |=¢.

| bevisetav ¢ fran ' utnyttjas hogst ett andligt antal av premissernai I', sag
att dessa ar Yy, Yo, ..., Yn.

Da galler det att {{, Y2, ..., Yn} |0 ¢, som ger att |0 (Y1 Oy, O... Ogy) - 6.
Teorem 1 (sundheten) ger da att

1= (W1 Owz O OWn) — ¢, dvs {Us, Wz, ..., U} = 9.

Eftersom M |=T, sa maste M |={y1, Yo, ..., Yy} och darmed galler det att
Mi=¢.

Detardaklartatt I |0 ¢ medfér I [=¢.

Definition 9: En teori S ar avgdérbar om och endast om det finns en mekanisk metod med
hjalp av vilken man kan avgoéra huruvida en given sats ar teoremi S eller €j.

Observera att detta inte ar en sarskilt precis definition eftersom begreppet mekanisk metod
ar vagt och inte definierat. Man kan emellertid precisera detta begrepp, t ex med hjalp av
begreppet turingmaskin och pa sa satt erhalla en precis definition av begreppet avgérbarhet.
Teorem 5: Det formella systemet K ar ej avgodrbart.

Beviset av detta resultat ligger e€j inom ramen for vad vi kan astadkomma i detta
kompendium.
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Den forsta ordningens predikatlogik vi definierat i detta avsnitt kan utvidgas till en forsta
ordningens predikatlogik med identitet. Vi reserverar en av predikatsymbolerna, sag A?, for

det vi tdnkt som likhetstecken och vi utdkar mangden axiom med ett axiom och ett
axiomschema, som ar tankta att karakterisera identitet. De axiom vi lagger till &r

(vi) Ox4 AZ (X1, X1)
(vii) Ox10x%a(X1 = X2 = (d(X1, X1) = d(X1, X2))

I (vii) ar ¢(x4, x1) ar en godtycklig vbf, ¢(x4, x2) uppstar ur ¢(x4, x;) genom att ersatta en
eller flera, dock inte nédvandigtvis alla, fria forekomster av x; med x, under foérutsattning
att xo ar fri for X1 i ¢(X1, X1).

Aven i detta fall galler lemma 4, men i beviset krévs en annan konstruktion av en lamplig
struktur.

Vi avslutar med ytterligare en tillampning av fullstdndighetssatsen. Den féljande satsen har
viktiga tillampningar vad galler konstruktioner av sa kallade icke-standardmodeller.

Teorem 6: Lat S vara en teori. Da galler det att det finns en struktur M sadan att M [=S
om och endast om det for varje andlig delmangd T till S finns en struktur M’
sadan att M’ |=T.

Bevis: =/ Om det finns en struktur M sadan att M |=S, sa maste M vara sadan att
M |=T férvarje T sadantatt TOS.

O/ Antag att det for varje andlig delmangd T till S finns en struktur M’
sadanatt M’ |=T.

Vi ska visa att det finns en struktur M sadan att M |=S. Antag foér motsagelse
att det inte finns en struktur M sadan att M |=S.

Da ger teorem 4 att S ar inkonsistent. Darmed finns en sats ¢ saatt S|O ¢
och S |0 -¢. Eftersom alla bevis ar andliga, sa finns en andlig delmangd T till
S sadan att T innehaller samtliga axiom som utnyttjas i de bada bevisen.

Da gallerdetatt T|O ¢ och T|O =¢. Fullstindighetssatsen (kor 3) ger att
T|=¢ och T|=-¢. Eftersom T &ren andlig delmangd till S, sa galler enligt
forutsattning att det finns en struktur M’ sadan att M’ [=T. | denna struktur
gallerdd att M’ |=¢ och M’ |=-¢.

Vi har en motsagelse, och darmed &ar det klart att det finns en struktur M sadan
att M |=S.

Exempel 10: Detta exempel ar knutet till exempel 3. Utoka det sprak L som ar givet i
exempel 3 med en ny konstant ¢, och bilda teorin

T=Th(PA) O {0 < ¢4, S(0) < ¢4, S(S(0)) < cy, ...}
dvs T har som axiom alla teorem i PA uttkat med alla satser pa formen
n < c,. Vianvander x <y som en férkortning av [z(z#0 Ox+z=y),och n &r

en forkortning av S(S(...(S(0))...)) darvi har n stanvandningar av S.

Da galler det att PA [l T, och att till varje andlig delmangd U till T finns en
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struktur M’ sadan att M’ |=U.

Kompakthetssatsen ger da att det finns en struktur M sadan att M |=T. Da
géller det att ¢, inte &r ett naturligt tal.

Eftersom M ar en struktur for L O {c4}, sa finns en struktur for L dar den enda

andring vi behdver goérai M ar att eliminera tolkningen av konstanten c;.
Beteckna denna struktur med M”. Da galler att M och M” har samma doman!

Vi har alltsa konstruerat en struktur sadan att samtliga axiom i PA ar sanna,
och dar domanen innehaller element som inte ar naturliga tal. Strukturen kallas
en ickestandardmodell till PA, och de element i domanen som inte ar naturliga
tal kallas ickestandardtal.
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