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Sannolikhetsldra

Marco Kuhlmann

Detta dr en kompakt sammanfattning av momentet "sannolikhetslara” som ingar i kurserna
Matematik 1b och 1c pa gymnasiet. I slutet av dokumentet hittar du uppgifter med vilka du
kan testa om du behover repetera delar av momentet.

1 Grundldiggande begrepp

Nir vi singlar slant eller kastar tarning kan vi inte med sakerhet forutsdga resultatet. Singla
slant och kast med tarning ar exempel pa slumpforsok.

Ett mojligt resultat vid ett slumpforsok kallas utfall. Nar man singlar slant finns det tva mojliga
utfall: krona och klave. Vid kast med tdrning finns det sex majliga utfall: etta, tvaa, trea, fyra,
femma och sexa. Midngden av alla mojliga utfall vid ett slumpforsok kallas forsokets utfallsrum
och betecknas med den grekiska bokstaven (2 (omega).

En héndelse ar en mangd mojliga utfall. Hindelsen ”jamt antal prickar” vid kast med tdrning
intraffar nar man slér en tvaa, fyra eller sexa; handelsen bestar alltsa av tre stycken utfall.

Mingden , som innehaller alla méjliga utfall vid ett slumpférsok, representerar handelsen
som alltid intraffar. Den tomma mangden representerar handelsen som aldrig intraffar.

Notationen P(A) betecknar sannolikheten (eng. probability) for hindelsen A. En sannolikhet
kan anges i brakform (%), decimalform (0,5) eller procentform (50%). Ibland sédger vi chans
eller risk istallet for sannolikhet, t.ex. "Risken for att insjukna i bakteriell meningit dr 0,003%”.

Kolmogorov-axiomen. Sannolikheter lyder under nedanstdende regler:

(1) For varje hiandelse A giller att P(A) dr ett reellt tal mellan 0 och 1.

(2) For hela utfallsrummet Q giller att P(Q2) = 1.

(3) For handelser A, B som inte kan intréffa samtidigt géller att P(A eller B) = P(A) + P(B).

2 Likformiga sannolikhetsfordelningar

Nir alla utfall av ett sSlumpférsok har samma sannolikhet, sdger man att man har en likformig
sannolikhetsfordelning. Singla slant och kast med térning ar exempel pa slumpforsok med
likformig sannolikhetsfordelning.
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Figur 1: Kast med tva tirningar, en rod och en lila. Utfallet 5, 4 betyder att den roda tirningen

visar en femma och den lila tdrningen visar en fyra. Punkterna pé diagonalen representerar

héndelsen "poangsumman lika med 7”.

Nér man har en likformig sannolikhetsférdelning (och bara dé!) beskrivs sannolikheten for
en hindelse A av den sa kallade klassiska sannolikhetsmodellen:

P(A) = antalet gynnsamma utfall _ antalet utfalli A

antalet méjliga utfall  antalet utfall i Q

Vid kast med tarning finns det sex mojliga utfall. Sannolikheten for hdndelsen “sexa” (ett
gynnsamt utfall) ar %; sannolikheten for ”jamt antal prickar” (tre gynsamma utfall) &r %

Sannolikheten for hindelsen som alltid intréffar dr 1; for denna héndelse dr antalet gynnsamma
utfall samma som antalet méjliga utfall. Sannolikheten for hdndelsen som aldrig intraffar r 0;
for denna hédndelse dr antalet gynnsamma utfall lika med noll.

Likformiga sannolikhetsfordelningar kan presenteras med utfallsdiagram som i figur 1. Detta
diagram visar alla majliga utfall for slumpforsoket “kast med tva tirningar”. Ur diagrammet
kan vi ldsa av sannolikheten for hdndelser som t.ex. "poangsumman lika med 7” % = é).

3 Sannolikhet som relativ frekvens

Vi gor upprepade kast med en tirning. Vid utvalda tidpunkter rdknar vi ut den relativa
frekvensen av sexor, dvs. kvoten mellan antalet sexor (den absoluta frekvensen) och antalet
kast. Resultaten visas i tabell 1. Som vi kan se stabiliserar sig den relativa frekvensen kring
den teoretiska sannolikheten for hindelsen "sexa”, 1 (figur 2).
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antal kast n 10 50 100 500 1000 5000 10000 50000
antal sexor f 1 8 17 98 179 818 1688 8308
relativ frekvens  f/n 0,100 0,160 0,170 0,196 0,179 0,164 0,169 0,166

Tabell 1: Relativ frekvens av sexor vid upprepade kast med en térning

3.02 De stora talens lag. Den relativa frekvensen for en hidndelse narmar sig sannolikheten for
hindelsen nir antalet slumpforsok okar.

3.03 Det finns manga situationer dar man inte pa forhand kan bestimma sannolikheten f6r en
viss hdndelse; detta giller i synnerhet nér sannolikhetsfordelningen inte ér likformig. I dessa
fall kan man anvinda De stora talens lag och ta den relativa frekvensen f6r handelsen vid ett
stort antal slumpforsok som niarmevérde for sannolikheten.

4 Slumpforsok i flera steg

4.01 Nir vi kastar tarning tva ganger, sd ar det rimligt att anta att sannolikheten for hidndelsen
”jamnt antal prickar” vid forsta kastet inte paverka sannolikheten fér samma handelse vid
andra kastet. Vi kan dérfor betraktar de tva hiandelser som oberoende.

4.02  Produktregeln séger att sannolikheten for att tva oberoende handelser A och B ska intriffa
ar produkten av de enskilda hiandelsernas sannolikheter:

P(A och B) = P(A) - P(B)

Produktregeln giller dven for fler &n tva handelser, under forutsittningen att alla dessa han-
delser ar 6msesidigt oberoende.

0'14 | | | | | |
0 10,000 20,000 30,000 40,000 50,000

n

Figur 2: Relativ frekvens (f/n) av sexor vid n kast med tarning. Den relativa frekvensen
stabiliserar sig kring den teoretiska sannolikheten é (orange linje).
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Figur 3: Vi drar tva kulor ur en burk som i borjan innehéller tre svarta kulor och tva vita

kulor. De fyra grenarna ldngst ned representerar de moéjliga utfallen, dvs. "tva svarta kulor”,

» » » »

”svart kula forst, sedan vit kula”, ”vit kula forst, sedan svart kula”, ”tva vita kulor”.

Att tva hindelser 4r beroende innebir att intréffandet av den ena paverkar sannolikheten for
den andra. Exempel: Vi har en pase med fem kulor, tre svarta och tva vita. Vi drar tva kulor
ur pasen. Sannolikheten for vilken firg den andra kulan har beror pé vilken firg den forsta
kulan hade. Ett slumpforsok i flera steg som detta kan illustreras som i figur 3.

Diagrammet i figur 3 ér ett exempel pa ett traddiagram. I ett traddiagram representerar varje
niva ett steg i slumpforsoket, och varje gren ett mojligt utfall.

Rikneregler for traiddiagram.

(1) Sannolikheten for en gren (ett utfall) i ett traddiagram dr lika med produkten av sanno-
likheterna langs grenen.

(2) Sannolikheten for en hindelse d4r summan av sannolikheterna for de olika grenarna
(utfallen) i ett traiddiagram som ingér i handelsen.

Dragning med aterliggning syftar pa slumpférsok i flera steg med oberoende handelser, som
t.ex. att dra kulor ur en burk och lidgga tillbaka kulorna efter varje dragning, eller att kasta
flera tdrningar i foljd. Sadana slumpforsok kan visualiseras bade med utfallsdiagram (figur 1)
och med triddiagram (figur 3).

Dragning utan éterldggning syftar pa slumpforsok i flera steg med beroende handelser, som
t.ex. att dra kulor ur en burk utan att lagga tillbaka dem. Sadana slumpforsok kan visualiseras
med traddiagram (figur 3).
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5 Komplementhiindelse

For tva handelser A och B som inte kan intréffa tillsammans (dvs. som inte har nagra ge-
mensamma utfall) men som tillsammans utgor hela utfallsrummet géller P(A) + P(B) = 1.
Hindelserna kompletterar varandra. Handelsen B kallas ddrfor komplementhéndelsen till
héindelsen A (och vice versa) och vi skriver B = A°. Fér komplementhindelser géller:

P(A°) =1-P(A).

Diagnos

En burk innehéller fem vita och tre svarta kulor. Du tar slumpvis en kula ur burken. Hur stor
ar sannolikheten att du fir en (a) vit kula, (b) svart kula?

Du singlar slant. Hur manga mojliga utfall finns det? Hur stor dr sannolikheten for "krona”?
Ungefir hur ménga ganger pé 1 ooo kast bor du fa “krona”™?

Du kastar tarning. Hur stor ar sannolikheten att du far ett jamnt antal prickar? Hur manga
ganger kan du forvinta dig att fa ett jamnt antal prickar om du kastar tarning 120 ganger?

I ett lotteri finns 500 lotter. Sannolikheten att fa en vinstlott dr 0,05%. (a) Hur manga vinstlotter
finns det? (b) Hur manga nitlotter finns det? (c) Hur manga vinster dr det sannolikt att du far
om du koper 4o lotter?

Du kastar en tdrning fem ganger och far en sexa varje gang. (a) Hur stor ar sannolikheten att
du far en sexa dven i nésta kast? (b) Hur stor ar sannolikheten att du fir en etta i nasta kast?

Du drar tva kort ur en kortlek. (a) Vad ar sannolikheten att det férsta kortet ar hjarter? (b) Anta
att det forsta kortet dr hjédrter. Vad dr da sannolikheten att dven det andra kortet ar hjarter?
(c) Vad dr sannolikheten att bada kort &r hjarter?

Monty Hall-problemet. Du presenteras tre stingda dorrar — bakom en finns en bil, och
bakom de tva andra finns tva getter. Du blir ombedd att vélja en dorr; men du ska inte 6ppna
den dn. Monty Hall, som vet var bilen finns, 6ppnar istillet en av de tva resterande dorrarna
och visar att denna dorr doljer en get. Han fragar dig darefter om du vill halla fast vid ditt val
eller byta till den andra o6ppnade dorren. Hur férdandras dina vinstchanser om du byter?

Vad dr sannolikheten att minst tva personer i klassen fyller ar pa samma dag? Ledtrad: Denna
uppgift kan losas med hjdlp av komplementhéndelse.
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