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Kapitel 1

Introduktion till vektorer

ch:intro

1.1 Begreppet vektor

Matematiken anvénds for att beskriva naturen. Vi anvénder t.ex. tal i vardagen. Redan till frukosten s
fyller vi vattenkokaren med 1.5L vatten, tar 10g teblad som vi ldgger i en sil i tekannan. Nér vattnet kokar
vid 100 °C haller vi vattnet over i tekannan och later det dra i 5 minuter. Sddana saker, som kan métas med
ett tal kallar vi skaldra® storheter. Sedan ska vi i vig till skolan/jobbet och sitter oss i bilen. Vi kor i viig,
kollar pa hastighetsmétaren att farten dr inom de granser som finns men for att komma fram sa ar det ocksa
viktigt att halla koll pa korriktningen. Slar vi ihop farten med denna korriktning sa far vi den hastighet vi
kor i. Hastighet har alltsd en skaldr komponent, farten, men den har alltsd ocksd en riktningskomponent.
Slar vi ihop detta sa forstar vi att hastigheten beskrivs av bade ldngd och riktning, Ett sddant begrepp
kallar vi f6r en vektor:

1.1.1 Skaladra och vektoriella storheter.

Begreppet hastighet, begreppet kraft och begreppet moment &r alla vektoriella storheter. Det kravs
béade en riktning och en storlek for att beskriva dem. Som motsats till detta har vi begreppen léngd,
tid och temperatur som bestdms av ett tal och kallas darfor skalédra storheter.

1.1.2 Vad ar en vektor?

Vi sammanfattar diskussionen ovan genom att tala om vad vi menar med en vektor.

DEFINITION AV

EN VEKTOR AR ETT OBJEKT SOM HAR BADE LANGD OCH RIKTNING. VEKTOR

En vektor illustreras ofta som en pil. Pilens startpunkt kallas ofta fér vektorns fotpunkt eller
utgangspunkt och pilens spets kallas for vektorns dndpunkt , slutpunkt eller just spets.

1.1.3 Egenskaper for vektorer

Nét vi nu definierat begreppet vektor sa behover vi fortsdtta med att beskriva nagra av dess enklaste
egenskaper.

Iskaldr ar ett gammaldags ord for tal. Det finns ménger av skalira storheter: lingd, ljus och ljudstyrka, spanning,
strom och resistans fér att ndmna nagra
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dndpunkt

fotpunkt/utgangspunkt

i) i1.)

Figur 1.1: (i.) Geometrisk beskrivning av vektor. (ii.) Geometrisk addition av vektorer.

1.1.3.1 Nar tva vektorer ar lika.

Det ar viktigt att kunna avgdra nér tva vektorer ar lika. Enligt definitionen sa borde tva vektorer
alltsa vara lika om de bada har samma ldngd och samma riktning. Detta betyder inte att deras
fotpunkter maste sammanfalla utan de kan ligga pa helt olika platser i rummet. Men de maste vara
lika 1anga och peka at samma hall.

Man kan ocksé sdga att tva vektorer dr lika ndr man parallellforflyttar dem s& att de far en
gemensam fotpunkt. Man kan t.ex. flytta bada vektorerna sa att de far fotpunkt i origo. Om de
da sammanfaller sa &r de lika. Vektorer med fotpunkt i origo kallas f6r ortsvektorer. En ortsvektor
pekar ut en unik punkt i rummet (dndpunkten) och denna punkts koordinater ger ortsvektorn ett
numeriskt uttryck i form av en koordinatvektor. Eftersom alla vektorer kan parallellforflyttas till
origo sa kan alltsa alla vektorer ges ett sidant koordinatuttryck och det &r dessa koordinatvektorer
som vi kommer att anvinda for att rikna med vektorerna. Detta gar vi igenom i kapitel 77.

1.1.3.2 Geometrisk vektoraddition

For att addera tva geometriskt definierade objekt s& placerar man den andra vektorns fotpunkt i
den forsta vektorns d&ndpunkt. Summan av vektorerna ar da den vektor som gar fran den forsta
vektorns fotpunkt till den andra vektorns &ndpunkt. (Se figur 1.1 ii.).

Geometrisk addition &r vildigt anvindbar t.ex. nér man ska forsta ett problem. Det &r ofta
klargérande att rita bilder dar vektorer indikeras konkret med pilar och man kan genom det skapa
sig en battre kénsla for problemet. Men for att gora exakta numeriska berdkningar s behéver man
identifiera vektorerna med numeriska uttryck. Som vi ndmnde i ovan sd anvdnder man ortsvektorer-
nas koppling till punkter i rummet och punkternas beskrivning som koordinatvektorer.? Med dessa
koordinatvektorer sd kommer vi f& ett konkret, enkelt och exakt sdtt att rdkna med vektorer.

Exempel 1.1.1. i en lada &r tva rep fasta. Om man drar i repen med respektive kraft F; och Fs.
(se figur 1.2) Ladan kommer att paverkas pd samma sitt om vi fister ett rep och drar med den
resulterande kraften F; + Fs.

?Vektorerna identifieras med punkternas koordinatbeskrivningar, som vi kommer att kalla for n-tuppler. En 2-
tuppel kallar vi vanligen for talpar. (1, 3) &r t.ex. ett talpar som beskriver koordinaterna for en viss punkt i talplanet.
Hogredimensionella rum kréver mer, ett tal for varje dimension.
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Figur 1.2: Tva krafter som verkar pa en lada kan ersittas med den resulterande kraften som fés
genom vektoraddition.

1.1.3.3 Forlangning av vektorer

En vektor kan forlingas (eller forkortas) genom att man multiplicerar vektorn med ett tal. En vektor
2v pekar at samma hall som vektorn v men &ar dubbelt sa lang. Vektorn %v ar pa motsvarande satt
hélften s lang som v men pekar fortfarande &t samma hall.

Forlangning av en vektor far vi alltsd genom att multiplicera med ett lAmpligt tal. Vi kommer
kalla denna operation for “multiplikation med skaldr”

1.1.3.4 Negativa vektorer

Om man multiplicerar en vektor med ett negativt tal sa far man en vektor som pekar &t motsatt
hall. Exempelvis s& dr vektorn —v lika lang som v men pekar i motsatt riktning. Subtraktion av
vektor fran en annan vektor u — v betyder att man adderar u med vektorn som &r lika lang som v
men som pekar at motsatt hall, dvs addera —v

u—v=u+(-v).
Geometriskt ser det ut som i figur 1.3.

A

u+(-v)=u-v v

Figur 1.3: Geometrisk subtraktion u — v gors genom att addera den motsatt vektor u + (—v)
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1.1.4 Ovningsuppgifter

Berikna summan av vektorerna (1,2) och (3, —1) mha geometrisk addition

(4,1) (se Figur 1.16)
Tva vektorer u = (—2,3) och v adderas och blir vektorn w = (1,7). Berdkna v med vektoraddition.

Tva personer X och Y drar en bat pa var sin sida av en smal kanal vars riktning gar langs vektorn
(1,3). Personernas krafter pa baten kan beskrivas som X = (2,2) och Y = (—1,3). Berédkna den
resulterande kraften som verkar pa baten. Kommer baten att gi rakt i kanalen eller kommer den
braka in i ndgon av kanalens sidor? Vilken sida i sa fall? Rita bild och férklara.

A

A .
\AC/

Figur 1.4: Fyra vektorer i planet.

I Bild 1.4 ser vi fyra vektorer. Genom att flytta vektorerna pa lampligt sétt avgor om A+B = C'+ D.
Med vektorerna i figur 1.4 berdkna A — C och D — B.
Med vektorerna definierade av figur 1.4.

1. Visa att —(A+ D) = (—A4) + (-D).

2. Visa att 2(A+ C) =24+ 2C.

3. Visa att 3(A—C) =34 -3C
Beskriv vektorerna A, B, C och D, i figur 1.4 som ortsvektorer och visa att A+B=B+A. Stdmmer
motsvarande relation ocksé for andra kombinationer av de fyra vektoererna. Tex &r A+C = C'+ A?

Vad maste gélla allmént for tva vektorer u och v? Spelar det nagon roll vilken ordning vi adderar
dem, vilken vektor vi skriver forst?

Skriv ned koordinatvektorerna for ortsvektorerna for vektorerna i figur 1.4. Anvéind dessa for att
berdkna A+ B, A— B, C+ D och C — D
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1.2 Punkter versus vektorer

I foregaende avsnitt larde vi oss att en vektor bestams av dess ldngd och dess riktning. Vi sag ocksé
att tva vektorer ar lika om de har samma l&ngd och samma riktning. Vektorer kan parallellforflyttas
genom att placera vektorns fotpunkt i olika punkter i rummet. Hitills har vi bara lart oss att addera
vektorer geometriskt men vi ska nu disktutera hur vi identifierar vektorerna med siffror sa att vi
enklare ska kunna rikna med dem utan att behova forlita oss pa négon geometrisk framstéllning
av dem.

1.2.1 Punkter i planet eller rummet

Lat oss borja med att paminna oss om hur vi representerar punkter i talplanet. Det hér dr nagot
vi kiinner igen fran grundskola och gymnasiet och som visas i félande exempel.

Exempel 1.2.1. I talplanet eller zy-planet har vi markerat en punkt (origo) och tva axlar z- och
y-axlar. En punkt i planet brukar vi ange m.h.a. ett talpar (a,b) som i figur 1.5. Vi betecknar

talplanet med R2. -
(ab.c)
z
A y
(a,b)
T .
a X

Figur 1.5: Till vanster, xy-planet dir en punkt anges med ett talpar (a,b). Till hoger det tredimen-
sionella xyz-rummet dir en punkt anges med en taltrippel (a,b,c). De réda pilarna representerar
ortsvektorer eftersom de utgar fran origo.

Pa samma sétt fungerar det i tre dimensioner

Exempel 1.2.2. For att ange punkter i det tredimensionella rummet har man, férutom de tva
axlarna x och y en tredje axel, den s.k. z-axeln. En punkt i det tredimensionella rummet ges da av
en taltrippel (a, b, ¢) som méts m.a.p. de tre axlarna. Om vi samlar ihop alla sddana taltripplar s&
har vi det tredimensionella rummet R3.

Exemplen visar hur vi kan betrakta talplanet och vart tredimensionella rum som ett rum av punkter,
dér vi har valt en punkt som referenspunkt, kallad origo och dér vi infért koordinataxlar x, y och
z.

Vi ska nu ga vidare och diskutera hur vi kopplar ihop punkter med vektorer. Tanken &r att vi
ska anvédnda oss av punkterna och deras koordinater for att rdkna med vektorer.
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fotpunkt

i) i) iii.)

Figur 1.6: Vektor, relation mellan punkter och vektorer.

1.2.2 Ortsvektorer och punkter

Vi kommer nu argumentera for att punkter i planet/rummet kan anvindas for att representera
vektorer pa sa sitt sa att varje vektor svarar mot en unik punkt och varje punkt svarar mot en
unik vektor. Denna identifikation gor att vi kan anvinda punkternas koordinater for att utfora
vektorernas addition. En f6ljd av detta blir att vi utan storre komplikationer kan generalisera
rakningarna till vilken dimension som helst. Man behoéver bara fler koordinataxlar. Om vi bara
arbetar med geometriska vektorer s& kan vi bara klara av att arbeta i de rumsdimensioner vi sjélva
lever i, dvs i tre dimensioner.

1.2.2.1 Ortsvektorer och punkter i planet/rummet kan identifieras

Vi har sett att rella planet R? dr mingden av alla talpar (a,b), diir a och b #r rella tal. Det ér inte
svart att se att alla sddana talpar definierar en unik vektor som har fotpunkt i origo och spets i
punkten markerat av vart talpar (a,b). En sddan vektor, som gar fran origo till en punkt kallar vi
for en ortsvektor. Varje sadan ortsvektor pekar ut en unik punkt och pa det viset kan vi identifiera
punkterna med deras ortsvektorer: Fn viss punkt svarar mot en viss ortsvektor och denna ortsvektor
pekar ut var punkt.

1.2.2.2 Vektorer och ortsvektorer &r samma sak

Om vi istéllet startar med en vektor, som allts& har langd och riktning, s kan vi parallellférflytta
den utan att &ndra varken dess riktning eller langd, sa att dess fotpunkt hamnar i origo. Parallell-
forflyttningen ger oss darfor en ortsvektor. Varje vektor definierar alltsa en unik ortsvektor. Och
om vi, omvént, startar med en ortsvektor sa kan vi fa varje annan vektor med samma léngd och
riktning genom att parallellforflytta ortsvektorn. Det hiar ger oss en identifikation mellan vektorer
och ortsvektorer, dvs att de i denna mening faktiskt kan betraktas som samma sak.

1.2.2.3 Vektorer och punkter i planet kan identifieras

Vi kan nu gora identifikationen mellan vektorer och punkter. Sambandet (1.1) visar vi vad vi gjort
VEKTOR <— ORTSVEKTOR <— PUNKT PA FORMEN (a,b,c) (1.1)

Om vi startar med en vektor sa kan vi med lampliga parallellférflyttningar identifiera vektorn med
en ortsvektor. Denna ortsvektor pekar som vi sett ut en viss punkt och d& har vi kopplat ihop
vektorn med punkten (via ortsvektorn)
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Om vi, omvént, startar med en punkt sa finns det en ortsvektor som pekar ut denna punkt.
Ortsvektorn definierar en viss langd och viss riktning och d& har vi fatt en vektor.

Pa detta satt ar alltsa vektorer och punkter visentligen samma sak och vi kan déarfor lugn blanda
samman begreppen och prata om punkter nér vi behdver det och vektorer eller ortsvektorer nar det
ar mest lampligt. Vi kommer hur som helst att rdkna med punkternas talpar och taltrippler (eller
tal-tuppler i &nnu hogre dimension).

P4 det hir sittet kan vi alltsd tolka vara rum R? och R? som rum av vektorer, s& kallade
vektorrum. Punkter, vektorer och ortsvektorer kommer vi representerar med punktuttrycket (a, b, ¢).
Eftersom de tre talen ar koordinaterna m.a.p. x, y och z s& kan vi kalla ett sddant punktuttryck
for koordinatvektor®

1.2.3 Addition av vektorer

Givet tvi tredimensionella vektorer u och v s& kan vi lata dem representeras (via sina ortsvekto-
rer) av punkter i rummet. Vi har d& att u = (a1,b1,¢1) och v = (ag, b, co) for nagra reella tal
a, b17 C1, 02, b27 C2

Definition 1.2.3. ADDITION AV VEKTORER :: Addition u+ v av tvd vektorer u och v definieras av
u+v=_(a1,b1,c1) + (az,bo,c2) = (a1 + as, by + ba, c1 + c2). ADDITION

AV VEKTORER
Lat oss nu utveckla titta pa ett exempel

Exempel 1.2.4. Lat oss addera vektorerna u = (1,2,3) med v = (—2,3,5). Vi har
ut+v=(1,2,3)+(-2,3,5) =(—1,5,8)

Men vi kan ocksa vinda pa ordningen och skriva
v+u=(-2,35)+(1,2,3) =(-1,5,8)

vilket tydligen gav oss samma svar. Det verkar allstd som om att det inte spelar nagon roll vilken
ordning vi stéller upp vektorerna nér vi ska addera dem.
I uppgift 12 far Ni som uppgift att visa att detta géller allmént, dvs for alla par av vektorer.

1.2.4 Multiplikation med skalir

Om vi adderar en vektor med sig sjilv sa far vi
u+u=(a,b,c)+ (a,b,c)=(2a,2b,2c).
Det verkar vettigt att kalla summavektorn till véinster for 2u vilket ger oss regeln
2u = 2(a, b, ¢) = (2a,2b, 2¢).

Multiplikation med 2 tolkar vi geometriskt som att vi férdubblar vektorns lingd. Om vi multiplicerar
med nagot annat tal sa fordndras vektorns lingd med motsvarande faktor. Det hér ger oss en ny
rikneregel som vi kan kalla for multiplikation med ett tal, eller multiplikation med skalér.*

3Vara vanliga axlar x, y och z dr inte det enda mojliga referenssystemet utan det finns manga andra anvindbara
system. Varje system har sina egna koordinatvektorer kopplade till vektorerna. Koordinatvektorernas siffror beror
alltsd pa vilket referenssystem som vi valt sd att samma vektor kan representeras av olika koordinatvektorer. Nér
man byter till ett nytt referenssystem s& maste man Sversidtta koordinatbeskrivningarna fran det gamla till det nya.
Detta ska vi reda ut i den del av kursen som behandlar s.k. basbyten

4skaldr dr ett dldre ord for tal, som anvinds ibland. Jimfor skaldr storhet.
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Definition 1.2.5. MULTIPLIKATION MED SKALAR ::
Lat u = (a,b,c) och t ett reellt tal sd blir tu = t(a, b, c) = (ta,tb, tc).
Lat oss se pa ett enkelt exempel:
Exempel 1.2.6. Lat a = (1,2, —5) och b= (-3,2,1), t = —2 och s = 3. D4 blir sa + tb:
sa+tb=(—2)(1,2,—5) +3(=3,2,1) = (—2,-4,10) + (=9 + 6 + 3) = (—11,2,13).

En sddan kombination av vektorer kallar vi fér en linjirkombination av vektorerna.
n

Genom att utnyttja ovanstdende definitioner samt vara vanliga rédkneregler for reella tal sa kan
man hiirleda/bevisa foljande rikneregler for vektorer. °

Definition 1.2.7. SAMLADE RAKNEREGLER :: Vi samlar alla rdkneregler som gdller for vektoraddi-
tion och multiplikation med skaldr:

u+v = v+4u additionen dar kommutativ (1.2)
u+(v+w) = (u+v)+w additionen dr associativ (1.3)
u+0 = u nollvektorn dr additiv identitet (1.4)
u+(—u) = 0 —u pekar dt motsatt hdll mot+ u (1.5)
lu = u identiteten for multiplikation med skaldr (1.6)

s(tu) = (st)u (1.7)
(s+thu = su+tu (1.8)
s(u+v) = su+sv (1.9)

1.2.5 Ovningsuppgifter

Lat a = (1,2,3,—1), b=(-2,3,1,2) och ¢ = (2,1, —1, 2). Beritkna
a.) 2a+3b— 5¢

b.) —a+2(c+ 3b)

c.) —3(a+ 3b— 2c)

Visa att det finns en linjiar kombination av vektorerna a = (1,1,1) och b = (—2,3,5) som ger oss
(8,—7,—13).

Verifiera réknereglerna (1.3), (1.5), (1.7), (1.8) och (1.9) for u = (1,2,1), v = (3,—-1,1), w =
(—=2,1,2), s=2o0ch t=-3.

Visa att vektoraddition #r kommutativ. Dvs visa att u + v = v + u giller for alla u, v € R3

5Dessa rikneregler brukar ibland kallas fér vektorrumsaxiom. Vara reella rum av taltuppler R™ star darfor
modell for dessa allménna vektorrum
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1.3 Begreppet skalarprodukt

Skaldrprodukten ar en produkt av tva vektorer som resulterar i ett reellt tal:

Dérfor heter det
skalar produkt pa

svenska
. . output
mpuutar — > sren
tva . —» skalar,
vektorer N * dvs ett
tal

\

Har har vi en punkt.
Punkt pa engelska heter
dot.

Darfor heter det
dot product
pa engelska

Figur 1.7: Skaldrprodukten av tva vektorer u och v, betecknas u e v och blir ett reellt tal som bade
innehaller information om vektorernas langder och vinkeln mellan vektorerna.

1.3.1 Skalarproduktens definition

Det finns tva sétt att definierar skaldrprodukten. Den vi béjar med adr den enklare och som visar
hur vi berdknar skaldarprodukten.

Definition 1.3.1. Lit u = (u1,us,u3) och v = (v1,va,v3). Dd definierar vi skaldrprodukten u e v

som
DEFINITION

U U= Uiy UgUs + UzU3 SKALARPRODUKT

Definitionen &r analog for ett godtyckligt R™: (u1,...,up) ® (v1...0,) = 101 + - - UpVp,.

1.3.2 Skaldrprodukten och langd

Fran figur 1.8 ser vi hur lingden for en vektor kan hirledas med hjalp av Pythagoras sats. For en

vektor u = (u1, ug, us) sd far vi
ull = /u? +u3 + 3 LANGDEN AV

EN VEKTOR
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i R
i z
E
i
p=(x,y,2)T\R;\ ;
20
TN
x < h ;
\\\ Z /‘
\\\ / e 5 X
N // p
\\‘Z,’ R
q=(xy0 ~ r
X
_________ y
4

Figur 1.8: Liangden R av vektorn (x,y, z) r avstandet fran origo till punkten p. Detta avstand kan
berdknas mha Pythagoras sats pa de tva ratvinkliga trianglarna opq och obq. For triangeln obq har
vi 72 = 224y? och anviinder vi detta i rikningarna for triangeln opq har vi R? = 72422 = 22492422
Detta ger oss alltsa att langden blir R = /2?2 + y? + 22

vilket med hjélp av skaldrprodukten kan uttryckas som
|u|| = Vueu  vilket dr ekvivalent med e u = ||ul|?

Exempel 1.3.2. Om vi har vektorn a = (—3,2,6) si blir dess lingd

lall = [I(=3,2,7)[| = [(=3)+2°+6% = V49 =7
—_—
=9+4+36=49
L]
Vi noterar nu hur multiplikation med skaldr fungerar tillsammans med langdberékningar:
M.A.O SA GALLER |[tu]] = [[(tu, tuz, tus)|| = \/t%% + t2u3 + t2ul = \/tQ(u% + ud + u) (1.10)
" 1.10

[[tul| = [¢| - |[u]] =Vit2 -\ Jud+ud+ud =t ||y
Lat oss se hur denna rékneregel fungerar i ett enkelt exempel

Exempel 1.3.3. Berékna lingden av vektorn —3u nér ||u|| = 3.
LosNING :: Poéingen med formel (1.10) ar att lingden inte multipliceras med —3 utan med beloppet
| — 3| =3 sa att

| =3ul[=]=3[[lu|]|=3-3=9
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En viktig anviningen av formeln (1.10) ar att visa att normering ger vektorer som har lingden 1.

Exempel 1.3.4. I linjar algebra sa ar vektorer som har ldngden 1 speciellt anvindbara. En given
vektor kan foras om s att den far langden 1 genom att dividera med dess langd.

ﬁ har ldngden ett NORMERING
u

Denna process kallas for normering av en vektor .

Att detta verkligen ger en vektor med lingden 1 ges av (1.10) med ¢ = ﬁ

u
H

1 1 1
= ||| = || ful = o Tl =1
Tu] Tu] Ju

T

p-q
\ a

Figur 1.9: Avstandet mellan tva punkter berdknas mha léngden av skillnadsvektorn mellan punk-
terna

Om vi har tva punkter i vart tredimensionella rum sa kan vi anvdnda vektorer fér att berdkna
avstandet mellan dem. Varje punkt svarar ju mot var sin ortsvektor och skillnaden mellan dessa
vektor ger oss en vektor som pekar fran den ena punkten till den andrea (se figur 1.9). Avstandet
mellan punkterna &r da lingden av denna vektor.

Exempel 1.3.5. Berdkna avstandet mellan punkterna p = (3,—2,5) och ¢ = (2,3,2).
LOSNING :: Vi berdknar forst skillnadsvektorn p — ¢:

p—q= (37 _235) - (23372) = (17 _573)
Léngden av denna vektor blir
lp—ql| = vV1I+25+9 = V35
n

Exempel 1.3.6. Berikna lingden av vektorn b = (—1,3,2). Dividera vektorn med sin lingd och
visa att den nya vektorn har langden 1: LOSNING :: Léngden blir ||b = v/14 normeringen ger oss

vektorn e: b )
e=—=—+(-1,3,2).
Ibl] V14
Vi noterar att ||tv|| = |¢| - ||v]| och d& har vi

1
e|| = ||—— - (-1,3,2)|| =
lell = |- (-1.3.2)]
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1.3.3 Geometrisk definition av skalarprodukt, vinklar och ortogonalitet

Skaldrprodukten dr alltsd néra kopplad till lingdbegreppet. Faktum &r att kopplingen till geomet-
riska begrepp ar mycket starkare vilket vi kan se nér vi tittar pa den geomtriska definitionen av
skalarprodukten. Detta ar den ofta den vanliga definitionen av skaldarprodukten men man kan dven
tdnka pa den som en introduktion av vinkelbegreppet i den linjara algebran.

Definition 1.3.7. GEOMETRISK DEFINITION AV SKALARPRODUKT

uev = |[ulll[v]| cos ¢, (1.11)

dér ¢ ar den minsta vinkeln mellan vektorerna vilket innebar att vinkeln alltid ligger mellan 0° och
180°, dvs ¢ € [0, 7].

Figur 1.10: Vinkeln mellan tva vektorer

Definition 1.3.8. Twd vektorer dr ortogonala (eller vinkelrdta) om vinkeln mellan dem dar w/2
(eller 90° ).

Om vi tittar pa definitionen av skaldrprodukten si ser vi att om vinkeln &r 7/2 (eller 90°) sa
kommer cos7/2 = 0 och d& blir alltsd skaldrprodukten noll. Och, omvéint, om skaldrprodukten
mellan tva nollskillda vektorer &r noll sa foljer det av definitionen att cos ¢ = 0. Eftersom vinkeln
mellan tva vektorer méaste ligga mellan 0 och 7 (mellan 0° och 180°) s& foljer det att den enda
mojliga vinkeln blir 7/2 (eller 90°).

Vi har alltsa visat féljande sats:

Sats 1.3.9. Twa vektorer dr ortogonala om och bara om skaldrprodukten dr noll

Exempel 1.3.10. Vektorerna (1,0) och (0,1) som spinner upp z respektive y-axlarna ar uppen-
barligen vinkelrédta, vilket man latt ser geometriskt genom att rita en figur. Med skaldrprodukten
s& har vi

(1,0)0(0,1)=1-0+0-1=0

vilket alltsd betyder att de &r ortogonala enligt satsen ovan. Vektorerna (1,1) och 2,1) &r inte
ortogonala eftersom
(1,1)e(2,1)=1-2+1-1=3

Vinkeln o mellan dessa vektorer kan beriknas® enligt

= @« = arccos ( ) = 0.321751rad ~ 18°

3 3
D V2V D)

6i detta exempel anvindes minrdknare ...
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1.3.4 Projektion av vektorer

Nér vi nu har vinkelbegreppet s& kan man introducera skaldrproduktens viktigaste tillampning :
att berdkna projektioner av vektorer pa andra vektorer.

Exempel 1.3.11. Betrakta foljande problem :: Hur stor del av kraften F' gar i horisontell riktning.

Figur 1.11: proj,F &r projektionen av kraften F' i riktningen v. Denna vektors langd kan berdknas
med hjilp av langden fér F' och vinkeln ¢. Vektorns riktning bestdms av en enhetsvektor i ritningen
v, vilken ges av HTVH

Om vi betecknar F’s lingd med ||F|| och projektionens langd med p si ger var vanliga triangel-
trigonometri foéljande samband:
p = ||F[|cos ¢.

Fran (1.11) har vi att cos¢ = M Flﬂfl“’vl‘ vilket ger att projektionens lingd blir

Fev Fev
p = 1Flleosé = Iz = T

Projektionsvektorn pekar ju i v’s riktning men hittills har vi bara berdknat projektionens langd.
Om vi multiplicerar langden med en vektor som pekar i v’s riktning och har ldngden 1 sa foljer
det av (1.10) att vi far en vektor med ritt lingd som pekar i v’s riktning. En sddan vektor med
langden 1 kan vi skapa genom att normera v.

Detta ger att projektionsvektorn blir

- Fev v Fev
proj = — = v
v VIl vl [[v][?

—~—

normering

I ovanstaende sé& har vi hérlett en formel som hjélper oss att berédkna projektioner av vektorer
léngs andra vektorer. Denna formel ar viktig
Sats 1.3.12. Projektionen av en vektor u i riktning av en annan vektor v ges av

. uev
proj,u= —- Vv
VIR

DEN VIKTIGA
PROJEKTIONSFORMELN
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Exempel 1.3.13. Lat vektorn v = (1,2,1) och F = (2,3,5) och betrakta situationen i figur 1.11.
Berdkna F’s projektion i riktningen v. Berdkna &ven vektorn u = F — proj,F och visa att denna
vektor ar vinkelrdt mot v.

LOSNING :: Vi anvinder oss av projektionsformeln:

. Fev  (1,21)e(23,5) 13
F= = 1,2,1) = —(1,2,1
Nu kan vi berdkna u
. 13 1 1
u=F —proj F=(2,3,5) — F(l,Q, 1) = 6[(12’ 18,30) — (13,26,13)] = 6(—17 —8,17)

Nu ska vi kontrollera att denna vektor ar ortogonal mot v vilket intréffar precis om skaldrprodukten
ar noll:

1 1
wev=c(~1,-817)e(L21) = (-1 14(-8)-2417-1)=0

=—1-16+17=0

1.3.5 Ovningsuppgifter

Beriakna langderna av foljande vektorer
a.)a=(1,3) b.) b=(1,-2,5) c.)c=(-3,2,1,-3)

f/\\ B\
"N

\ 4

Figur 1.12:

Uttryck vektorern i figur 1.12 som koordinatvektorer och berékna deras langder
Vilka par av vektorer i figur 1.12 &r ortogonala och vilka &r inte det?
Berdkna avstandet mellan punkterna p; = (—3,2,—1) och ps = (2,1,1)

Normera vektorerna a = (1,1,1),b = (1,—-2,1) och ¢ = (1,0,—1) Visa ocksi att vektorerna &r
ortogonala.

Projicera vektorn a = (—1, 2, 1) pa skillnadsvektorn mellan punkterna i uppgift 17. Ar projektionens
langd storre eller mindre &n avstandet mellan punkterna?
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1.4 Linjer och plan i tre dimensioner och hogre

I det har kapitlet ska vi se att réta linjens ekvation, som vi kiinner den fran gymnasiet, inte fungerar
tillrdckligt bra som utgangspunkt for att generalisera linjer till h6gre dimension.

1.4.1 Vad ar en rit linje, egentligen?

Det hér later kanske som en 16jlig fraga; alla vet vél vad en rit linje ar? I grundskola/gymnasium
lar vi oss att en rét linje 4r nagot som beskrivs med réata linjens ekvation

y = kx +m. (1.12) LINJENS EKVATION

Men var ser man att detta verkligen blir en linje. Och hur ser man "ratheten” egentligen?

Ekvationen beskriver ju en rét linje i tvad dimensioner. Men faktum &r att (1.12) inte ens kan
beskriva alla linjer i planet”.

Det finns alltsi en del svagheter for réta linjens ekvation men den avgérande bristen &r med
(1.12) &r att det &r oklart hur man kan anvénda den for att beskriva rita linjer i tre dimensioner,
eller i fyra eller i hundrafemtioelva dimensioner.

I detta kapitel soker vi ett sétt att beskriva réta linjer som fungerar i alla dimensioner, som gor
det tydligt att vi har en endimensionell rét linje och som fortfarande &ar enkel att anvéinda. Utan
speciellt mycket extra arbete kommer detta ge oss kunskaper om tvadimensionella plan, ndgot som
blir nyttigt nér vi kommer att arbeta med linjdra ekvationssystem i tre och fler variabler.

1.4.2 En rita linjens ekvation for alla rata linjer i planet

Vi borjar forst med att modifiera (1.12) sa att den kan beskriva alla linjer i planet. Vad man kommer

fram till &r den linjéra ekvationen
LINJENS

az + by = m. (1.13) LINJARA EKVATION
Det &r inte svart att visa att alla linjer i planet kan beskrivas med denna ekvation: Om vi sétter
a = —k och b = 1 s& far vi gamla form (1.12). Men om vi sétter a« = 1 och b = 0 sa far vi alla
lodrata linjer, dvs de linjer som &dr parallella med y-axeln. Denna ekvation adr ett exempel pé en
linjar ekvation (och vi kommer att jobba mycket med sddana i den linjira algebran),

Lat oss forsoka beskriva linjens riktning med en vektor. Om linjen ar vagrét, vilket intraffar om
a = 0, d& &r linjen parallell med z-axeln som har samma riktning som vektorn (1,0). Om linjen &r
lodrét, vilket intraffar om b = 0 s& &r var linje parallell med vektorn (0,1). For alla andra virden
a # 0 och b # 0 sa &r linjen sned. Vi kan da berdkna de punkter dér linjen skir vara axlar, se figur
1.13

Nér linjen skiir x-axeln sa har vi att y = 0 och da ger (1.13) att x = . Pa samma sitt sa far

vi att y-axeln ges av o = 0 och d& far vi att y = 7'. De tva punkterna i planet &r alltsa

(

Skillnadsvektorn v mellan dessa punkter pekar ut linjens riktning:

m m
—,0 h 0, —
"0, ek (0.7

v = (0, %) - (%,0) = (f%, %) = %(fb, a) = en konstant ganger (—b, a)

En vektor som pekar parallellt med linjen ges alltsa av (—b, a).
Fran ekvationen (1.13) kan det kanske kiinnas naturligare att stélla upp vektorn (a,b) men denna
vektor pekar faktiskt vinkelrdt mot linjen eftersom

(a,b) ® (=b,a) = —ab+ab=0

"Lodréta linjer har en oéndlig lutning och kan dérfor inte beskrivas med ett dndligt k. De lodréta linjerna beskrivs
dock enkelt som en linje pa formen = = ¢ for ett tal ¢
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Figur 1.13: Den réda pilen representerar en vektor som pekar i linjens riktning, notera hur den kan
berdknas som skillnadsvektor mellan axelskdrningarna

Detta ar dock en viktig tolkning f6r ekvationen som vi kommer ha nytta nir vi nu ska generalisera
denna ekvation till hégre dimension.

1.4.3 Generalisering av linjens ekvation till hogre dimension

Nér vi nu har stallt upp linjens ekvation som en linjar ekvation (1.13) sa &r det inte svart se att
man l&tt generaliserar den till hogre dimension genom att ldgga till motsvarande nya variabler. I
tre dimensioner har vi t.ex.

ar+by+cz=m (1.14)

Problemt hér dr dock att detta &r en enda ekvation medan vi har tre obekanta x, y och z. (a, b och
¢ betraktar vi som tre givna och kiinda reella tal). Eftersom vi bara har en ekvation som binder
variablerna till varandra s& ger detta oss en situation med tva frihetsgrader och 16sningsméngden
till (1.14) blir dérfor tvadimensionell. Detta betyder att var generaliserade ekvation inte beskriver
en linje utan ett tvadimensionellt plan som lever i vart tre dimensionella rum.

For denna ekvation kan vi, precis som i linjefallet, stilla upp vektorn n = (a, b, c). Det visar sig
att n ar vinkelrdt mot planet. Denna vektor kallas f6r planets normalvektor Om man far en sadan
normalvektor och att planet ska g& genom en viss punkt x, = (2, Yo, 20) s& far man planets ekvation
genom

ne(x—x,)=0,

dér x = (x,y, z) dr en godtycklig punkt i planet. Da dr x — x, en vektor som ligger i planet precis
om den ar vinkelrdt mot normalvektorn. Vi far darfor villkoret

O:n.( X —Xo ) = (a>b7c)'($—$o,y—ymz—2o) :a(m_xo)+b(y_yo)+c(z_zo)
=(2,9,2)=(%0,Y0,%0)
Genom att multiplicera in a, b och ¢ s& kan vi skriva om detta som

ar +by+cz= ax,+ by, + cz, = ar+bytcz=m (1.15)
—_————

kan vi definiera som m
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I foljande exempel sa visar vi hur man kan anvinda sig av detta for att bestdmma planets ekvation.

Exempel 1.4.1. Beriikna ekvationen for det plan som &ar vinkelrdt mot vektorn n = (3, -1, —2)
och gar genom punkten (2,3, —4):
LosNING :: Vi har att (a,b,¢) = (3, —1, —2) och vi kan sétta x, = (2,3, —4). Da ger (1.15):

ax+by+cz = axo+byotcz, = 3x—y—-2z=3-2+(-1)-3+(-2)-(-4) = 3r—y—2z=11

=11

1.4.4 Generalisering av linje till mangdimensionella rum

Vi ska nu utveckla idén om linjens riktningsvektor f6r att fa en beskrivning av linjer som &r anvénd-
bar f6r rum med vilken dimension som helst. Vi vinder oss till féljande exempel for viigledning.

Exempel 1.4.2. Hur bekriver vi en partikel som ror sig langs en viss rat linje?

Partikelns rorelse far vi genom att ange hur partikelns ldge dndrar sig med tiden.

Att partikeln ror sig ldngs en réit linje betyder att dess hastighet inte dndrar riktning. Lat oss anta
att ocksa farten ar konstant, vilket innebéar att den forflyttar sig lika mycket Gver varje sekund som
gar. Vi har alltsd antagit att bade hastighetens riktning och dess lingd (som &r farten) &r konstant.
Detta betyder alltsa att partikelns hastighetsvektor ar konstant.

Om vi nu kénner till att partikeln befinner sig i punkten p, vid en viss tidpunkt s& kan vi starta
ett tidtagarur och sedan kan vi berdkna var partikeln befinner sig vid varje kommande tidpunkt.
Hastighetsvektorn talar om hur mycket vi forflyttar oss for varje sekund och anger ocksa den riktning
som partikeln ror sig i. Partikeln utgér fran punkten p, och dess lige X (¢) kan beskrivas med

X(t) = vt+ po, notera att vi bor gora tolkningen  X(t) = | y(¢) (1.16)

Vid ¢t = 0 &ar vi tydligen i punkten p, vilket stimmer med att tiden méts med vart tidtagarur som
vi startade da partikeln var i punkten p,. Om vi anvdnder negativa tider i ekvationer s& kan vi
fa fram var partikeln varit innan vi startade tidtagaruret. Vi kan fa fram partikelns lage for alla
framtida tidpunkter och for alla forntida tidpunkter bara genom att anvidnda detta uttryck. Alla
de punkter som partikeln passerar da parametern ¢ 16per genom alla negativa som positiva virden
bildar tillsammans den linje som partikeln ror sig langs. Vi kan sidga att denna linje beskrivs av
(1.16).

Foljer vi exemplet far vi att en linje beskrivs med en riktningsvektor, en parameter (som vi
tolkade som en tidsparameter i exemplet) samt en punkt pa linjen. Det fina med denna beskrivning
ar att den fungerar lika bra i alla dimensioner. Man behdver bara se till att riktningsvektorn och
beskrivningen av punkten beskrivs pa rétt sitt. I tre dimensioner sa ar riktningsvektor och punkt
beskrivna med de vanliga tredimensionella koordinatvektorerna.

Att linjen &r endimensionell foljer av att vi har en enda riktningsvektor. For att komma till alla
punkter pa linjen behéver man bara variera pa den enda parametern t. Man sidger darfor ocksé att
linjen &r pé& parameterform, och dimensionen pa méngden ges av antalet parametrar.

Exempel 1.4.3. Skriv om linjen y = 2x + 3 som en linjir ekvation och skriv ocksa linjen pa
parameterform.
LosNING :: En linjar ekvation for linjen far vi genom att subrahera bada led av linjens ekvation med
2x. Den linjara ekvationen blir

—2z4+y=3

LINJENS
PARAMETERFORM
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Figur 1.14: En linje ges av en punkt och en riktningsvektor. Ritar vi ut detta i planet och rummet
och markerar ett streck for varje hel multippel av riktningsvektorn s& far vi en naturlig skala pé
linjen. I vart exempel om partikeln som ror sig pa linjen sa ar detta tidsmarkeringen i sekunder,
efter ha tryckt pa stoppurets startknapp.

For att fa fram linjens parameterform s& behover vi en punkt pa linjen samt linjens riktningsvektor.
Riktningsvektorn blir (—b,a) = (—1, —2) och en punkt pa linjen &r (0, 3). Linjens ekvation blir nu

HEEIH

Exempel 1.4.4. Bestdm, pad parameterform, den linje som gir genom punkterna (1,3, —2) och
(-1,1,2).
LosNING :: Parameterformen (1.16) kréver en riktningsvektor for linjen samte en punkt. Eftersom
vi har tva punkter pa linjen sa kommer skillnadesvektorn vara en riktningsvektor. Denna skillnads-
vektor blir

v=(1,3,-2)—(-1,1,2) = (2,2, —4)

Som punkt kan vi ta vilken som helst av de som &r givna. Vi far

x(t) 2 -1
Xt)y=|ylt) |=| 2 [t+]| 1
z(t) —4 2

Linjens parameterform ger oss alltsi hur koordinaterna beror av parametern ¢:
r=2t—1,y=2t+1och z=—4t + 2. L]
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Figur 1.15: Ett plan i R? och dess normalvektor. For att bestimma ekvationen for ett plan sa
beh6ver man tre punkter, se uppgift 25. Alternativt behéver man en punkt och normalvektorn och
d& kan man anvinda sig av ekvation (1.15) .

1.4.5 Planet pa parameterform

Vi kommer under kursens géng ocksé lira oss att skriva plan (och hégredimensionella motsvarig-
heter) pa parameterform. Ett plan dr tvaddimensionellt och kréver dirfor tva parametrar. Ett plan
pa parameterform kan skivas

X (s,t) =us+ vt + p,

I det fall a, b och ¢ &r nollskillda tal kan vi sétta y = a-s och z = a -t dir s och ¢ &r parametrarna

OChlésautISOm.T:*g'CL'ng'CL't

i sa fall kan vi skriva planet pa féljande parameterform

x(s,t) b —c m
y(s,t) | = a |s+| 0 |t+]| O
z(s,t) 0 a 0

=u =v Po

Notera att de tva vektorerna u och v &r vinkelrdta mot normalvektorn n = (a, b, ¢) vilket ocksé ar
ett krav.

Vi séger att vi har skrivit linjen p& parameterform och det &r ¢ som &r parametern och eftersom
objektet beskrivs av en parameter sa har vi ett endimensionellt objekt. Uttrycket kan ocksa genera-
liseras genom att ldgga till en annan riktning och ytterligare en parameter sa att vi far ett uttryck
pa formen

us+vt+m

Eftersom vi nu har tva parametrar s och ¢ sa ar objektet tvadimensionellt. Vi har hér en parame-
terbeskrivning av ett tvadimensionellt plan.

PLANETS
PARAMETER-
FRAMSTALLNING
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1.4.6 Ovningsuppgifter

Berikna, pd parameterform form, den linje som gar genom punkterna p; = (2,—1,3) och py =
(1,3,-2)

Givet linjen I(t) = (—3,0,4)t + (1,0, —1). Berikna en normaliserad riktningsvektor for linjen och
tva punkter pa linjen som ligger avstandet 1 fran varandra.

Givet planet  — 2y + 3z = 2 avgdr om f6ljande tva linjer skdr planet och beridkna skirningspunkten
om en sadan finns.

Ii(s) =(1,2,1)s + (1,1,0), Io(t) = (1,3, )t + (1, 1,0).

I foregaende uppgift sa fann man att ena linjen inte skar planet. Berékna avstandet fran denna linje
till planet.

Berdkna ekvationen for det plan som &r vinkelrdt mot vektorn (1,—2,3) och gar genom punkten
(1,1,1).

Beriikna ekvationen for det plan som gar genom punkterna p; = (1,2,1), po = (3,1,1) och ps =
(2,1,2).

Berékna parameterformen av den linje som &r skdrningen mellan de tva planen 2x + y + z = 0 och
z+y+32=0.



Losningar till ovningsuppgifterna

1:1: 1 Se Figur 1.16

(1.2)
(31

’
Y

Figur 1.16: Geometrisk addition av vektorerna (1,2) och (3,—1)

1:1: 2 Vi har att
ut+v=w = v=w-u=(L7) —-(-2,3)=(3,4)
1:1: 3 Se Figur 1.17
A /*X+Y
/ _Ii
Y/\ ,‘i
/

Den riktning som X
ochY tillsammans
Kanalens riktning

astadkommer

Figur 1.17: Nar X och Y drar sa astadkommer de en resulterande kraft som far baten att rora sig

at vanster i kanalens riktning och riskera att krascha in i den sida som Y star pa.
21
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1:1: 4 Losningen ges i figur 1.18(a).

Att bade A+B (rott) ochA
C+D (gratt) hamnar

pa samma stalle betyd
de bada vektorsummorn
ar lika vilket ar den bla C

vektorn
NI ! D

3 =

(a) Genom att gora geometrisk addi- (b) Geometrisk addition visar att i detta
tion sa ser vi att de bada summorna fall sa géller att A—C =D — B.
faktiskt ar lika.

Figur 1.18: Bilder till uppgifterna 4 och 5



1:1:

1:1:

6

Se Figur 1.18(Db).

Se figur 1.19
A A+D
D ey
_______________ b
-(A+D)=
(A+D) | A

(a) =(A+ D) =(=A)+(-D)

\4

A+C A
C 2A
2(A+0)= 2C
2A+2C

(b) 2(A+C) =24 +2C.

Figur 1.19: Bilder till uppgift 6

23

3(A—'C)

A-
C 3AC

(c) 3(A—C)=3A—-3C.
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1:1: 7 For A+ B = B + A se figur 1.20.

B+AAR B
+B

\ 4

Figur 1.20: Parallellogrammet visar att vektoraddition a&r kommutativ, dvs A+ B= B+ A

Samma sak géller for alla andra par av vektorer sa att vi far den allménna rakneregeln
ut+v=v+u man siger: Vektoradditionen &r kommutativ

Vilken ordning man adderar tva vektorer spelar alltsa ingen roll.

1:1: 8 Vi har att

A (3,-2)

B = (-2,4)

Cc = (-3,-1)

D (4,3)

vilket ger oss

A+B=(3,-2)+(-2,4) =(1,2) (1.17)
A—-B=(3,-2)—(-2,4) = (5,-6) (1.18)
C+D=(-3-1)+(43)=(1,2) (1.19)
C—D=(-3,-1)—(4,3) = (-7,—-4) (1.20)

1:2: 9
a.) 2a+3b—5c=2(1,2,3,-1)+3(-2,3,1,2) — 5(2,1,-1,2) = (—14, 8,14, —6)

b.) —a+2(c+3b) = —(1,2,3,—1)+2((2,1,-1,2) + 3(—2,3,1,2)) = —(1,2,3, —1)+(—8,20,4,16) =

=(—4,10,2,8)

(—9,18,1,17)

) —3(a+3b—2¢) = —3((1,2,3,-1)+3(=2,3,1,2)-2(2,1,—1,2)) = —3(—9,9,8,1) = (27, —27, —24, —3)



1:2: 10

1:2: 11

1:2: 12

1:3: 13

1:3: 14

En linjarkombination av a och b ges av sa + tb. Vi soker alltsa virden pa s och t sa att

sa+tb=(s—2t,s+ 3t s+ 5t =(8-7,-3)

som vi kan stédlla upp som ekvationssystemet

25

s—2t = 8 (1.21)
s+3t = -7 (1.22)
s+5t = —13 (1.23)
De forsta tva ekvationerna ger tillsammans att s = 2 och ¢t = —3. Eftersom 2 + 5(—3) = —13 s& ser

vi att &ven den tredje ekvationen ar uppfylld.

Satt in vektorerna och talen i den aktuella ekvaionen och visa att de bada leden ar lika. Vi visar

for ekvation (1.9):

VL =s(u+v=2((1,2,1) + (3,-1,1)) = 2(4,1,2) = (8,2,4)
HL =su+sv=2(1,2,1)+2(3,—1,1) =7(2,4,2)

Vanster och hoger led &r alltsa lika s& detta stdmmer med rékneregel (1.9)!

Lat u = (a,b,c) och v = (d,e, f). Vi har da att

dessa additioner ar addition mellan reella tal

—_——
(1)

(6,—2,2) = (8,2,4)

utv=(abo)t(def)=( fdbiect f)E@raetbfre)=(def)+(abe)

dér likheten vid (1) foljer av att additionen for reella tal d&r kommutativ.

L JJal|=v12+32 =149 =10
2. ||bl| = /124 (=2)2 + 52 = /30

3. lel| = V(=32 + 22 +12 + (-3)2

svaret blir alltsa
1. V10
2. V30
3. V23

Koordinatvektorerna blir

V23’
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A = /3% +32 = V18 (1.28)
|B|| = V/(—2)2 + 42" = v/20) (1.29)
101l = V(=22 + (1) = V5 (1.30)
D[] = V42 + 3% = V25" = 5) (1.31)

1:3: 15 For att kolla ortogonalitet sa behover vi berdkna skaldrprodukten. Skalér produkten &r noll om och
bara om vektorerna ar ortogonala. Vi har med koordinatvektorerna berdknade i foregaende uppgift

AeB=(3-3)e(-2,4)=—-6-12=—18#£0 (1.32)
AeC=(3,-3)e(=2,—1)=—6+3=—-3%0 (1.33)
AeD=(3,-3)e(4,3)=12-9=3#£0 (1.34)
BeC = (-2,4)e(-2,-1)=4-4=0 (1.35)
BeD=(-2,4)e(4,3)=—-8+12=4#0 (1.36)
CeD=(-2—1)e(4,3)=—-8—-3=—11£0 (1.37)

1:3: 17 Skillnadsvektor fran p; till ps:

d=p:—p1=(2,1,1) - (-3,2,-1)=(5,-1,2) = ||d||=v25+14+4 =+v30

1:3: 18 Skaldrprodukterna av vektorerna
aeb = aec = bec =0
—~— ~— ——
=1-2+1=0 =140—-1=0 =140—1=0

Normering innebér att man ska gora om dem sa att deras riktning inte &ndras men sa att lingden
blir ett. Detta gor man genom att dividera vektorn med sin ldngd enligt exempel 1.3.6. Vi far alltsa

a 1 b 1 c 1
2o 1), = —(1,-2,1), = -—(1,0,—1
TR A [T R Al SR 1 Ry A C

1:3: 19 Skillnadsvektorn fran foregiende uppgift blev d = (5, —1,2). Den sokta projektionen blir

aed -5
i = 7d = — —]_ 2
proJit = g = 5 > 1)

Projektionens langd blir

) 5
roj,al| = —,
|[proj,al| 730

Avstandet &r /30 > 5 medan projektionens langd dr mindre &dn 1: \/% < g =1

Svar:: Projektionen &r g—g(’@ —1,2). Denna projetion ar mindre &n avstandet.



1:4: 20

1:4: 21

1:4: 22

1:4: 23
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Berdkna forst linjens riktningsvektor. Denna fas som skillnads vektorn
V=p2 —p1= (_1a4a _5)

Sedan behover vi specificera en punkt som ska ligga pa linjen. Har kan vi t.ex. vélja punkten p;.
Da blir linjen pa vektorform:

I(t)=vt+p=(-1,4,-5)t + (2,-1,3)

Normalisering av riktningsvektorn ger oss

v 1
e, =—=-(-3,0,4
7 R
Vi har att p; = (1,0, —1) &r en punkt pa linjen. En punkt som ligger avstédndet 1 fran denna far vi
om vi adderar den normaliserade egenvektorn (eftersom denna har lingden 1) till var punkt. Vi far
da att en andra punkt ges av:

1 1 1 1
p2=p1+e, =(1,0,-1)+ 5(—3,0,4) = 5(5,0, —5) + 5(—3,0,4) = 5(2,0, —1)

SVAR :: e, = £(—3,0,4) p1 = (1,0,—1) och p; = (1,0,-1) + e, = £(2,0,—1)

For att en linje inte ska skéra ett plan i det tredimensionella rummet sa krévs att linjen &r parallell
med planet vilket intraffar precis om linjens riktningsvektor ar vinkelrdt mot planets normalvektor.
Eftersom den forsta linjens riktningsvektor d&r v; = (1,2,1) och planets normalvektor &r n =
(1,—2,3) sa far vi att skaldrprodukten mellan dessa tvd vektorer blir noll. Detta betyder alltsa
att den forsta linjen &r parallell med planet. Det skulle dock kunna vara sa att hela linjen ligger i
planet, men detta kan inte vara fallet eftersom punkten (1,1,0) ligger pé linjen men inte i planet.

Den andra linjens riktningsvektor &r vo = (1,3,1) och dess skaldrprodukt med normalvektorn
blir

voen=(1,3,1)e(1,-2,3) = —-2#0

vilket alltsd betyder att den andra linjen skéir planet. For att berdkna skidrningspunkten sa séitter
vi in uttrycket for linjen i planets ekvation:

(z,y,2) =1(t) = (t+ 1,3t +1,t) = (t+1)—2Bt+1)+3t=2 =

= “2t-1=2 = t:f§
2
For detta virde pa t sa far vi skdirningspunkten genom:
3 3 1
la(—=)=1(1,3,1)- —= +(1,1,0) = = (-1,-7,—
2( 2) (73a ) 2+(7 »0) 2( e 3)

Man kan gora en kontroll hir och verifiera att denna punkt verkligen uppfyller planets ekvation.

IDE:: Bilda en skillnadsvektor mellan en punkt pa linjen och en punkt pa planet. Projicera denna
vektor pa planets normalvektor. Langden av denna projektionsvektor realiserar avstandet mellan
planet och linjen.

SKILLNADSVEKTOR: p = (1,1,0) dr en punkt pa linjen och man kan litt se att ¢ = (2,0,0) ar
en punkt i planet. En skillnadsvektor blir darfor

d=¢—-p=1(2,0,0)—(1,1,0) = (1,—1,0)
PROJEKTION PA NORMALVEKTORN: Vi anviander projektionsformeln

den, 31 23

i d = —
PRI = T ™ ~ 14
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Avstéandet melllan linje och plan &r langden av denna vektor och vi far

3

Eftersom vektorn (1,—2,1) &r vinkelrdt mot planet s& duger den som normalvektor. Vi anvinder
nu ekvation (1.15) for att bestdmma planet. Vi kallar x, = (1,1,1) och n = (a,b,c) = (1,-2,3) &r
normalvektorn D& har vi att ekvationen blir

az+by+cz = ax,+by,+cz, = x—2y+3z=1-1+(-2)-1+3-1 = r—2y+3z =2

=2

Ett plan karakteriseras som att skalirprodukten nev = 0 for alla vektorer i planet, dir n = (a, b, ¢)
ar den sé kallade normalvektorn som alltsé ska vara vinkelrdt mot planet. For att fa fram planets
ekvation sa behdver vi berdkna denna normalvektor. Planets ekvation blir d&

ar + by + cz =d,

dér d fas genom att i vinster led sdtta in en kiind punkt (t.ex. py) i stéllet for « , y och z. Vara tre
punkter som ska ligga i planet ger oss tre vektorer som ligger i planet:

V1:p2_p1:(27_1a0)7 V2:p3_p1:(17_1a1)5 V3:p3_p2:(_170a1)7

For att berdkna normalvektorn sa utnyttjar vi att denna ska vara ortogonal mot vara tre vektorer
som ligger i planet. Detta ger oss féljande ekvationssystem

O=nevy;=2a—0»
O=nevo=a—-b+c

O=nevy3=—-a+c
Subtraherar vi den andra ekvationen fran den forsta sa far vi
a—c=0 = a=c
Den tredje ekvation ger oss samma sak. Satter vi in detta i den foérsta sa far vi
2c—b=0 = b=2c
For varje varde pa c sa far vi alltsd en normalvektor
(a,b,¢) = (¢,2¢,¢) = ¢(1,2,1)

Oberoende péa vad vi véljer fér virde pa c sa far vi en normalvektor i planet. Denna vektor blir olika
lang for olika virden pa c. For enkelhets skull sa kan vi vélja ¢ = 1 vilket ger oss normal vektorn
(1,2,1).%
Planets ekvation &r
ax+by+cz=d = z+2y+z=d
Sétter vi in p; = (1,2,1) sa far vi
d=1+4+1=6

Och vi kan nu skriva upp planets ekvation som

z+2y+ 2z =6.

80m vi valde ¢ = £ sa skulle vi fa en normerad vektor, d.v.s. en vektor med langden 1.

1
V6
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KOMMENTAR:: Néir vi i kapitel 3 i Lay introducerat begreppet determinant si kommer vi definiera den sa kallade kryssprodukten. Kryssprodukten
av tva vektorer ger oss en ny vektor som dr vinkelrdt mot de bada dvriga vektorerna. I var uppgift skulle vi kunnat berikna normalvektorn som
kryssprodukten av vi och vg:

i J k
n=vyXvg=det| 2 -1 0 |=-[1,2,1]
1 -1 1

Har fick vi en normalvektor som pekar precis i motsatt riktning som den vi ridknade ut i ovan. Men detta ar helt ok, denna vektor ar &dnda

vinkelrdt mot planet. Kryssprodukten kommer vi till lite senare, speciellt hur man utfér rdkningarna rent konkret!

Linjen vi stker ar de punkter som rakar ligga i bada planen. Detta betyder att punkterna uppfyller
béada ekvationerna, dvs uppfyller féljande ekvationssystem

r+y+3z =
2r4+y+2 =

Vi kan 16sa ut = ur den forsta ekvationen och séatta in resultatet i den andra ekvationen. Man
far da

r+y+3z =
—y—95z =
Om vi later z = t i den sista ekvationen sa far vi att y = —5t och genom att 16sa ut « ur den forsta
ekvationen sa far vi x = —y — 3z = 5t — 3t = 2t.
Vi har nu att
r= 2 T 2
y= -—5ht = y | =1 -5 |t
z = t z 1

Notera att linjens riktningsvektor ar (2, —5,1) och vi kan kontrollera att den &r ritt. Eftersom
denna vektor ligger i skdrningen mellan de bada planen sa maste vektorn vara vinkelrdt mot bada
planens normalvektorer. Detta ar ldtt att kontrollera genom kontrollera om skalarprodukterna blir
noll:

(1,1,3) e (2,-5,1) =2—-5+3=0
(2,1,1)0(2,-5,1)=4—-5+1=0

Eftersom parameterekvationen dr noll da ¢ = 0 sa ska vi forsta att linjen gar genom origo.
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