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Probabilistiska resonemang

e QOsdkerhet

* Grundlaggande sannolikhetslara
— Stokastiska variabler
— Bayes teorem

* Bayesianska natverk
— Konstruktion

— Inferens

* HMM
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Osakerhet

Full observerbarhet och férutsagbarhet ar nastan aldrig moijlig

— Ofullstandig eller felaktig forstaelse av varlden, jfr qualification problem

Exempel:
— Mal: Cykla hem direkt efter jobbet

— Undantag: Maste jobba, blir bortbjuden, cykeln har blivit stulen, cykeln har punktering, huset
har brunnit ner etc.

Moijliga I6sningar

— Andra mélet: Komma hem ndgon géng

— Andra resurserna: Agera innan cykeln blir stulen eller far punktering
Vad ar rationella beslut under sadana omstandigheter?

— Hurviktigt ar det att uppna malet jamfort med den kostnad det innebar och med hansyn till hur
troligt det ar att malet uppnas
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Osakerhet, exempel

« Mal: Aga en ny bil
e Mojliga |6sningar
— Sparai 10 ar
— Taett lan
— Spela bingolotto
* Vad dr rationellt?
— Hur stort varde anses en ny bil ha nu respektive om 10 ar?
— Vad ar kostnaden for att ta ett [an?
— Hur stor sannolikhet ar det att vinna en bil pa bingolotto?

— Hur mycket kostar en bingolott?
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Osakerhet

Diagnosregel
Vd Lufttomt(d) = Punktering(d)
Inte korrekt eftersom alla lufttomma dack inte punkterade

Vd Lufttomt(d) = Punktering(d) V IngenVentil(d) V IngenSlang(d) vV
IntePumpat(d) V ... (qualification problemet)

Funkar inte med

Vd Punktering(d) = Lufttomt(d) eftersom det kan vara pyspunka, nypunkat
etc.

Hur kvantifierar vi osakerhet?
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Sannolikhet

Nagot i stil med
Vd Lufttomt(d) 2& Punktering(d)
Sannolikheten for punktering givet att ddcket dr lufttomt ér 0,8

Detta betyder att 80% av alla lufttomma dack har punktering inte att vi har 80%
punktering, dvs satser ar sanna eller falska med viss sannolikhet

II W onnes Notera att grad av sanning kan hanteras med Fuzzy logic
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Varifran kommer sannolikheterna?

* Frekventistiskt perspektiv

— Sannolikheter ar relativa frekvenser som baseras pa experiment och observationer
* Subjektivistiskt perspektiv

— Sannolikheter beskriver en agents konfidens
* Objektivistiskt perspektiv

— Sannolikheterna ar reella aspekter i verkligheten eller objektiva sanningar, ex.
sannolikheten nat man singlar slant
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Beslutsteoretisk agent

* Rakna ut sannolikheter for nuvarande tillstand baserat pa percept och
handlingar

* Rakna ut utfallssannolikheter for handlingar baserat pa handlingsbeskrivningar
och nuvarande tillstand

e Valj den handling som har hogst forvantad nytta givet sannolikheten att lyckas
och information om handlingars nyttighet

En beslutsteoretisk agent antas inte med sakerhet kunna valja en handling, utféra
den och sen vara saker pa utfallet
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Stokastiska variabler (random variables)

e En stokastisk variabel har sannolikheter for varden ur en vardedoman,
exempel:

— Xrepresenterar ett tarningskast med vardemangden <1, 2, 3,4, 5, 6>, dar
. . . L1
sannolikheten for varje utfall ar -

— Punktering ar antingen <sant, falskt> med for sannolikheterna 0,2 respektive 0,8

* P(Punktering=sant) betecknar sannolikheten att den stokastiska variabeln
Punktering har vardet sant

* Kan kombineras med logiska konnektiv
— P(Punktering=sant A Cykelpump=falskt) = 0,99
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Konventioner

e P(sant) =1 och P(falskt)=0
* P(X=sant) skrivs P(x) och P(X=falskt) skrivs P(-x)
— P(Punktering=sant) skrivs som P(punktering)
— P(cykelpump A -punktering) =0,1
 Kommatecken anvands ibland som alternativ till A (och)

— P(cykelpump, -punktering) = 0,1
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Sannolikhetsférdelning

* En stokastisk variabels vardedoman kan aven ha flera varden
— P(Dack=punkterat) = 0,2
— P(Dack=opumpat) =0,3
— P(Dack=helt) =0,5
» P (fetstil) betecknar en vektor av sannolikheter
— Ex. P(Dack) =<0,2, 0,3, 0,5>
— P(Cykelpump, Punktering) betecknar alla kombinationer av varden

— T.ex. P(cykelpump, Punktering) betecknar de fall da Cykelpump=sant
medan Punktering ar antingen sant eller falskt
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Grundlaggande axiom (Kolmogorows axiom)

Sannolikheten for ett visst utfall

e < P(a) <1 ar alltid mellan 0 och 1
* For variabeln D med dominen d,, ... d,, géller: > P(D=d;)=1
i=1

* P(avb)=P(a)+ P(b)—P(aNB)

Summan av sannolikheterna for alla
mojliga utfall av en variabel ar alltid 1

P(a) + P(b) raknar med
Overlappet tva ganger
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Betingad sannolikhet (villkorad sannolikhet)

Ett nytt sjalvtest for smittkoppor har har visat sig ha mycket hog sensitivitet och
specificitet (P(test|smittad) = 0,99 och P(-test|-smittad) = 0,99)

Bob testar sig och testet visar positivt:
Hur stor sannolikhet ar det att Bob har smittkoppor?
Ex. senaste dokumenterade fallet av smittkoppor var 1977

Vad var sannolikheten att Bob var smittad innan han testade sig?

Ny evidens uppdaterar redan
existerande sannolikheter.
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Betingad sannolikhet

Sannolikheten att a ar sann givet att b ar sann tecknas P(a|b)
P(punktering|-luft) = 0,8, forutsatt att vi bara vet lufttomt
P(punktering|-luft A cykelpump) =0,91, om vi vet att vi forsokt pumpa upp dacket

Betingad sannolikhet kan definieras i termer av ovillkorlig sannolikhet

Produktregeln
P(aAb) P(a AB) = P(alb)P(b)
P(b) P(aAB) = P(bla)P(a)

P(a|b) =
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Kedjeregeln

Plan,an—1,an_2,...
P(ap|an—1,an—2,...

P(an|an—17 Ap—2, - - -
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Kedjeregeln

P(anaan—la An—-2, ... 70‘1) =
P(a’n|a’n—la Ap—2, ... aa’l) ) P(a’n—lﬂ Ap—2; .-, a’l) =

P(an|an—laan—2a-"aal) °P(a’n—1|a‘n—2a°'°7a1)"'P(a’2|a‘1) °P(a‘1)

P(al,az,...,a,n) ZHP(G,Z' | al,ag,...,ai_l)
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Simultanfordelning, 1

* Simultanfordelningen visar sannolikheten for varje majlig kombination
av varden pa stokastiska variabler (jmf med sanningstabell)

* P(Punktering) betecknar saval P(punktering) som P(-punktering), ex.

P(Punktering) = <0,6, 0,4>

P(Punktering)

Punktering=sant

0,6

Punktering=falskt

0,4

* For tva variabler med vardedoman sant/falskt blir det 2 x 2 =4 varden

LINKOPINGS
II.“ UNIVERSITET



Simultanfordelning, 2

P(Punktering, Luft)
N Wt ] S luft
punktering \,N\/ 0,4
—punktering / 0,4 \ 0,1
* Tabellens varden ska summera till 1
« Ur tabellen fas t.ex.:
P(punktering A —luft) =0,4
P(Punktering A luft) =0,1+0,4=0,5
P(punktering |~ luft) = P(punktering n—luft) _ 0,4 _
P(-luft) 0,4+0,1

k

Produktregeln
P(aUb) = P(a|b)P(b)
P(aUb)=P(b|a)P(a)
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Simultanfordelning, 3

* Flervariabler
P(Punktering, Luft, Cykelpump) ger tabellmed 2 - 2 - 2 = 8 varden

For n binara stokastiska variabler har vi 2" varden

P(Punktering, Luft, Cykelpump)

cykelpump —cykelpump

luft —|uft luft —|uft

punktering

—punktering
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Oberoende variabler

* For oberoende variabler blir det farre varden i simultanfordelningen

— Ex. tarningsslag sa galler P(Tarning,=6 | Tarning,=1) = P(Tarning,=6), dvs utfallet for
Tarning, ar oberoende av utfallet for Tarning;

— Om slagen var beroende skulle vi ha 62 = 36 varden men nu har viendast 6 + 6 utfall

* P(Punktering, Sol) ar oberoende och kan skrivas som
P(Punktering) - P(Sol), dvs. med endast 2 + 2 varden

* P(Punktering, Sol, Tandvdirk, Térning,, Tdrning,) ar ocksa oberoende,
vilketger2+2+2+ 6+ 6 =18 varden istallet for2-2-2-6-6 =288
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Bayes teorem, 1

P(aUb) = P(a|b)P(b)
P(aUb) = P(b|a)P(a)
P(a|b)P(b) = P(b|a)P(a)

Produktregeln

P(a|b) = Pb]a)P(a) Bayes teorem
P(d)
P(B|A)P(A
P(A4[B) = ( lL(;) (“) Bayes teorem for flervarda variabler
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Bayes teorem, 2

« Kausalsamband ar i stil med "hindelse orsakar observation”, men vi vill ofta
diagnostisera utifran observationer

* Bayes teorem later oss uttrycka diagnossamband i termer av kausalsamband
P(effekt|orsak)P(orsak)

P(orsak|effekt) =
( | ) P(effekt)
* Exempel
P(rédaPrickar | massling) =0,8 kausalsamband, roda prickar givet massling
P(massling) = 0,3 ovillkorligt
P(rédaPrickar) = 0,5 ovillkorligt

Diagnostisera massling utifran observation av réda prickar:

P(rédaPrickar|massling) P(massling) - 08-03 048
P(rédaPrickar) 05

P(maissling|rédaPrickar) =
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Mer Bayes
P(b|a)P(a)

P(b) Sannolikheten for b om inga observationer gjorts?

P(a|b)=

* Eftersom vi har disjunkta handelser som fyller hela utfallsrummet kan P(b)
tecknas som:
P(b) = P(b|a)P(a) + P(b|-a)P(-a)

P(bla)P(a)

Plalb) = P(bla)P(a) + P(b|—a)P(—a)
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Mer generell Bayes

* Om vi har flera mojliga orsaker till en viss observation

- P = S P©)P(s10)
0, Oy P(o, I5) = nP(S lo,)P(0,)
05 Y P(o)P(s o))

LINKOPINGS
II.“ UNIVERSITET



Exempel, Kahneman & Tversky (1972)

» Stad med tva taxibolag

— 85% ar blaa, 15% ar grona
e Taxi inblandad i smitningsolycka och vittne sager att taxin var gron
» Tester visar att vittnet blandar ihop gront och blatt i 20% av fallen
e Hur sannolikt att taxin var gron?

— Sannolikheten innan vittnet kom in i bilden?

— Sannolikheten efterat?
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Exempel, Kahneman & Tversky (1972)

P(grén) = 0,15

P(bla) = 0,85

P(vittnarGron|gron) = 0, 8

P(vittnarGron|bla) = 0, 2
(

P(vittnarGron) = P(vittnarGron|gron) P(gron) + P(vittnarGron|bla) P(bla)

P(vittnarGron|gron) P(gron) 0,8-0,15
P(vittnarGrén) - 0,8:0,15+0,2-0,85

P(gron|vittnarGron) = ~ 0,41
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Normalisering, 1

P(vittnarGron | gron) P(gron)

P(grén |vittnarGrén) = : -
P(vittnarGron)

P(vittnarGron | bla) P(bla)

P(bla |vittnarGrén) = -
P(vittnarGron)
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Normalisering, 1

P(vittnarGron | gron) P(gron)
P(vittnarGron)

P(vittnarGron | bla) P(bla)

P(vittnarGron)

P(gron |vittnarGron) =

P(bla |vittnarGrén) =

| bada fallen har vi P(vittnarGron) i namnaren och egentligen ar vi

kanske mest intresserade av vilken av dessa som ar mest sannolik
1

- P(vittnarGron)

* Vinormaliserar och infor:

P(gron|vittnarGron) = aP(vittnarGron|grén) P(gron) = - 0,8 - 0,15 = - 0,12
P(bla|vittnarGron) = aP(vittnarGrén|bla)P(bla) = «-0,2-0,85 =« - 0,17
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Normalisering, 2

Exempel: Ar en individ med réda prickar marsian eller inte?
P(marsian) =0,2

P(—marsian)=1- P(marsian)=0,8

P(rodaPrickar | marsian) = 0,96

P(rédaPrickar | —marsian) = 0,26

OBS! P(rédaPrickar | —marsian) # 1— P(rédaPrickar | marsian)

Till skillnad fran P(rédaPrickar | marsian) =1- P(—rodaPrickar | marsian)

P(rodaPrickar | marsian)- P(marsian)

P(marsian | rodaPrickar) =

P(rédaPrickar)
P(rédaPrick ian)- P(—marsi
P(cmarsian| rédaPrickar) = (rédaPric ar|?mars.1an) (—marsian)
P(rodaPrickar)
Normalisera och infor o = - !
P(rodaPrickar)

P(marsian | rodaPrickar) = o - P(rodaPrickar | marsian)- P(marsian) =0,96-0,2-=0,19-
P(—marsian |rodaPrickar) = a - P(rédaPrickar | —marsian) - P(—marsian)=0,26-0,8-a¢=0,21 -«
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Normaliserad Bayes
« P(Y|X) = aP(X|Y)P(Y)

dar a ar en normaliseringskonstant som ser till att P(Y|X) summeras till 1
« P(X|Y) ar kausalsamband, ex mdssling ger réda prickar

* Vihar ocksa
P(anb)

P(a|b)= P(b) =o-P(anb)
Jamfor med Bayes

_Pbla)P(a) _ ,
P(a|b)= Py o P(b|a)- P(a)
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Exempel, taligenkanning
Man vill valja det mest sannolika ord som en viss ljudsignal svarar mot

P(Signal | Ord)P(Ord)

= o -P(Signal | Ord)-P(Ord
P(Signal) (Signal |Ord)-P(Ord)

P(Ord | Signal) =

P(Ord) anger hur vanligt ett visst ord ar (i en viss kontext)
P(Signal | Ord) ar den akustiska modellen och anger vilken ljudsignal ett ord oftast ger upphov till
Ex: P("rav” | rav) =0,7
P("oav” | riv) =0,1

P("rev’ | rav) =0,2
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Villkorligt oberoende, 1

P(massling |rodaPrickar A feber)= o - P(rodaPrickar A feber | mdssling)- P(mdssling)

* Skalar inte upp eftersom vi har kombinationer av varden, generellt
P(X{,X,,....X,|Y) ger 2" varden

* Men bade roda prickar och feber beror pa massling sa vi kan anta
att roda prickar (feber) inte paverkas av om man har feber (roéda

prickar) eller inte, givet att vi vet massling. De ar villkorligt
oberoende

P(mdssling | rédaPrickar A feber)= o - P(rédaPrickar | mdssling) - P( feber | mdssling) - P(mdssling)
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Villkorligt oberoende, 2

* Tva variabler ar villkorligt oberoende om observationerna inte paverkar
varandra

» Vilkorligt oberoende kan paverkas av observationer av andra variabler

e Ex. Ar A och B nedan villkorligt oberoende givet/inte givet C?

A

LINKOPINGS
II.“ UNIVERSITET



Villkorligt oberoende, 3

e Generellt:

— Om variablerna X och Y ar villkorligt oberoende givet variabeln Z sa géller att:
P(X, Y 2) =P(X|2) P(Y | Z)

— Vi har ocksa varianterna:
P(X|Y,Z2)=P(X|2Z)ochP(Y|X,2Z)=P(Y]|2)
om X och Y villkorligt oberoende givet Z
P(Feber | Massling A RédaPrickar) = P(Feber | Massling)
dvs. sannolikheten for feber givet att man har massling paverkas inte avom man har
roda prickar eller e]
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Naive Bayes

* Om en orsak kan ge upphov till flera olika effekter sa kan man forenkla
simultanfordelningen

P(Missling, RédaPrickar, Feber) = produktregeln = P( Mdssling )P(RédaPrickar, Feber | Mdssling)
Villkorligt oberoende ger:

P( Missling, RodaPrickar, Feber) = P( Mdssling )P( Feber | Mdssling)P(RodaPrickar | Mdssling)
Mer generellt

P(Orsak, Effekt , Effekt,,...Effekt )= P(Orsak)H P(Effekt, | Orsak)

i=1
» Kallas Naive Bayes eftersom den ocksa ibland anvands nar effekterna inte ar
villkorligt oberoende
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