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1 Lite om matematisk notation

1.1 Matematisk notation

For att kunna specificera matematiska modeller kravs en bra notation. Samtidigt kan
notationen gora det svart for ej insatta att forsta den matematiska modellen. En viktig
fardighet som ni kommer att beh6va under hela kursen ar att bli bekvdama med och
behirska den matematiska notation som inférs pa kursen.

1.2 Nagra viktiga typer av uttryck

Utsagor, satser, etc: Uttryck som &r sanna eller falska, t.ex. 70 < 5”,70+7 < 5”.
Enskilda viarden: Uttryck som stér for bestimda vérden, t.ex. 0, 5, 0,33, 0, {1, 2, 3,4}.

Variabler: Uttryck som kan anta olika varden, t.ex. i generella utsagor eller vid berak-
ningar som bygger pa att berdkningssteg upprepas. De utgors oftast av Iampligt
utvalda bokstéaver, latinska eller grekiska.

Relationer: Relationer appliceras pa ett givet antal virden och ger en utsaga (som
alltsa ar sann eller falsk), t.ex. i 70 < 5” appliceras mindre-dn-relationen (<) pa
argumenten 0 och 5. Ordningen ar viktig!

Negerande streck Over relationssymboler: Nir ett snedstreck star 6ver en relations-
symbol, t.ex. som i "#” och ”¢” betyder det att relationerna ”=" respektive ”"€”
inte rader.

Funktioner: Funktionssymboler appliceras pa ett givet antal viarden och ger ett ut-
tryck som representerar ett bestimt véirde. Detta kan ofta rdknas ut. De fyra
réakneséatten (addition: +, subtraktion: —, multiplikation: -, och division: /) ar
funktioner. Additionen ”0 + 7” star for vérdet 7, t.ex. En annan funktion &r fa-
kultet (mer senare) och skrivs ”!”. Dess symbol placeras efter argumentet, som i
uttrycket ”5!” (5! = 120).

Serier: Man har ofta anledning att skriva serier av viarden. Eftersom dessa kan vara
valdigt 1anga eller odndliga beh6vs en notation med ”...”, som anvéinds sa att
lasaren kan forsta vilka varden punkterna matchar. Om vi t.ex. skriver

(n+1)x(n+2)x---x(m—1)



s& menar vi produkten av alla heltal storre 4n n och mindre 4n m. (Om n = 5
och mindre d4n m = 7, sa skulle det bara bli 6 rakt av, trots att det ser ut som om
minst tre virden skall multipliceras.)

1.3 Notation for summor

Fraga: Vilket &r nésta tal i denna serie? 1,3, 6,10, 15,...

Om vi funderar ett slag sa inser vi kanske detta, som vi skulle kunna visualisera
sa har:

° 0
o 0 000
® 0 000 0000
o 0 000 0000 00000
° 00 000 o000 00000 000000
) 00 000 0000 00000 000000 0000000
1 2 3 4 5 6 7

Dessa tal kallas for trianguldrtalen. Det nta triangulartalet, som vi kan skriva T(n), ar
1+---+n. Nagra exempel:

T(H)=1

T(2)=1+2
T(3)=1+2+3
T4)=1+2+3+4
T(5)=1+2+3+4+5

Vi har nu infért T som en funktionssymbol.

En kompakt och mera precis notation for en sadan summa ar denna, med grekisk versal

sigma (X) for summa.
n

T(n)= > i

i=1
Detta uttryck stér for en summa. Man rdknar ut dess viarde genom att for varje virde
av variabeln i mellan 1 och n utvirdera uttrycket som star efter X-symbolen (som ju
bara ar i) och addera dessa virden. Symbolen i kallas for summationsindex, virdet 1
kallas for undre gréns, vardet n kallas for 6vre gréns, och uttrycket efter >-symbolen
kallas for summaterm.

Ett annat exempel:

4
Z:(i+5)2=62+72+82+92

i=1



Nér undre grinsen &r storre 4n Gvre gransen sdger man att summan ar tom. D4 defi-
nierar man att den ska ldsas som ett uttryck for 0.

> f) =0 (omk>n)
i=k

Fraga: Multiplikation bygger, som bekant, pa addition: Hur kan man skriva pro-
dukten m - n genom en summaterm?

n
m-n=m+---+m=Zm eller m-n=n+---+n=Zn
i=1

n génger m ganger

1.4 Notation for produkter

P4 liknande séitt som fér summor kan man gora med produkter (och anvdnder da
grekisk versal pi, IT), t.ex. sd hér:

n
[
i=1
Detta uttryck definierar fakulteten (factorial) av n, som brukar skrivas n!. (Vi kommer
att atervinda till detta.)

Aven ! dr en funktionssymbol, som av hivd placeras efter sitt argument.

Nagra exempel:

=1
20=1-2
31=1-2-3
41=1-2-3-4
51=1-2-3-4-5

n
Fraga: Vad fir man nir man ersitter Y, genom | | i uttrycket > m?
i=1

Da far man ett uttryck for potensen m™:




Den tomma produkten ldses som ett uttryck for 1.

[[fO=1  (omk>n)
i=k

Fraga: Vad borde triangulartalet T(0) och fakulteten 0! ha for ndgra varden?




2 Mangder

Diskret matematik handlar om diskreta strukturer. I denna lektion kommer vi att be-
handla den mest elementira diskreta strukturen, som alla andra diskreta strukturer
bygger pa: mdngden. Mangdbegreppet, relationer mellan méngder och operationer pa
mangder utgor den diskreta matematikens mest grundldggande verktyg. Det ar darfor
viktigt att kunna hantera dessa begrepp.

2.1 Grundlaggande begrepp

En méngd ar en uppsattning av objekt. Objekten kallas for méngdens element. Man
skriver a € A som en forkortning for "objektet a tillhér médngden A” och a ¢ A som en
forkortning for ”objektet a tillhor inte mangden A”. Det ar vanligt att anvanda sig av
stora bokstéver for att beteckna méangder, och av smé bokstaver for att beteckna ele-
ment. (Vi kommer dock in pd médngder som har mangder som element ganska snart.)

2.1.1 Beskrivningar av méingder

Miéngder brukar beskrivas pa tva olika satt.

Uppriakning Man kan helt enkelt rdkna upp méangdens element. Om méngden ifraga
ar valdigt stor (i synnerhet odndligt stor) kan man dven anvdnda uteldmningstecknet —
ihopp pé att det ar klart vad som har uteldmnats. Hir kommer, som exempel, mdngden
av sanningsvarden, méngden av alla medlemmar i Beatles ar 1964 och mingden av
alla naturliga tal.

B = {true,false} B = {John, Paul, George, Ringo} N = {0,1,2,...}
Mingdbyggaren Man kan beskriva en méngd genom att specificera vilka egenskaper
som utmairker de element som tillhér méngden. Till exempel:

B = {x | x var en medlem i Beatles ar 1964}

Detta ska ldsas som: "Méangden B dr médngden av alla x sddana att x var en medlem i
Beatles ar 1964.” Denna notation kallas for méangdbyggaren.

Exkurs: Russell’s paradox

Anvindning av méngdbyggaren kan ge upphov till Russell’s paradox (efter brit-
ten Bertrand Russell, 1872-1970), som visar att den naiva méngdldran (som




hade utvecklats av den tyska matematikern Georg Cantor, 1845-1918) ar motsa-
gelsefull. Betrakta miangden

R = {A| Adr en mingd som inte innehaller sig sjilv}.

Eftersom R 4r méngden av alla mingder som inte innehaller sig sjalva kan det
inte vara fallet att R € R. Lat oss alltsd anta motsatsen, att R ¢ R. Da uppfyller R
egenskapen som utmaérker de element som tillhor R, alltsd maste det gélla att
R € R. Paradox!

2.1.2 Extensionalitetsprincipen

Hur man beskriver en méngd spelar ingen roll; det enda som ar viktigt ar vilka element
ingar i mangden. Det vill sdga, tvd mangder ar identiska om och endast om de har
samma element. Detta kallas for extensionalitetsprincipen. Den innebér bland annat
att ordningen i vilken man anger méngdens element &r irrelevant, sa att {1,2,3} och
{3,2, 1} beskriver ssmma méngd. En annan konsekvens &r att varje element bara kan
riaknas en gang, sa att exempelvis {1} och {1, 1} beskriver samma méngd.

2.1.3 Den tomma mangden

Den tomma mingden ir mangden som inte har ndgra element. Den brukar skrivas .

Fraga: Kan du komma pa en beskrivning av den tomma mangden?

= {x | x &r en kvinna och &r eller har varit Sveriges statsminister}

Ett vanligt misstag &r att blanda ihop @ (den tomma méngden) och {#} (méngden som
innehéller den tomma méngden som sitt enda element).

2.1.4 Delmiéngder

En méngd A ar en delméngd till en mdngd B om och endast om varje element i A &r
ett element i B. Man skriver A C B som en forkortning for "A ar en delméngd till B”
och A ¢ B som en férkortning fér ”A &r inte en delméngd till B”.

Delmingdsrelationen kan beskrivas genom vad som brukar kallas for Venn-diagram
(efter britten John Venn, 1834-1923); se Figur 1a. I dessa diagram representeras mang-
der genom cirklar. Cirklarnas placering representerar relationerna mellan méngderna.



(4)s

(A)ACB (b)A| B

Figur 1: Tva relationer mellan mangder: ”4r delméangd till” och ”ar disjunkt till”.

Den omgivande rektangeln i ett Venn-diagram beskriver médngden som innehéller alla
i sammanhanget relevanta objekt. Denna mangd kallas dven for universum och skrivs
ibland % . Vilka element ingdr i universumet framgar oftast ur sammanhanget; men
vill man vara riktigt noggrann anger man universumsméngden nir man specificerar
mangder. Anvdander man médngdbyggaren brukar man skriva universumsméngden till
vanster om det lodratta strecket. Till exempel:

J = {neN| n ar jamt}

Vi kommer for det mesta inte ange % i mangdbyggarna eller Venn-diagrammen.

Delméngdsrelationen ar transitiv: A C B och B C C implicerar generellt att A C C. Den
ar aven reflexiv: A C A, generellt.

Fraga: Kan du ge ett exempel pa en annan transitiv relation?

Ett exempel 4r relationen ”ar mindre eller lika med” pé heltalen: a < b och b <c¢
implicerar att a < c. Vi kommer att prata mer om transitivitet i lektion 2.3.

Fraga: Hur bevisar man att A C B? Hur bevisar man att A ¢ B?

For att visa att A C B maste vi visa att varje element i A &r ett element i B. For att
visa att A ¢ B maste vi bara hitta ett element i A som inte finns med i B.

Man kan visa att ) C A, for godtyckliga méngder A. For att visa att } C A géller méste
vi visa att varje element i @) 4r ett element i A. Men den tomma méangden innehaller
ju inga element, sa pastdendet giller pa ett trivialt sitt. (Ett liknande pastdende &r:
"Varje Hollywood-film som jag nagonsin har medverkat i har fatt en Oscar.”)



Fraga: Kan du forklara skillnaden mellan " C A” och 70 € A”?

Péstaendet ’() C A” séger att den tomma méangden dr en delméngd till mdngden A.
Detta pastdendet ar sant for godtyckliga méngder A (som vi har just bevisat), och
ger darfor ingen information. Pistdendet ") € A” séger att den tomma méangden
ar ett av elementen i A. Detta géller inte for godtyckliga méangder. En méngd som
det gller for ar {0}.

Delmingdsrelationen ar central for manga matematiska argument. Ett exempel: Det
vanligaste séttet att bevisa att tvd mingder &r lika &r att dela upp beviset och visa

(ACB och (ii)BCA

Fraga: Kan du forklara varfor detta bevis fungerar?

Om A C B s4 éar alla element i A dven element i B; om B C A s ar alla element
i B dven element i A. D3 foljer att A= B genom extensionalitetsprincipen.

2.1.5 Potensmingden

Potensmingden till en miangd A dr miangden som bestar av alla delmangder till A.
Potensméngden till A skrivs ofta & (A).

Fraga: Vad ar potensméngden till mangden {0, 1,2}?

Potensméngden till {0, 1,2} 4r méngden av alla delméngder till {0, 1,2}, s

#({0,1,2}) = {6,{0},{1},{2},{0,1},{1,2},{0,2},{0,1,2}}

Fraga: Vad ar potensméngden till den tomma méngden?

Potensméngden till den tomma méngden dr den tomma méngden.

2.1.6 Disjunkthetsrelationen

Tva méngder A och B &r disjunkta om de inte har ndgra gemensamma element. Ibland
ser man notationen A || B som forkortning for ”A och B ar disjunkta”.
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(a) AUB ar skuggad (b) AN B é&r skuggad

(c) A—B ar skuggad (d) A° ar skuggad

Figur 2: Méangdoperationer.

Fraga: Kan du rita ett Venn-diagram som illustrerar disjunkthetsrelationen?

Se Figur 1b.

2.2 Mangdoperationer

P4 samma sitt som man kan rdkna med tal kan man dven rikna med méngder. Nér vi
rdknar med tal har vi operationer som addition och multiplikation. Néar vi rdknar med
mangder har vi dessa operationer:

AUB = {x| x €Aeller x € B} (unionen av mangderna A och B)

ANB = {x| x €Aoch x € B} (snittet av miangderna A och B)

A—B = {x| x€Amen x ¢ B} (differensen mellan méngderna A och B)
Differensen mellan méngderna A och B skrivs dven som A\ B. Operationerna kan illu-

streras genom Venn-diagrammen i Figur 2a—c.

Differensen mellan universumet och en mangd A kallas for A:s komplement och skrivs A°:

A= U —A = {x| x€U och x ¢A}

Fraga: Kan du rita ett Venn-diagram for A:s komplement?

Se Figur 2d.




Figur 3: AU(BNC)=(AUB)N(AUC) ar skuggad.

Precis som fOr operationer som addition och multiplikation finns det rdkneregler for
mangdoperationer. Ett exempel: For tal géller distributivitetslagen a-(b+c) = ab +ac.
For mangder giller distributivitetslagen

AU(BNC) = (AUB)N(AuC)

Hur kan vi bevisa detta? Ett satt dr att bevisa 6msesidig inklusion. Ett annat sétt ar
att rita ett Venn-diagram for de tre méngderna och att 6vertyga sig om att det vanstra
uttrycket beskriver samma omréde i diagrammet som det hogra uttrycket (se Figur 3).

I Eriksson och Gavel finns det manga fler rdkneregler for médngdoperationerna (avsnitt
2.3). Jag rekommenderar er varmt att forsoka bevisa nagra av dem.

2.3 Kardinalitet

Storleken hos en méangd A kallas A:s kardinalitet och skrivs |A|. For dndligt stora méng-
der anger |A| antalet element i A. (For odndligt stora méngder finns det ingen sjalvklar
definition av ”storlek”. Vi kommer tillbaka till denna punkt senare i kursen.)

Fraga: Om A och B ar (4ndligt stora) méngder sa att A C B géller, vad galler da
for deras kardinaliteter?

Det giller att |A| < |B|.

Fraga: Hur kan man riakna ut kardinaliteten |[AU B|?

En forsta gissning ar att |[AU B| = |A| + |B|, men i det senare uttrycket riknas de
gemensamma elementen tva ganger, dels som element i A, dels som element i B.
De gemensamma elementen dr elementen i snittet AN B. For att fa ett korrekt
uttryck maste vi alltsa ta bort |A N B| ménga element fran |A| + |B|:

|AUB| = |A|+|B|—|ANB]|
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4
3 0(2’3)
2 0(3’2)
1 0(1’1)

X
0 1 2 3 4 5

Figur 4: Ett koordinatsystem.

Fraga: Om en mingd A har n element, hur ménga element har da A:s po-
tensméangd?

Potensméngden till A bestar av alla delmangder till A. Varje delméngd B € A
kan beskrivas genom att for varje element a € A stilla frdgan: Ar a € B, ja eller
nej? P4 denna fraga finns det tva svar, sd om det finns n element i A finns det
sammanlagt

n génger
olika mojligheter att svara. Detta visar att |2 (A)| < 2". Samtidigt ar det sa att
olika svar pa fragorna specificerar olika delméngder, vilket visar att 2" < |2 (A)|.
Dérfor galler att |Z22(A)| = 2".

2.4 Par och tupler

Det kartesiska koordinatsystemet &r ett koordinatsystem som i planet bestar av en x-
axel och en y-axel som skir varandra vinkelrdtt. Man brukar rita x-axeln fran vanster
till hoger och y-axeln nerifran uppat. Genom att markera enhetsldngder for bada ax-
larna definierar man ett rutnit. Varje punkt pa detta nét kan skrivas som (x, y), dar x
anger koordinaten pé x-axeln och y anger koordinaten pa y-axeln. Ett exempel pa ett
koordinatsystem visas i Figur 4.
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Uppdrag: Rita in punkterna for koordinaterna (2, 2), (2,3) och (3, 2)!

Koordinater som dessa &dr exempel pa par. I ett par (x, y) kallar man x och y parets
komponenter. Notera att (2,3) # (3,2)! Det vill sdga, ordningen mellan komponen-
terna spelar en roll.

Ett pars komponenter behéver inte vara tal. Lt A och B vara godtyckliga méngder.
Méngden av alla par (a,b) dér a € A och b € B kallas for produktméngden av A
och B. Den skrivs A x B och kan beskrivas genom mangdbyggaren

AxB = {(a,b)| a€A,beB}

I exemplet hade vi tva mangder X och Y:

X =1{1,23,45 Y =1{1,234 XxY={(x,y)|lxeX, yeY}

Fraga: Lat A och B vara godtyckliga mangder. Betrakta produktméingden A x B.
Hur manga element har den?

Om A har m element och B har n element s har produktmingden A x B ex-
akt m ganger n element. (Och det passar ju bra ihop med beteckningen ”pro-
duktméngd”!) Observera att om en av mangderna dr tom, sa kan man inte bilda
nagra par, sa produktméngden blir tom den ocksd: Om m = 0 eller n = 0 sa &r
mn = 0.

For att beskriva en tredimensionell rymd snarare 4n ett tvadimensionellt plan lagger
man till en z-axel vinkelritt mot (x, y)-planet. Aven hir har vi punkter, men dessa har
nu tre koordinater. Man kan kalla dem for triplar. PaA samma sétt kan man definiera
quadrupler, quintupler, och mera allmént n-tupler.

2.5 Lasning och 6vningar

Eriksson och Gavel kapitel 2, férutom avsnitt 2.6.2 och 6vning 2.37.
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3 Rekursion och induktion

3.1 Rekursiva definitioner

Rekursiva definitioner ar definitioner som refererar till sig sjdlva. De ar nédra besldktade
med rekursiva subrutiner i ett datorprogram, alltsd subrutiner som anropar sig sjélva.

Fraga: Har ni stott pa rekursion i era programmeringskurser?

3.1.1 Fakultetsfunktionen

Ett exempel ar den rekursiva definitionen av fakulteten av ett tal, skrivet n!, som ar
produkten av talen fran 1 till n:

Vi kan rdkna ut fakulteten av n for ndgra konkreta virden av n:

1'=1, 201=1-2=2, 31=1.2.3=6, 41=1-2-3-4=24

Fraga: Vad anger fakulteten av n? Vad ar fakulteten av 0?

Fakulteten av n anger antalet mojligheter att ordna en sekvens med n element.
Om n = 0 har vi n! = ]_[?:1 i, den tomma produkten. For den har vi sagt att
den ska ha vardet 1. Och det passar ju bra: om det inte finns nagra element att
anordna, sa finns det bara ett sitt att gora det pa.

Né&r man tittar pa termerna i produkten som man maste rékna ut for n! ser man att de
allra flesta redan forekommer i produkten for (n — 1)!:
'=1 2!= 1 -2=2 31=1-2-3=6 41=1-2-3-4=24
~—~— ~—~— ~——
1! 2! 31
Det vill sdga, om n > 1 &r fakulteten av n lika med fakulteten av n—1, ganger n. Detta
kan vi dven séga i fallet n = 1, eftersom 1! =0!-1=1-1 = 1. Alltsa géller:

| 1 omn=0
n! =
(n—=1)!-n omn>0

Vi kan ta det har som en rekursiv definition av fakulteten. Fallet n > O refererar till-
baka till definitionen och kallas darfor rekursivt. Fallet n = 0 kallas basfall; detta fall
refererar inte tillbaka till definitionen. For att en rekursiv definition ska vara korrekt
behovs det minst ett basfall. I ndsta exemplet kommer vi att se en rekursiv funktion
vars definition har tva basfall.
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3.1.2 Fibonaccitalen (E&G 4.1.1)

Vad kannetecknar denna (odndliga) talserie? (Vilket dr det 500:de talet i den, t.ex.?)
0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, ...

Jo, vi har borjat med 0 och 1 och sedan réknat ut féljande tal som summan av de tva
foregaende (t.ex. 21 + 34 =55, med talen pa plats 8 till 10).

Vi far en rekursiv definition. Lat oss skriva f (n) for talet pa plats n.

0 omn=20
f(n) =11 omn=1
f(n—1)+f(n—2) omn>1

Observera att det héar finns tva basfall. Detta ar viktigt, eftersom det rekursiva fallet
refererar till tva olika mindre fall: n —1 och n— 2.

Denna talf6ljd omnidmndes ar 1201 av matematikern Leonardo da Pisa, som &ven
kallas for Fibonacci (son till Bonaccio), men den hade varit kdnd redan for antikens
greker och indier. (Den &r pa manga sétt intressant, och ni kan latt hitta mer att ldsa
om den.)

3.1.3 Antalet delmédngder med en viss storlek (se d&ven E&G 5.5)

Potensmangden & (A) (se avsnitt 2.1.5) innehaller per definition alla delméngder till
A, och |2 (A)| = 2 (se avsnitt 2.3).

Men hur manga delméngder finns det som har en given storlek? Lite terminologi forst.
Man brukar tala om k-kombinationer av méngden A, ndr man avser delmédngder med
kardinaliteten k. Allts: En mdngd K 4r en k-kombination av miangden A om och endast
om K CAoch [K|=k.

Antalet olika k-kombinationer av en méangd med n element har en speciell beteckning:
binomialtal (eller binomialkoefficienter), som brukar skrivas (Z), och kan utldsas "n
vélj k”. (Konkretisering: Du blir bjuden 3 valfria bitar ur en chokladlada med 20 olika

praliner: Hur manga olika val av dina 3 bitar kan du goéra? Jo, (230) =1140.)

Notationen (Z) ar annu ett exempel pa hur en funktionssymbol kan utformas typogra-
fiskt.

Nagra generellt och relativt uppenbart sanna ekvationer:

(g) =1 (eftersom @ ir enda 0-kombinationen).
(Z) =1 (eftersom A ar den enda n-kombinationen, da |A| = n).
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( 21) = n (varje (n — 1)-kombination svarar mot ett bortplockat element).

(Z) kan definieras rekursivt pa detta sétt (vi skall senare i avsnitt 3.2.2 bevisa att detta

stammer):

0 omk>n
(Z): 1 omk=0
(rklj)-i-(n;l) omk<nochk>0

Om vi stéller upp dessa viarden med en rad for varje viarde pa n > 0, en cell for varje
varde pa k niar 0 < k < n, och centrerar raderna, sa far vi denna tabell, som kallas

"Pascals triangel”.

1 n=0

1 1 n=1
1 2 1 n=2
1 3 3 1 n=3
1 4 6 4 1 n=4
1 5 110((10] 5 1 n=>5
1 6 |15 20| 15| 6 1 n==~6
0.5.V.

Den rekursiva ekvationen svarar mot att att varje cell med tva varden 6ver sig innehal-

ler summan av dessa.

][

Vi far ocksa tdnka oss att det finns oandligt med celler med vérdet O for alla fall da
k > n, alltsa till hoger. De definieras av forsta basfallet.

Vardena for fallen da (2) =1 fas alltsa pa detta sétt:

()=




Cellerna med vérdet 1 l4ngst till vinster motsvarar andra basfallet (d& k = 0).
Om du fyller pa triangeln med néstfoljande 14 rader, s borde du kunna se att (230) =
1140. (Gor géarna det som 6vning, fast den borde inte kdnnas helt stimulerande &nda

fram till fullbordan.)

Binomialtalen dyker @ven upp i binomialutvecklingarna. Dessa rdkneregler borde ni
ha stott pa pa gymnasiet:

(a+b)°=1

(a+b)=1a+1b

(a+b)®>=1a%+2ab + 1b?

(a+b)® =1a®+3a?b +3ab?+1b°
(a+b)*=1a*+4a®b + 6a*b* + 4ab>® + 1b*
0.5.V

3.2 Induktionsbevis

Induktion &r en teknik for att bevisa egenskaper i samband med objekt som definieras
rekursivt. I samband med sprakteknologi kan det rora sig om rekursiva algoritmer och
dataprogram, och i del 3 av kursen kommer vi ocksa anvianda oss av induktion for att
bevisa egenskaper hos grammatiker.

3.2.1 Induktionsprincipen

Det finns folk som tycker om att stélla upp dominobrickor och sedan vilta omkull dem
pa mer eller mindre dramatiska sétt:

http://youtu.be/8H4ipvzGkBY

Det hela bygger pa att, om man vélter den forsta brickan och brickorna star sa tétt
placerade att en fallande bricka slar omkull den nésta, s kommer sa sméningom alla
brickor att valta omkull.

Antag att vi vill bevisa pastaendet att ”bricka n valter omkull”, for godtyckliga virden
av n. (Vi antar alltsd att alla brickor d4r numrerade frdn 1 uppat.) Detta kan vi klara
genom tva delbevis:

1. Vi visar att bricka 1 valter omkull.

2. Vi visar att om bricka n — 1 valter omkull s& slar den omkull bricka n.

Observera att det andra steget refererar tillbaka till det pastdende som vi vill bevi-
sa, men med ett mindre virde av n. Detta steg kallas for induktionssteg, och hela
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bevisprincipen kallas for induktionsprincipen. Det funkar forstés inte bara for domi-
nobrickor. For att illustrera detta gar vi till ett annat spel i avsnitt 3.2.3. Innan dess
skall vi se pa ett induktivt bevis for att binomialtalen ger antalet k-kombinationer av
mangder.

3.2.2 Binomialtalen

Som vi sdg i avsnitt 3.1.3, sa kan binomialtalen definieras sa har:

0 om k > n (Basfall 1)
(n) = {1 om k = 0 (Basfall 2)
(Zj) + (”;1) om k < n och k > 0 (Rekursiva fallet)

En av inneborderna av dessa tal ar féljande:

Antalet olika k-kombinationer (delmédngder med k element) av en mingd
med n element ar (Z) (Antalssatsen.)

Denna sats, som vi kan kalla Antalssatsen (inte nigot vedertaget namn), har vi dock
inte bevisat.

Lat oss ga igenom detta bevis och ge konkreta exempelvarden for bevisets svaraste del
efterat.

Om vi har en godtycklig mangd A och ett godtyckligt heltal k > 0 sa kan vi kalla
méngden av k-kombinationer av A for K. Detta kan vi dven uttrycka sa hér:

K={S|S CA och |S| =k}

(Direkt konsekvens: K C % (A) — Varfor?).
Vi skall da bevisa att |[K| = (Z) med n = |A| (som nu &r en parafras av Antalssatsen).

De enklaste fallen 4r d& n = 0 vilket innebdr samma sak som A = ). Detta ger det
induktiva argumentets bassteg. Om k = 0, sé &dr () den enda k-kombinationen. Detta
stimmer med definitionens Basfall 2, som implicerar: (8) = 1. Om k > n sa finns ing-
en k-kombination (K = ), eftersom ingen delméngd kan innehélla fler element &n
utgdngsméngden (just har @). Detta stimmer med definitionens Basfall 1, vars konse-
kvens blir (2) =0.

Induktionssteget, for godtyckliga fall nidr n > 0 (alternativt A # @), bygger pé induk-
tionsantagandet att Antalssatsen &r sann for ett godtyckligt fall om den &r sann for alla
ett sndpp enklare fall (alltsa for médngder med kardinaliteten n — 1). Vi kan dela upp
det i tva fall:
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Fall 1 av induktionssteget, nir k > n: D4 finns ingen k-kombination (K = ), eftersom
ingen delméngd kan inehalla fler element &n utgangsmangden, (Z) = 0. Basfall 1 i
definitionen ger oss detta.

Fall 2 av induktionssteget, nidr k < n: Det finns (eftersom A # §)) nagot virde x € A.
Lat oss ta (vélja ett godtyckligt) x och dela upp K i tva disjunkta delméngder (som i
sin tur bestar av delméngder till A - lite komplext).

K, ={S|S €K och x €S}
K,={S|S€K och x ¢S}

K, och K, ar disjunkta eftersom x € S och x ¢ S aldrig kan vara sanna om samma S.
Alltsa: |[K| = |K;| + |K,|. (Bevisa detta steg for dig sjalv!)

Om vi s.a.s. plockar bort x ur varje delméngd i K; far vi en méngd av samma kardina-
litet, i mdngdnotation:

L={S|S" €K; och S=58"\{x}}

Hur vet vi detta (|L| = |K;|)? Jo, for att deras element star i ett ett-till-ett-forhallande
(plocka bort/léagg till x) till varandra.

Vi kan ocksa notera detta:
L={S|SCA\{x} och |S|=k—1}

Eller i ord: att L &r mangden av k— 1-kombinationer av A\ {x}, och eftersom (varfor?)
|JA\ {x}| = n—1, sa (enligt induktionsantagandet) |L| = (Zj)

Sedan hade vi K, (k-kombinationerna av A som inte innehaller x), men detta maste
vara samma méngd som méangden av alla k-kombinationerna av A\ {x}. (Varfér?)

Ky ={S|S S (A\{x}) och |S| =k}
och i sa fall (enligt induktionsantagandet)

K| = (kL)
Tidigare har vi visat att:

K| = |Ky| + |K,| och |Ky| = |L| = (;7;)
Alltsa (for Fall 2 av induktionssteget) vet vi:
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K| = 1K, | + 1K, = (33) + (")

Darmed har vi bevisat antalssatsen induktivt.

Ett konkret exempel pa vilken typ av véarden vi skulle fa i bevisets sista del, med n =5
och k = 2.

Vi kan t.ex. vélja:

A=1{0,1,2,3,4} (alltsd n = |A| =5 och |Z (A)| = 32).

Da blir:

K ={{0,1},{0,2},{0,3},{0,4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3, 4}}
och ta forsta basta:

x = 0, varvid vi far:

K, =1{{0,1},{0,2},{0, 3},{0,4}}

K, ={{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}}

L={{1},{2},{3},{4}}

d.vss. alla 1-kombinationer av {1, 2, 3, 4}). Elementen i K; och L star i
ett ett-till-ett-forhallande till varandra (exempel pa en bijektion, som vi
kommer in pa senare pa kursen), darmed |K;| = |L|.

Och K, ér alla 2-kombinationer av {1, 2, 3, 4}).

3.2.3 Schackspelets girige uppfinnare

Schack ar ett valdigt gammalt spel. Dess tidigaste foregangare uppstod i Indien pa
500-talet, alltsd ungefar for 1.500 ar sedan. Det finns en legend kopplad till spelet:

Nér spelets uppfinnare visade upp schackspelet till landets hirskare blev denne sa
belaten att han sa at uppfinnaren att sjialv vilja sin beléning. Uppfinnaren, som var
valdigt smart (lite for smart, som det senare skulle visa sig) onskade sig ett riskorn
for den forsta rutan pa schackbrédan, och for varje annan ruta pa bradan dubbelt sd
manga riskorn som pa foregaende ruta. Harskaren tyckte att denna 6nskan 14t valdigt
modest och beordrade sin kammarherre att rdkna ut hur manga riskorn det skulle bli
totalt och ldmna over riset till uppfinnaren.

Var uppgift ar att ocksa gora denna rékning. Strategin dr denna: Vi ska forst rakna ut
hur manga riskorn som ligger pa ruta n (for godtyckliga varden av n), och sedan ldgga
ihop alla dessa varden till en summa.
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Antalet riskorn pa en viss ruta

Lat oss skriva r(n) for antalet riskorn pa ruta n.

Fraga: Kan du stélla upp en rekursiv definition av r(n)? Vilka &r basfallen?

Funktionen r(n) kan definieras sa har:

Vi kan rdkna ut nagra virden av r(n) for konkreta viarden av n:

r(=1, r(2)=2-r(1)=2-1=2, r(3)=2-r(2)=2-2=4

Om vi har kunskaper i Java kan vi skriva en metod som réaknar ut r(n):

public int r(int n) { // argument n ett heltal (int)
if (n ==1) { // basfallet
return 1; // resultat 1
} else { // annars, rekursiva fallet
return 2 * r(n - 1); // gdr rekursivt anrop
}
+

Fraga: Vad hander om man anropar denna metod med ett virde n < 1?

Vi bygger in denna metod i en av véra foretags produkter och kunderna verkar vara
nojda. Men en dag sd kommer var chef in i rummet med en lysande idé for hur produk-
ten kan forbattras: Hon foreslar att var metod ska ersédttas med den mycket kortare
metoden

public int r(int n) {
return Math.pow(2, n - 1);
}

Anropet Math.pow(double a, double b) returnerar potensen a’.

Denna férenkling vore snygg forstas, men vi ar inte helt 6vertygade om att de tva
metoderna verkligen gor samma sak och sitter oss darfor ner for att bevisa det. For
att gora detta kan vi anvianda oss av induktionsprincipen.
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Fraga: Vilket pastdende maste vi bevisa?

Vi maste bevisa pastdendet att r(n) = 2" 1.

Vi vill bevisa pastdendet att r(n) = 2", Induktionsprincipen siger att vi kan bevisa
detta genom att visa tva saker:

1. Vi maste visa att pastaendet dr sant for n = 1.

2. Vi méste visa att, om pastdendet &r sant for n— 1, sa ar det dven sant for n.

Kontroll: Innan man borjar ett induktionsbevis &r det bra att kontrollera att pastaendet
kan stdmma genom att rdkna ut nagra konkreta varden. (I det hdr sammanhanget ar
det kanske bra att repetera lite potensrdakning.)

r(1) =1 2171 = 20=
r(2) = 2 271 = 2l =
r(3) = 4 271 =22=4

Ja, det verkar ju stimma bra.

Basfall: Vi méste visa att pastdendet ar sant for n = 1. I det hér fallet &r det bara att
rakna: Genom att anvinda definitionen for r(n) far vi r(1) = 1; och 2" = 1, som vi
ju redan konstaterat i kontrollen.

Induktionssteg: Vi maste bevisa att, om pastaendet ar sant for n—1, sa ar det dven sant
for n. S lat oss anta att pastaendet &r sant for n — 1.

Fraga: Vad innebir detta antagande?

Det innebér attomn > 1, sd dr r(n—1) = 2" 2,

Vi fir anta att r(n—1) = 22 (n > 1). Nu méste vi visa att r(n) = 2" 1,

r(n)=2-r(n—1) (definition av r(n))
=2.2"72 (antagandet)
=2t (potensrdkning)

Och detta var vad vi ville visa. Sa var chef tycks ha legat rétt for en gangs skull.
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Antalet riskorn pa schackbriddan

Nu kan vi alltsa rdkna ut antalet riskorn pa en viss ruta pa schackbrédan. Det totala
antalet riskorn pa briddan dr summan av alla dessa varden:

r()+r(2)+---+r(63)+r(64) = 2°+2'+-.-42024+2%

Detta kan vi skriva lite mera koncist genom att anvdnda oss av summanotationen:

64

64
2r@ = 2

i=1

Lat oss mera allmént skriva R(n) (med stort R!) for det totala antalet riskorn pa en
schackbridda med n rutor. Da far vi

R(n) = ZHIZH
i=1

Aven hir ir det inte svart att skriva en rekursiv Java-metod som rdknar ut denna
uttryck. Denna metod bygger pa den rekursiva definitionen

{O omn=20
R(n) =
R(n—1)+r(n) omn>0

Notera att basfallet har dr n = 0; detta motsvarar den tomma summan.

Men vér petiga chef har 4n béttre idé igen: Hon péastar att R(n) = 2"—1, vilket innebér
att vi inte behover en rekursiv metod utan para en enkel potensiering for att rikna ut
R(n). Men det maste vi alltsa bevisa igen ...

Kontroll: (Den far ni gora sjdlva. Det ar bra att gora den, men man brukar inte skriva
ner den nir man presenterar ett induktionsbevis i en bok eller liknande.)

Basfall: Vi méste visa att pastdendet géller for n = 0. (Inte n = 1!) Det ar bara att
rakna: R(0) =0 och 2°—1=1—1 =0, s det stimmer.

Induktionssteg: Vi méste visa att, om pastdendet géller for n — 1 (n > 0), sa géller det
dven for n. Vi antar alltsd att R(n— 1) = 2" ! — 1 och visar att R(n) = 2" — 1.

R(n)=R(n—1)+r(n) (definition av R(n))
=2"1—1+4r(n) (antagendet)
=21 1421 (vart tidigare bevis att r(n) = 2" 1)
=2-2"1—1
—2"—1.

Da hade chefen rétt igen! Kanske det beror pa hennes gedigna utbildning inom diskret
matematik?
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Det finns 64 rutor pa en schackbridda. Om vi lagger ihop antalet riskorn far vi alltsa
R(64) = 24 —1 = 18.446.744.073.709.551.615 ~ 18.4 triljoner
Hur mycket ar det? (Lat oss fradga Hjarnkontoret: http://www.svtplay.se/klipp/

179080/hur-manga-riskorn-innehaller-ett-kilo-ris.)

Det gar alltsd ungefiar 48.000 riskorn pé ett kilo ris. Man kan d& rdkna ut att 18.4
triljoner riskorn motsvarar ca. 384,3 gigaton (384, 3 - 10° ton) ris. Viirldsproduktionen
ris &r 2009 var 678 megaton (678-10° ton). Vildigt grovt kan man alltsa séga att antalet
ris pa en schackbriada skulle vara ungefar 1.000 ganger sa mycket som produceras i
hela vérlden pé ett ar.

Néir kungens kammarherre hade berittat detta for kungen 1at denne hugga av uppfin-
narens huvud for att sétta stopp for dennes matematiska frackhet.

Potensridkning (forklarande not)

Kom ihag vér notation for summor och produkter. Tva specialfall:

Dk =k++k=nk [[k=k - k=k
i=1 — i=1 N
n ganger n ganger

Nar summan eller produkten ar tom:

n—2 ganger n—1 génger

Mera allmént géller:

Kok = keo--- k-k----- k=5k----- k = kmtn

m génger n ganger m+ n ganger
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