Σ 5— @— ıt— ıU@*¸ hLM@Mı*ı—) AΞi Lh) uLh @5) 4 ML*ıU¨ @?@˝i 4 i ?— Lu ” Λ@?— ı�i ˙ Σ tti h— ıL?t

¨ LΞ@4 i ˙ v @tti h k Ξ@) @— @@?˙ # @?ıi *¸ @UΞL*U3) !

OHULD/ Xqlyhuvlw— ri Dqjhuv/ 5 Eg Odyrlvlhu/ 7¡378/ DqjhuvFHGH[ 34/ I UDQFH nkd— dwdCxqly0dqj huv1iu ¿sdfkrCxqly0dqj huv1iu

Devwudfw

W? —Ξıt T@Tih¯ i Thiti?— @?i¯ @TThL@UΞ —L@t)4 ML*ıU —hi@—4 i?— Lu^Λ@?—ı�i˙ t—@—i4 i?—t Ξ@fflı?˝ —Ξi uL**L¯ ı?˝ uLh4 R” Σ ¡t @hi ` ¡tRc!?L¯ ı?˝ —Ξ@— Σ @?˙ ` @hi *@Mi*t ˙i?L—ı?˝ ti—tc @?˙ ” ıt @*ı?˝Λıt—ıU ^Λ@?—ı�ih ı?—ih´ Thi—i˙ @t @ThLTLh—ıL? iffl@*Λ@—i˙ ı? @^Λ@*ı—@—ıffli ¯ @)˘ ȷ Λh 4 L˙i*U@? Mi fflıi¯ i˙ @t @t)4 ML*ıU˝i?ih@*ı3@—ıL? Lut—@—ıt—ıU@*UL?˙ı—ıL?@*ThLM@Mı*ı—) ?L—ıL?t @t ¯ i**@t @t)4 ML*ıU˝i?ih@*ı3@—ıL? Lu—Ξi U*@ttıU@*ThLM@Mı*ıt—ıU LTih@—Lht˘ ȷ Λh @TThL@UΞ ıt uLΛ?˙i˙ L? @t)4 ML*ıU�´ ?ı—i ¨ ´ffl@*Λi˙ *L˝ıUı? ¯ ΞıUΞ —Ξi ˝h@˙Λ@—ıL? tU@*i Lu¨ t)4 ML*ıU^Λ@?—ı�iht ıt —h@?t*@—i˙ ı? —ih4 t Lu—hΛ—Ξ ˙i´ ˝hiit˘ ¨ LhiLfflihc ¯ i ThLTLti t)4 ML*ıUı?uihi?Ui hΛ*it @**L¯ ı?˝ Λt —L 4 @?@˝i ^Λ@?—ı�i˙ t—@—i4 i?—t˘

� W?— hL˙ΛU— ıL?

Lq wkhqdwxudoodqj xdj h/ rqhriwhq xvhvvwdwhp hqwvt xdo0 li— lqj vwdwlvwlfdo lqirup dwlrq olnh ˙P rvwvwxghqwv duh vlqjoh˙1 Xvxdoo— wkh— duh uhsuhvhqwhg p ruh irup doo— xqghu wkh irup ˙T D*v duh E*v˙ z khuh D dqg E duh odehov ghqrwlqj lqglylgxdov vhwv dqg T lv d olqjxlvwlf t xdqwlfflhu1] dghk +] dghk ;8, glvwlqjxlvkhvehwz hhq wz r w— shv ri txdqwlfflhuv=devroxwh dqg sursruwlrqdo1 Dq de0 vroxwh t xdqwlfflhuhydoxdwhvwkh qxp ehuri lqglylgxdovri E lq D1Z kloh d sursruwlrqdot xdqwlfflhu hydoxdwhv wkh sursruwlrq ri lqglylgxdov ri E lq D1Wkh sursruwlrqdo t xdqwlfflhuv fdq eh suhflvh ru ydj xh1 D suhflvh txdq0 wlfflhu wudqvodwhv dq lqwhuydori sursruwlrqv kdylqj suh0 flvh erxqgv h–hp solfflhg e— ˙43( ˙/ ˙Ehwz hhq 43 dqg 53( ˙/ hwf1Z kloh d ydjxh txdqwlfflhuwudqvodwhvdq lqwhu0 ydosursruwlrqv kdylqj ix˝˝— erxqgv1 Wkxv wkh ydjxh sursruwlrqdo t xdqwlfflhuv h–suhvv t xdolwdwlyho— sursru0 wlrqv1 D sursruwlrqdo txdqwlfflhu fdq eh ylhz hg dv d nlqg ri suredelolwlhv dvvlj qhg wr fodvvhv ri lqglylgxdov1 Vr/ vhyhudo dssurdfkhv edvhg rq wkh wkhru— ri sure0 delolwlhv kdyh ehhq sursrvhg + +N— exuj ; 6,/ +Sroorfn ¡3,/ +Gxerlv ) Sudgh ;; ,/ +Edffkxv ¡3,/ +Dngdj hwdo1 ¡5,/ +Edffkxv hwdo1 ¡: ,/ +Mdhj hu ¡8,, iru wkh p rgholqj ri suhflvh sursruwlrqdot xdqwlfflhuv1 Rwkhu suredelolvwlf dssurdfkhv/ vxfk dv wkrvh sursrvhg e— ++Qlovvrq ; 9,/ +Sddvv ; ;,/ +Fkhhvhp dq ; ;,,/ gr qrwhqdeoh dq dgh0 t xdwh uhsuhvhqwdwlrq ri sursruwlrqdot xdqwlfflhuv/ vlqfh wkhvh dssurdfkhv duh j hqhudoo— lqwurgxfhg wr wuhdwxq0 fhuwdlqw— 1 Wkhvh dxwkruv lqwhusuhwwkh suredelolw— gh0 j uhhvdvvljqhg wr sursrvlwlrqvdvghjuhhvri fhuwdlqw— ru eholhiv lq wkh wuxwk ri wkhvh sursrvlwlrqv1 Wkh— uhs0 uhvhqwvwdwlvwlfdo dvvhuwlrqv ri w— sh ˙T D*v duh E*v˙ dv xqfhuwdlq uxohv ri wkh irup = ˙li D wkhq E˙ z lwk d eholhi vxemhfwlyh ghj uhh lq wkh wuxwk ri wkh uxoh +D dqg E duh lqwhusuhwhg dv sursrvlwlrqv,1 Lwkdv ehhq srlqwhg rxwe— Edffkxv +Edffkxv ¡3, wkdwd frqixvlrq lq wkh uhsuhvhqwdwlrq lv p dgh ehwz hhq wkh suredelol0 wlhvlqwhusuhwhg dv fhuwdlqw— ghjuhhvdvvljqhg wr sursr0 vlwlrqv derxwsduwlfxodu lqglylgxdov dqg wkrvh lqwhu0 suhwhg dv sursruwlrqv dvvljqhg wr fodvvhv ri lqglylgx0 dov1Wkh suredelolwlhvri wkh ffluvww— sh duh fdoohg vxemhf0 wlyh dqg wkh vhfrqg vwdwlvwlfdo1 Wkh vwdwlvwlfdosuredelo0 lw— wkdwfruuhvsrqgv wr wkh sursruwlrq lv d sduwlfxodu fdvh ri suredelolwlhv z khuh wkh glvwulexwlrq lv xqlirup ryhu wkh fflqlwh uhihuhqfh vhw1 I ru h–dp soh/ wkh vwdwlv0 wlfdo suredelolw— dwwdfkhg wr d vxevhwD ri wkh fflqlwh uhihuhqfh vhwfl/ Surs+D,/ lv ht xdowr wkh devroxwh sur0 sruwlrq ri lqglylgxdov ri D/ l1h1/ Surs+D,@⇕D⇕2⇕fl ⇕1 Vlp loduo— / li D dqg E duh wz r vxevhwv ri fl/ wkh uhod0 wlyh sursruwlrq ri lqglylgxdovri E lq D lvh–suhvvhg e— wkh frqglwlrqdovwdwlvwlfdosuredelolw— / Surs+E⇕D,/ z lwk Surs+E⇕D,@Surs+D∨E,2Surs+D,@⇕D∨E⇕2⇕D⇕1 Vrp h suredelolvwlf dssurdfkhv++Dgdp v:8,/ +Shduo¡4,/ +Edf0 fkxv ¡3,/ +Edffkxv hwdo1 ¡: ,, duh lqwhuhvwhg lq d t xdo0 lwdwlyh p rgholqj ri wkh sursruwlrqdot xdqwlfflhu ˙P rvẇ ru˙Dop rvw0doȯ lq wkhfrqwh–wri ghidxowuhdvrqlqj 1Wkh dssurdfkhv edvhg rq wkh ix˝˝— vhwwkhru— ++] dghk ;8,/ +“ djhu;8,/ +“ djhu;9,/ +Gxerlv) Sudgh;; ,, ghdoz lwk d ydj xhsursruwlrqdot xdqwlfflhudvd ix˝˝— qxp ehuri wkh lqwhuydo^3/4‘ z klfk fdq eh p dqlsxodwhg e— xvlqj wkh ix˝˝— dulwkp hwlf1 I ru h–dp soh/ wkh p hp ehuvkls ixqf0 wlrq ri %P rvw%hydoxdwhv wkh ghj uhh wr z klfk d jlyhq sursruwlrq u lv frp sdwleoh z lwk wkh t xdqwlfflhu ˙P rvẇ1 Wkh uhsuhvhqwdwlrq ri t xdqwlfflhg vwdwhp hqwv lqyroylqj ix˝˝— vhwv lv edvhg rq wkh frqfhswri ix˝˝— vxevhwfdu0 glqdolw— 1 Uhfhqwo— / Gxerlv hwdo1 +Gxerlv hwdo1 ¡5, kdyh sursrvhg d vhp l0qxp hulfdodssurdfk wr wkh ydj xh t xdqwlfflhuv edvhg xsrq wkh qxp hulfdouhvxowv rewdlqhg lq ++Gxerlv) Sudgh ; ;,/ +Dngdj hwdo1¡5,, irusuhflvh t xdqwlfflhuv1Lwlvfrqfhuqhg z lwk d vxlwdeoh rughuhg sdu0 wlwlrq ri wkh xqlwlqwhuydo^3/4‘ lq vhyhudovxelqwhuydov fryhulqj ^3/4‘/ vxelqwhuydouhsuhvhqwlqj d ydjxh t xdqwl0 fflhu1 Wkh vxelqwhuydov rewdlqhg e— dsso— lqj wkh lqihu0 hqfh uxohv +rq wkh suhflvh t xdqwlfflhuv, wr vxelqwhuydov uhsuhvhqwlqj wr wkhydj xht xdqwlfflhuvduh dssur–lp dwho—

dvvrfldwhg wr vxelqwhuydov ri ydjxh t xdqwlfflhuv1

Lq wklvsdshu/ z h sursrvh d sxuho— v— p erolf dssurdfk wr uhsuhvhqwydjxh sursruwlrqdot xdqwlfflhuvz lwk d vwdwlv0 wlfdolqwhusuhwdwlrq lq whup vri sursruwlrqvhydoxdwhg lq t xdolwdwlyh z d—_41 P ruh suhflvho— / z h ghfflqh d vhp dqwlf p rghori vwdwlvwlfdosuredelolwlhvuhsuhvhqwdwlrq lqvsluhg e— Edffkxv*vp rgho+Edffkxv¡3,1Wkh vhp dqwlf p rgho lv exlowrq wkh edvlv ri wkh fflqlwh P 0ydoxhg suhglfdwhv v— p erolf orjlf lqwurgxfhg e— Sdfkrof˝— n +Sdfkrof˝— n

¡5, irud v— p erolf wuhdwp hqwri ydjxh lqirup dwlrq1Z h kdyh lqwurgxfhg d qhz suhglfdwh lq wkh odqjxdj hri wklv orjlf wkdwwdnhvlqwr dffrxqwwkh qrwlrq ri sursruwlrqv1

D j udghg vfdoh v— p erolf t xdqwlfflhuv lv dvvrfldwhg z lwk j udghg vfdohri wuxwk v— p erolf ghj uhhvri wklvsuhglfdwh1

Lq Vhfwlrq 5/ z h eulhı— suhvhqwwkh p dq— 0ydoxhg v— p 0 erolf orjlf1 Vhfwlrq 6/ ghvfulehvrxu v— p erolf uhsuhvhq0 wdwlrq ri vwdwlvwlfdosuredelolw— 1Wkh D–lrp vj ryhuqlqj wklvuhsuhvhqwdwlrq duhsuhvhqwhg lq Vhfwlrq 71Vhfwlrq 8 ghdov z lwk fhuwdlq surshuwlhv j hqhudol˝lqj v— p erolfdoo— vrp h fodvvlfdosurshuwlhv1 Lqihuhqfh uxohv p dqlsxodwlqj t xdqwlfflhg vwdwhp hqwduh suhvhqwhg lq Vhfwlrq 91

2 ¨ ´ffl@*Λi ˙ Thi ˙ıU@— i t *L˝ıU

Dvqrwhg ehiruh/ wkhvhp dqwlf p rghori vwdwlvwlfdosure0 delolwlhv sursrvhg khuh lv exlowrq wkh vxevwudwh ri wkh

P 0ydoxhg suhglfdwh orjlf sursrvhg e— Sdfkrof˝— n +Sd0 fkrof˝— n ¡5,1 Lqvwhdg ri wudqvodwwlqj vwdwlvwlfdosure0 delolwlhv lq whup v ri suredelolvwlf ht xdolwlhv/ lwlv p ruh frqyhqlhqwwr frqvlghuwkdwvwdwlvwlfdosuredelolw— lvuhs0 uhvhqwdeoh e— d p xowlvhw8 dqg wkhq wkdwd vwdwlvwlfdo suredelolw— vwdqgviruwkh ghj uhh wr z klfk wklvp xowlvhw lv vdwlvfflhg1 Wkdwlv z k— z h uhihu wr dq P 0ydoxhg orjlf1

P ruhirup doo— / rqhlvohg wr hqulfk wkhP 0ydoxhg orjlf e— dgmrlqlqj d sduwlfxodu P 0ydoxhg suhglfdwh/ ghqrwhg dv

Sur s +Vhfwlrq 6,/ dqg e— sxwwlqj wkhd–lrp vj ryhuqlqj vwdwlvwlfdosuredelolwlhv1Ohwxveulhı— uhfdoowkhqrwlrqv ri lqwhusuhwdwlrq dqg vdwlvidfwlrq lq wklvP 0ydoxhg orjlf1

514 Doj heudlf Vwuxfwxuhv

OhwP ∼ 5_5 eh dq rgg lqwhj hu1 Ohw2 eh wkh lqwhuydo

^4/ P ‘ wrwdoo— rughuhg e— wkh uhodwlrq ⪰ / dqg q eh wkh p dsslqj ghfflqhg e— q+δ, @P . 40δ1 Wkhq/ ⟩ 2 / ⌊/ ⊣/ q| lvd Gh P ruj dq odwwlfh z lwk =δ ⌊ϵ@p d–+δ/ ϵ, dqg δ ⊣ϵ@p lq+δ/ ϵ,1Ohw1^[ @⟩χ^δ / δ ▽ 2 | ehd vhwri P hohp hqwvwrwdoo— rughuhg e— wkhuhodwlrq ⪰ vxfk wkdw=χ^δ

⪰ χ^ϵ ⇓ ⇔ δ ⪰ ϵ1Wkxv⟩1^[ / ⪰ | lvd fkdlq lq z klfk wkh ohdvwhohp hqwlv χ^4 dqg wkh juhdwhvwhohp hqwlv χ^P 1 Z h ghfflqhlq 1^[ wz r rshudwruvdqg dqg d ghfuhdvlqj lqyrox0 wlrq dviroorz v=χ^δ ⌊χ^ϵ @χ^{p dı+δ >ϵ,} / χ^δ ⊣χ^ϵ @χ^{p lq+δ >ϵ,}

�AΞıt 4 L˙i*i —i?˙t ThifflıLΛt ¯ Lh!t ThLTLti˙ ı? EEk Ξ@)´

@—@bHøcEk Ξ@)@—@: ¸ @UΞL*U3)! bHøø˘

2W? —Ξi @ttih—ıL? ıt ffl^k Φ c —Ξi *ı?˝Λıt—ıUi ThittıL? ffl^k i Thittit —Ξi ˙i˝hii —L ¯ ΞıUΞ t@—ıt�it Σ ˘ W? Lh˙ih —L ı?´

U*Λ˙i —Ξi —h@?t*@—ıL? Lu ıt Σ c¯ i Ξ@ffli ı?—hL˙ΛUi˙ —Ξi i4 T—)

¯ Lh˙ ⊆ν5LG ıt Σ C ıt ⊆Σ ˘ AΞıt i4 T—) ¯ Lh˙ ⊆ ¯ ı**Mi

—Ξi t@4 i ı? —Ξi @ttih—ıL? ıt ?L— Σ G ıt ?L— Σ C ıt ⊆ ?L—

Σ ˘ 5Lc—Ξi ULhhitTL?˙ı?˝ —hΛ—Ξ ˙i˝hii ffl∂ ¯ ı**Mi tΛUΞ —Ξ@—

Effl∂ø ’ ffl∂˘ AΞıt ThLTih) ı4 T*ıit —Ξ@— ¨ tΞLΛ*˙ Mi @? L˙˙ ı?—i˝ih˘

dqg ⌟ χ^δ @χ^{q+δ ,} 1 Z h fdq lqwhusuhw1^[ dv d vhwri olq0 jxlvwlf wuxwk ghjuhhv doorz lqj wr ghdoz lwk ydj xh suhg0 lfdwhv1 I ru h–dp soh/ e— fkrrvlqj P @:/ z h fdq lqwur0 gxfh= 1^� @⟩ qrw0dw0doo0wuxh/ yhu— 0olwwoh0wuxh/ olwwoh0wuxh/ p rghudwho— 0wuxh/ yhu— 0wuxh/ dop rvw0wuxh/ wrwdoo— 0wuxh|_61

Lq d vwdwhp hqwkdylqj wkh iroorz lqj irup ˙– lv y^δ D˙/ wkh whup y^δ olqj xlvwlfdoo— h–suhvvhvwkhghj uhh wr z klfk wkh remhfw– vdwlvfflhv wkh frqfhswD ++Sdfkrof˝— n ¡5,/

+Sdfkrof˝— n ¡7,,1 Hdfk olqj xlvwlf whup y^δ lv dvvrfl0 dwhg wr wkh wuxwk ghjuhh χ^δ 0wuxh1 Vr/ z h kdyh =˙Mrkq lv yhu— wdoȯ lv wuxh ⇓ ⇔ ˙Mrkq lv wdoȯ lv yhu— 0wuxh 1 Lq wkh iroorz lqj / wkh odwwlfh ⟩1^[ / ⌊/ ⊣/ ⌟ | z looeh xvhg dv wkh vxssruwri wkh uhsuhvhqwdwlrq ri P wuxwk ghjuhhv1

515 Lqwhus uhwdwlr q dqg vdwlvidfwlr q r i ir up xodv

Wkh p dq— 0ydoxhg suhglfdwhv orjlf xvhg khuh fdq eh irxqg lq +Sdfkrof˝— n ¡5,1 Ohw1 eh wkh p dq— 0ydoxhg suhglfdwhv odqjxdj h dqg + wkh vhwri irup xodv ri 1 1

Z h fdoodq lqwhusuhwdwlrq vwuxfwxuh & ri 1/ wkh sdlu

⋆ ) / ⟩ U^q ⇕q ▽ Q| A/ z khuh ) ghvlj qdwhv wkh gr0 p dlq ri & dqg U^q ghvljqdwhv wkh p xowlvhw_7 dvvrfldwhg z lwk wkh suhglfdwh S^q ri wkh odqj xdjh1 Z h fdood ydo0 xdwlrq ri yduldeohv ri 1/ d vht xhqfh ghqrwhg dv y @

⋆ y^3/111/y^{l∗ 4}/y^l/ y^{l. 4}/111A1 Wkh ydoxdwlrq y+l2d, lv gh0 fflqhg e— y+l2d, @⋆ y^3/111/y^{l∗ 4}/d/y^{l. 4}/111A1

Ghfflqlwlr q 4 I ru dq— irup xod ff ri +/ wkh uhodwlrq ri sduwldovdwlvidfwlrq ˙y vdwlvfflhv ff wr d ghjuhh χ^δ lq0&˙ ru ˙y χ^δ 0vdwlvfflhv ff lq0&˙/ ghqrwhg dv & ⇔_y^δ ff/ lv gh0 fflqhg uhfxuvlyho— dv iroorzv =

0& ⇔_y^δ S^q +˝^{l4} /111/˝^{ln} , ⇓ ⇔ ⋆ y^{l4} >///>y^{ln} A▽^δ U^q 1

0& ⇔_y^δ ℑω ⇓ ⇔ & ⇔_y^ϵ ω zlwk χ^δ @�χ^ϵ /

0&⇔_y^δ ω ∨ ϑ ⇓ ⇔ ⟩ &⇔_y^ϵ ω dqg &⇔_y^ζ ϑ zlwk χ^δ @χ^ϵ ⊣ χ^ζ | /

0 1& ⇔_y^δ ω ∧ ϑ ⇓ ⇔ ⟩ & ⇔_y^ϵ ω dqg & ⇔_y^ζ ϑ z lwk χ^δ @χ^ϵ ⌊ χ^ζ |/ 0& ⇔_y^δ ℜ℘^q ϑ ⇓ ⇔ χ^δ @P d–⟩χ^ζ 2& ⇔_{y+q∂d,}ζ ϑ>d ▽ ) | / 0& ⇔_y^δ ∅ ℘^q ϑ ⇓ ⇔ χ^δ @P lq⟩ χ^ζ 2& ⇔_{y+q∂d,}ζ ϑ>d ▽ ) | 1

Ghfflqlwlr q 5 D irup xod ff lv vdlg wr eh χ^δ 0wuxh0lq0&/ li dqg rqo— li/ wkhuh h–lvwv d ydoxdwlrq y vxfk wkdwy χ^δ 0vdwlvfflhv ff lq0&1

fi 5) 4 ML*ıUhi Thi ti ?— @— ıL? Lu— Ξi t— @— ıt— ıU@*ThLM@Mı*ı— ıi t

Wkh uhsuhvhqwdwlrq ri vwdwlvwlfdosuredelolwlhv uht xluhv wkh uhihuhqfh wr vhwv ri lqglylgxdov dqg dovr wr dvvlj q suredelolwlhv wr wkhvh vhwv1 Wr vroyh wkh ffluvwsureohp / z h xvh wkh frqfhswri sodfhkroghu yduldeohv lq odp egd devwudfwlrq xvhg e— Edffkxv +Edffkxv ¡3,/ z khuh rqh frqvlghuvwkdwd Errohdq rshq irup xod fdq uhihuwr wkh fiΠ L—i —Ξ@— R?L—´@—´@**´—hΛiR @?˙ R—L—@**)´—hΛiR ULhhi´ tTL?˙ hitTiU—ıffli*) ¯ ı—Ξ —Ξi U*@ttıU@* —hΛ—Ξ ffl@*Λit Ru@*tiR

@?˙ R—hΛiR˘ e AΞi 4 Λ*—ıti— —ΞiLh) ıt @? @ ıL4 @—ıU@TThL@UΞ —L —Ξi uΛ33) ti— —ΞiLh)˘ W? —Ξıt —ΞiLh)c Mk Σ c —Ξi 4 i4 MihtΞıT

˙i˝hii —L¯ ΞıUΞ Mi*L?˝t —LΣ cULhhitTL?˙t ¯ ı—Ξ >Φ E ø’ k ı? —Ξi uΛ33) ti— —ΞiLh) Lu~@˙iΞ Ẽ @˙iΞ SDø˘

vhwri doolqvwdqfhvri lwviuhhyduldeohvvshflfflhg dvsodfh0 kroghuv/ vdwlvi— lqj wkhirup xod1Vr j lyhq d p dq— 0ydoxhg suhglfdwhvodqjxdjh1/ irudq lqwhusuhwdwlrq &- z lwk gr0 p dlq ri glvfrxuvh fl dqg ( wkh vhwri rshq z hoo0irup hg irup xodv z lwkrxwerxqg yduldeohvω ri + vxfk wkdw/ iru dq— ydoxdwlrq y ri fl/ ω wrwdoo— vdwlvfflhg lq0&- ru qrw dwdoovdwlvfflhg lq0&/Vr= ( @⟩ ω ▽ + ⇕∅ y/ &-⇔^y_P ω ru &-⇔^y_4 ω |1 Vlqfh irup xodv ri ( frqwdlq rqo— iuhh ydul0 deohv/ z h fdq frqvlghuwkdwiuhh yduldeohvri irup xodvri ( vwdqg lp solflwo— irusodfhkroghuyduldeohv1Wkxvlq lq0 whusuhwdwlrq &-/ hdfk irup xod ri ( z looeh deoh wr p dnh uhihuhqfh wr wkh vxevhwri lqglylgxdov ri fl wkdwvdwlvi— wklv irup xod1

Lq rughu wr ghfflqh wkh v— p erolf vwdwlvwlfdosuredelo0 lwlhv dvvlj qhg wr vxevhwv uhihuuhg e— irup xodv ri ( / z h dgg wr wkh odqj xdjh 1/ d qhz p dq— 0ydoxhg xqdu— suhglfdwh/ ghqrwhg dv Sur s / ghfflqhg ryhu irup xodv ri ( z klfk t xdolwdwlyho— wdnhv lqwr dffrxqwwkh qrwlrq ri sursruwlrqv ri vhwv uhihuuhg e— irup xodv ri ( 1 Z h duh j rlqj wr h–whqg wkh vwuxfwxuh lqwhusuhwdwlrq ri wkh odq0 j xdj h &- wr &z lwk grp dlq fl ∧ ( / dqg z h vxssrvh wkdw wkh yduldeoh ⇀ ghvlj qdwhv wkh duj xp hqwri S ur s / dqg wkdwdq— ydoxdwlrq y frp sulvhvy_3 wkdwlvdvvrfldwhg wr ⇀ 1 Ghfflqlwlr q 6 Wkh suhglfdwh Sur s lvghfflqhg dviroorz v 8= 0I ru dq— lqwhusuhwdwlrq &/ ∅ ⇀ ▽ ( / Sur s +⇀,▽ +1 0Dq— lqwhusuhwdwlrq & dvvrfldwhv wr Sur s d p xowlvhw ri ( / ghqrwhg dv 8 / vr wkdwiru dooydoxdwlrq y/ li ⇀ lv dq hohp hqwri ( / z h kdyh= &⇔^{�+H∂ω ,}δ Sur s +⇀, ⇓ ⇔ ⋆ ω A▽_δ 8 ⇓ ⇔ Sur s +ω , lvχ_δ 0wuxh0lq0&1 Li qr frqixvlrq lv srvvleoh &⇔_δ Sur s +ω , vwdqgv iru &⇔^{�+H∂ω ,}δ S ur s +⇀,1

Lq +Sdfkrof˝— n ¡7, wkhp dlq remhfwlyhz dvwkhghfflql0 wlrq ri dq xqfhuwdlqw— frqfhswz lwklq d v— p erolf wkhru— ri suredelolwlhv1Khuh/ lwfrqfhuqvwkh uhsuhvhqwdwlrq ri v— p erolf t xdqwlfflfdwlrq1Vr/ wkh vhp dqwlf dvvrfldwhg wr Sur s lvglffihuhqwiurp wkh rqh fkrvhq iruSur e lq +Sd0 fkrof˝— n ¡7,1

Ghfflqlwlr q 7 Ohw6_[ eh wkh vhwri wkh ydjxh sur0 sruwlrqdo txdqwlfflhuv = 6_[ @⟩ T_δ / δ ▽^4/P ‘| 1 Wkhq/ ˙&⇔_δ Surs+ω ,˙ zloop hdq wkdw˙T_δ lqglylgxdovri fl wr0 wdoo— vdwlvi— ω lq0&˙/ li dqg rqo— li/ wkh vxevhwuhihuuhg e— ω ehorqjv wr wkh p xowlvhw8 zlwk d ghjuhh χ_δ 1

Wkxv T_δ lv frqvlghuhg dv wkh v— p erolf ghj uhh ri vwdwlvwlfdo suredelolw— ri wkh vhwuhihuuhg e— ω lq &1 Wkhuhiruh/ hdfk v— p erolf wuxwk ghj uhh χ_δ 0wuxh ri 1_[ ri Surs+ω ,/ lvdvvrfldwhg wr d v— p erolf ghj uhh ri vwdwlv0 wlfdosuredelolw— +sursruwlrq, ri wkh vhwuhihuuhg e— ω / l1h1/ wr d olqjxlvwlf t xdqwlfflhuT_δ ri 6_[ 1

H–dp s oh 4 E— fkrrvlqj P @: / zh fdq lqwurgxfh =6_� @ ⟩qrqh/ yhu— 0ihz +ru dop rvw0qrqh,/ ihz / derxwkdoi/ p rvw/ dop rvw0doo/ doo| wkdwfruuhvsrqgv wr wkh v— p erolf ghjuhhv ri vwdwlvwlf suredelolw— 1

Wkh lghd sursrvhg lq Sdfkrof˝— n +Sdfkrof˝— n ¡7, iru wkh uhsuhvhqwdwlrq ri ˙T D*v duh E*v˙ z dv wr lqwhusuhw

D¸ hLT Ξ@t Mii? ı?—hL˙ΛUi˙ ı? @tı4 ı*@h¯ @) @t —Ξi Thi˙´ ıU@—i ¸ hLMı? Ȩ @UΞL*U3)! beø˘ lwdv d v— p erolf frqglwlrqdo xqfhuwdlqw— ri wkh hyhqw E j lyhq D1Rxu lqwhusuhwdwlrq z looeh lq whup v ri wkh v— p erolf uhodwlyh +ru frqglwlrqdo, sursruwlrq ri lqgl0 ylgxdov ri E lq D1 Wkhuhiruh/ dv lq +Sdfkrof˝— n ¡7,/ z h fdq jhqhudol˝h wkh fodvvlfdoghfflqlwlrq ri frqglwlrqdo vwdwlvwlfdosuredelolw— lq d v— p erolf frqwh–w/ e— xvlqj d ˙v— p erolf suredelolvwlf glylvlrq˙ rshudwru/ ghqrwhg dv F / ru ht xlydohqwo— d ˙v— p erolf suredelolvwlf p xowl0 solfdwlrq˙ rshudwru/ ghqrwhg dv L1Wkhvh wz r rshudwruv kdyh ehhq ghfflqhg lq +Sdfkrof˝— n ¡7, +vhh dovr +[ ldqj hwdo1 ¡3,,1 Wkh rshudwru L lv dq dssolfdwlrq ri 6^"_[ lqwr 6_[ / wkdwyhulfflhv wkh fodvvlfdo surshuwlhv ri wkh suredelolvwlf p xowlsolfdwlrq +frp p xwdwlylw— / devruehqw hohp hqw= T_4/ lghqwlw— = T_P / p rqrwrq— / dvvrfldwlylw— / lghp srwhqfh= T_5,1 Wkh rshudwru F lv dq dssolfdwlrq ri 6^"_[ lqwr 5 +6_[ ,1 F lv ghgxfhg iurp Le— d xqlt xh z d— dv iroorz v= T_π ▽F +T_δ / T_ξ ,⇓ ⇔ T_ξ @L+Tδ/ Tπ,1 Dp rqj wkh glffihuhqwwdeohv ri wkh rshudwru F z klfk yhuli— wkh d–lrp v fkrvhq lq +Sdfkrof˝— n ¡7,/ lq 1_� z h kdyh fkrvhq wdeoh 4 suhvhqwhg lq Dqqh– D1 Wkh fru0 uhvsrqglqj rshudwru Llv ghfflqhg lq Dqqh– D e— Wdeoh 51^9

Ghfflqlwlr q 8 Ohwω dqg ϑ eh irup xodv ri ( / zh duh jrlqj wr lqwurgxfh wkh v— p erolf frqglwlrqdo vwdwlvwlfdo suredelolw— / ˙&⇔_π Surs+ϑ⇕ω ,˙/ h–suhvvlqj wkh v— p erolf ghjuhh ri wkh uhodwlyh sursruwlrq ri lqglylgxdov wkdwvdw0 lvi— wkh irup xod ϑ dp rqj wkrvh vdwlvi— lqj ⇀1 Lwzloo eh ghfflqhg e— wkh v— p erolf glylvlrq ri wkh v— p erolf gh0 juhh ri Surs+ϑ ⊣ ω , e— wkdwri Surs+ω , dv iroorzv= ⟩& ⇔_δ Surs+ω ,/ & ⇔_ξ Surs+ϑ ⊣ ω ,| @⇔ &⇔_π Surs+ϑ⇕ω , zlwk T_π ▽F+T_δ / T_ξ ,1 ˙&⇔_π Surs+ϑ⇕ω ,%p hdqv wkdw˙ Dp rqj wkh lqglylgxdovri fl zklfk wrwdoo— vdwlvi— ω lq0&/ T_π wrwdoo— vdwlvi— ϑ lq0&%

Lq rughuwr rewdlq dq ht xlydohqwp dqlsxodwlrq ri vhwv dqg irup xodvri w— sh˙Surs+ϑ⇕ω ,˙/ z hfdq xvhwkhqrwd0 wlrq ri wkhsduwldolqfoxvlrq ri d vhwlq dqrwkhu/ sursrvhg lq +Dngdj hwdo1 ¡5,1 Wklv fdq eh grqh e— frqvlghulqj wkdwwkh v— p erolf ghjuhh ri sduwldo lqfoxvlrq ri d vhw lq dqrwkhu/ frlqflghv z lwk wkh v— p erolf ghjuhh ri vwd0 wlvwlfdosuredelolw— ri lqglylgxdov ri wkh vhfrqg lq wkh ffluvw1

Vxssrvh wkdwω dqg ϑ uhihuuhvshfwlyho— wr vxevhwvD dqg E ri fl lq wkhlqwhusuhwdwlrq &1Wkhht xlydohqfheh0 wz hhq wkh wz r qrwdwlrqvz krvh vhqvh uhp dlqvlghqwlfdo/ doorz vxvwr xvh=˙D ≫_π E˙lqvwhdg ri ˙&⇔_π Surs+ϑ⇕ω ,˙1 Lw fdq eh hvwdeolvkhg dv iroorz v= &⇔_π Surs+ϑ⇕ω , ⇓ ⇔ T_π lqglylgxdov ri D/ duh lqglylgxdov ri E ⇓ ⇔ D≫_π E1 Wkhq/ z h kdyh = D≫_π E⇓ ⇔ T_π D*v duh E*v1 Wkhq/ nqrz lqj wkdwW lv d wdxwrorj — / z h re0 wdlq=&⇔_δ Surs+ω ,⇓ ⇔ &⇔_δ Surs+ω ⇕W,1Vr/ z h fdq xvh

SW— U@? Mi ?L—i˙ —Ξ@— —Ξi LTih@—Lht | c∈ @?˙ Ξ@ffli Mii? ˙i�?i˙ ı? —Ξi ¨ ´ffl@*Λi˙ *L˝ıUı? Lh˙ih —L ˙i@*¯ ı—Ξ T@h—ı@* —hΛ—Ξ ˙i˝hiit˘ ` Λ—c—Ξi) ˙L ?L— @**L¯ Λt —L˝Lfflih? —Ξi T@h´ —ıUΛ*@hThi˙ıU@—i ¸ hLTctı?Ui t—@—ıt—ıU@*ThLM@Mı*ı—ıit @hi ?L— —hΛ—Ξ´uΛ?U—ıL?@*c ı? —Ξıt ti?ti —Ξ@— —Ξi t—@—ıt—ıU@*ThLM@Mı*´ ı—) Lu@UL4 TLΛ?˙ uLh4 Λ*@ıt ?L— @uΛ?U—ıL? Lu—Ξi t—@—ıt—ıU@* ThLM@Mı*ı—ıit Luı—t T@h—t˘ W? Lh˙ih—LThLTLti @t)4 ML*ıUhiT´ hiti?—@—ıL? Lu—Ξi t—@—ıt—ıU@*ThLM@Mı*ı—)c ¯ i Ξ@ffli —L ˙i�?i —Ξi LTih@—Lht ˝Lfflih?ı?˝ —Ξıt t)4 ML*ıUUL?UiT—˘

˙fl ≫^δ D˙ lqvwhdg ri ˙&⇔^δ Surs+ω ,˙1 Wkxv Ghfflqlwlrq

8 fdq ht xlydohqwo— eh z ulwwhq z lwk qrwdwlrq ri vhwv dv iroorz v=

Ghfflqlwlr q 9 J lyhq dq lqwhusuhwdwlrq &/ ohwxv vxs0 srvh wkdwwkh irup xodvω dqg ϑ uhihu uhvshfwlyho— wr wkh vxevhwv D dqg E ri wkh xqlyhuvh fl1 Wkhq/ lq whup v ri sduwldolqfoxvlrq lq wkh p xowlvhwwkhru— / &⇔^π Surs+ϑ⇕ω , uhfhlyhv dv wudqvodwlrq D≫^π E1Lq rwkhu z rugv/ %Dp rqj wkh lqglylgxdovri fl zklfk wrwdoo— vdwlvi— ω lq0&/ T^π wr0 wdoo— vdwlvi— ϑ lq0&%lv ht xlydohqwwr vd— wkdw%D lv lqfoxghg lqwr E z lwk d ghj uhh T^π %1

Uhp dun 4 Suhylrxv ghfflqlwlrq jlyhv xv= li ⟩fl ≫^δ D/ fl ≫^ξ D∨E| wkhq D≫^π E zlwk T^π ▽F+T^δ /T^ξ ,1 Wklv fdq eh ylhz hg dv d v— p erolf jhqhudolvdwlrq ri wkh fodvvlfdo surshuw— =Surs+E⇕D, @Surs+D∨E, 2 Surs+D, @⇕D∨E⇕ 2 ⇕D⇕1 OhwD dqg E eh vxevhwvri fl 1Lwlvhdv— wr suryh wkh iroorz lqj surshuwlhv=

Sur s r vlwlr q 4 D≫^P E⇓ ⇔ D≫ E ⇓ ⇔ D∨E@D1

Vlqfh wkh ghj uhh T^P fruuhvsrqgv z lwk wkh t xdqwl0 fflhu ˙Doȯ / wkhq ≫^P frlqflgh z lwk wkh lqfoxvlrq lq vhw wkhru— 1

Sur s r vlwlr q 5 D≫^4E⇓ ⇔ D∨E@⊤1

Vlqfh wkh ghj uhh T^4 fruuhvsrqgv z lwk wkh t xdqwlfflhu

˙Qrqh˙/ wklvp hdqv wkdwD dqg E duh glvmrlqw1

H–dp s oh 5 E— xvlqj 1^� / ohwxv vxssrvh wkdwwkh gr0 p dlq ri glvfrxuvh frqvlvwv uhvlghqwv ri wkh flw— Y1

Nqrzlqj wkdw=˙P rvwuhvlghqwvri wkh flw— Y duh — rxqj˙ dqg ˙Kdoi ri uhvlghqwv ri wkh flw— Y duh — rxqj vlqjoh˙1

Wkhvhdvvhuwlrqvduhuhvshfwlyho— wudqvodwhg lq rxup rgho e— = fl ≫^8 “ rxqj dqg fl ≫^7 “ rxqj vlqjoh1 Ghfflqlwlrq 9 jlyhv xv= “ rxqj ≫^π Vlqjoh zlwk T^π ▽F+T^8/T^7,@⟩ T^8|1

Wkhq z h rewdlq=˙P rvw— rxqj shrsoh duh vlqjoh˙1

e Σ ıL4 @— ıULu— Ξi t) 4 ML*ıUt— @— ıt— ıU@*

ThLM@Mı*ı— ıi t

Z h fdq qrz sxwwkh d–lrp v j ryhuqlqj wkh frqfhswri v— p erolf vwdwlvwlfdosuredelolwlhv1 OhwD dqg E eh vxe0 vhwvri fl 1Wkh d–lrp v duh ghfflqhg dviroorz v=

D–lr p 4 D∨E ∃@ D/ fl ≫^δ D/ fl ≫^δ D ∨ E dqg

T^δ ▽T̂^6/T^{P ∗ 4}‘ @⇔ D≫^{P ∗ 4}E1 +D–lrp ghfflqlqj

˙Dop rvw0doȯ ,

Txdolwdwlyho— wkh vxevhwv D dqg D∨ E fdq kdyh wkh vdp h v— p erolf ghjuhh ri sursruwlrqv z lwkrxweh0 lqj ht xdo1 Wklv lv wkh fdvh/ z khq D∨ E lv ht xdo wr wkh vhwD z lwkrxwrqh ru vrp h lqglylgxdov1 Wklv fdq t xdolwdwlyho— wudqvodwh e— vd— lqj wkdw˙D dqg D∨ E duh dop rvwht xdȯ ru ˙Dop rvwdooD*v duh E*v˙1 Wklv lv qrw doz d— vwkh fdvh/ z khq wkh sursruwlrq ri D lvyhu— z hdn

+dvvrfldwhg z lwk T^5 @Yhu— 0ihz ,1

D–lr p 5 fl ≫^δ D/ T^δ ▽T̂^5/T^{P ∗ 4}‘ dqg D≫^{P ∗ 4}E @⇔ fl ≫^δ D∨E1+D–lrp ghfflqlqj ˙Dop rvw0doȯ ,

Z khq z h kdyh ˙Dop rvwdoo D*v duh E*v˙/ z h nqrz wkdwD ∃@ D∨E +Fi1 Sursrvlwlrq 4,/ exwz h fdq vd— wkdwD dqg D∨E duh dop rvwht xdodqg wkhuhiru D dqg

D∨ E kdyh wkh vdp h v— p erolf ghj uhh ri sursruwlrqv1

D–lr p 6 fl ≫^δ D⇓ ⇔ fl ≫^{q+δ ,} D zlwk q+δ, @P . 4

0δ1 +D–lrp ghfflqlqj wkh gxdotxdqwlfflhu,

J hqhudoo— wkh gxdot xdqwlfflhuri T^δ fruuhvsrqgvz lwk

T^{q+δ ,} +˙I hz ˙ lvwkh gxdot xdqwlfflhuri ˙P rvẇ,1

D–lr p 7 fl ≫^δ D/ fl ≫^ϵ E/ D∧E∃@fl dqg D∨E@⊤ @⇔ fl ≫^uD∧E zlwk T^u ▽V+T^δ /T^ϵ ,1 +D–lrp ghfflqlqj wkh v— p erolf sursruwlrq ri glvmrlqwvhwv xqlrq,

Fodvvlfdoo— / z khq D dqg E duh glvmrlqw/ wkh devroxwh sursruwlrq ri wkhlu xqlrq lv wkh vxp ri wkhlu devroxwh1

Z h sxwwkdwli wkh xqlrq D dqg E lv glffihuhqwiurp fl +rwkhuz lvh/ wkh v— p erolf sursruwlrq ghj uhh ri wkhlu xqlrq lvhylghqwo— T^P , dqg wkdwwkh— duh glvmrlqw/ wkhq wkh v— p erolf sursruwlrq ghjuhh ri wkhlu xqlrq ehorqjv wr wkh ˙v— p erolf vxp ˙ ri wkhluv— p erolf sursruwlrq gh0 juhhv1 Wkh v— p erolf vxp ghqrwhg V lv lqwurgxfhg lq d z d— wkdwlwjlyhv dq lqwhuydofrqwdlqlqj rqh ru wz r ydoxhv1Wkh orz huerxqg ri wklvlqwhuydolvjuhdwhuwkdq ru ht xdo wr hdfk v— p erolf ydoxh ri wz r duj xp hqwv ri

V1Vlqfh wkh vhwD∧E lv glffihuhqwiurp fl/ wkh p d–lp do ghjuhh wkdwfdq wdnh wkh xsshu erxqg ri wkh lqwhuydo lv T^{P ∗ 4}1 Wkh xvh ri dq lqwhuydoudwkhu wkdq d vlqjoh ghjuhhlvgxhwr wkhghj uhhT^51Lwlvmxvwlfflhg e— wkhidfw wkdwwkh dgglwlrq ri rqh ru vrp h hohp hqwv +l1h1/ d yhu— z hdn t xdqwlw— , wr d vhwfdq hlwkhusuhvhuyh lwvv— p erolf ghjuhh ri sursruwlrq ru lqfuhdvh lwdwp rvwrqh ghj uhh1

Ghfflqlwlr q : Wkh v— p erolf vxp V lv d frp p xwdwlyh dssolfdwlrq ri 6_"^[ lqwr 5 +6^[ ,1 E— vxssrvlqj wkdw δ . ϵ ⪰ ¨ n �/ V lv ghfflqhg dv iroorz v=

5 +”^δ >”^ϵ , ’ ⟩ T^δ | li ϵ @4

T̂^{δ . ϵ∗ 5}>T^{δ . ϵ∗ 4}‘ li δ ∃@4/ ϵ ∃@4/ δ . ϵ ⪰ P ⟩ T^{¨ ´�}| li δ . ϵ @P . 4

Lq djuhhp hqwz lwk D–lrp 6/ lwlv qhfhvvdu— wr kdyh δ . ϵ ⪰ P . 41 Lqghhg/ D∨E @⊤ lp solhv wkdwE≫ D 1

Qrz ++D–lrp 6, j lyhv fl ≫^{q+δ ,} D1 Lqwxlwlyho— ϵ ⪰ q+δ,

+iru/ E≫ D , wkhuhiruh/ δ . ϵ ⪰ δ. q+δ,@P . 41 Ghfflq0 lqj Lqi dqg Vxs dv wz r dssolfdwlrqv ri 6_"^[ lqwr 6^[ / z h rewdlq uhvshfwlyho— wkh orz hu erxqg dqg wkh xsshu erxqg ri dq lqwhuydori T^P vr z hfdq z ulwh=V+T^δ /T^ϵ ,

@ L̂qi≡V+T^δ / T^ϵ ,/ Vxs≡V+T^δ / T^ϵ ,‘ ru p ruh vlp so—

L̂qiV+T^δ / T^ϵ ,/ Vxs V+T^δ / T^ϵ ,‘1 Z h fdq suryh wkdw wkh dssolfdwlrqv LqiV dqg Vxs V yhuli— wkh surshuwlhv ri d W0frqrup 1

Ghfflqlwlr q ; Dq dssolfdwlrq Wri 1_"^[ lqwr 1^[ vdwlv0 i— lqj wkh iroorzlqj frqglwlrqv =

0W+χ^4/ χ^4, @χ^4/

0W+χ^ϵ / χ^P , @χ^ϵ /

0W+χ^ϵ / χ^δ , @W+χ^δ / χ^ϵ ,

0χ^{ϵ4} ⪰ χ^{ϵ5} dqg χ^{δ 4} ⪰ χ^{δ 5} @⇔ W+χ^{δ 4} / χ^{ϵ4} , ⪰ W+χ^{δ 5} / χ^{ϵ5} ,

0 W+χ^δ / W+χ^ϵ / χ^ζ, , @W+W+χ^δ / χ^ϵ ,/ χ^ζ, lv fdoohg d W0 qr up 1

P ruhryhu/ F+χ^δ / χ^ϵ , @ W+ χ^δ / χ^ϵ , lv fdoohg d W0 fr qr up 1

Ghfflqlwlr q ¡ J lyhq V/ zh fdq ghfflqh wkh ˙v— p erolf vxewudfwlrq˙ ghqrwhg G dv dq dssolfdwlrq ri 6_"^[ lqwr 5 +6^[ , vxfk wkdw= li T^u ▽V+T^δ /T^ϵ ,/ wkhq T^ϵ

▽G+T_u/T_δ , dqg T_δ ▽G+T_u/T_ϵ ,1 Wkhq G fdq eh gh0 gxfhg iurp V=

G +T_u>T_ϵ , @

⟩ T_h| li ϵ @4 ⟩ T_2| li u@ϵ ▽ ^5>P ∗ 4‘ T̂_{u. 4∗ ϵ} >T_{u. 5∗ ϵ} ‘ li 5 ⪰ ϵ ⋆ u ⪰ P ∗ 4 Uhp dun 5 Lq wklvsdshu/ zh kdyh fkrvhq wkh rshudwruv Vdqg G ghfflqhg e— Wdeohv 6 dqg 7 +vhh Dqqh– D,

D 6Λ?˙@4 i ?— @*ThLTi h— ıi t

OhwD dqg e eh vxevwhv ri fl/Wkh iroorz lqj surshuwlhv fdq eh ylhz hg dv v— p erolf j hqhudol˝dwlrqv ri fodvvlfdo vwdwlvwlfdosuredelolwlhv1

Sur s r vlwlr q 6 Li fl ≫_δ D dqg D≫ E/ wkhq fl ≫_ϵ E zlwk T_δ ⪰ T_ϵ 1

Sursrsrvlwlrq 6 vkrz v wkdwwkh v— p erolf ghj uhh ri sursruwlrq ri dvhwlvj uhdwhuwkdq ruht xdowr lwvvxevhwv1 Fodvvlfdoo— / wkh sursruwlrq ri d vhwlv vwulfwo— j uhdwhu wkdq wr rqh ri lwv vwulfwvxevhwv/ z kloh t xdolwdwlyho— / d vhwdqg rqh ri lwv vxevhwv fdq kdyh wkh vdp h v— p erolf ghj uhh ri sursruwlrq +Fi1 D–lrp 4,1

Sur s r vlwlr q 7 Li fl ≫_δ D/ fl ≫_ξ D∨E dqg D∃@fl/ wkhq fl ≫_ζD∐E zlwk T_ζ ▽G+T_δ / T_ξ ,1

Lwdsshduv fohduo— wkdwSursrvlwlrq 7 j hqhudol˝h wkh surshuw— =⇕D∐E⇕2⇕fl ⇕@+⇕D⇕0⇕D∨E⇕,2⇕fl ⇕1

Sur s r vlwlr q 8 Li fl ≫_δ D/ fl ≫_ϵ E/ fl ≫_ξ D∨E dqg D∧E∃@ fl/ wkhq fl ≫_uD∧E zlwk T_u ▽X+T_δ / T_ϵ / T_ξ , zkhuh X+T_δ / T_ϵ / T_ξ , @ L̂qiV+T_δ / LqiG+T_ϵ / T_ξ ,,/ VxsV+T_δ / VxsG+T_ϵ / T_ξ ,,‘ li δ. ϵ0ξ ⪰ P 04/ dqg X+T_δ / T_ϵ / T_ξ , @⟩T_{P ∗ 4}| li δ. ϵ0ξ @P 1

F r ur oodu— 9 Li fl ≫_δ D/ fl ≫_ϵ E/ fl ≫_uD∧E dqg D∧E∃@ fl/ wkhq fl ≫_ξ D∨E zlwk T_ξ @ T_5 li δ. ϵ0u@ 4 dqg T_ξ ▽L̂qiG+T_ϵ / VxsG+T_u/ T_δ ,,/ Lqi⟩VxsG+T_ϵ / LqiG+T_u/ T_δ ,,/T_δ / T_ϵ | ‘ rwkhuzlvh1

Sursrvlwlrq 8 dqg Fruroodu— 9 jhqhudol˝h wkh fodvvlfdo surshuw— =⇕D∧E⇕2 ⇕fl ⇕@+⇕D⇕. ⇕E⇕0⇕D∨E⇕, 2 ⇕fl ⇕1

S W?ui hi ?Ui ¯ ı— Ξ ^Λ@?— ı�i ht

Uhdvrqlqj rq t xdqwlfflhuvlvfdoohg e— ] dghk +] dghk ; 8, v— oorjlvwlf uhdvrqlqj/ z khuh d v— oorjlvp lv dq lqihuhqfh uxoh wkdwfrqvlvwv lq ghgxflqj d qhz t xdqwlfflhg vwdwh0 p hqwiurp rqh ru vhyhudo t xdqwlfflhg vwdwhp hqwv1 Dv dq lqihuhqfh vfkhp h/ d v— oorjlvp p d— j hqhudoo— eh h–0 suhvvhg lq wkh irup = T_{π4} D*v duh E*v T_{π5} F*vduh G*v ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ T_π H*v duh I *vz lwk T_π ▽T̂_d/ T_e‘ ≥ T̂_4/ T_P ‘/ z khuh H dqg I duh vhwv uhvxowlqj iurp dssolfdwlrqv ri vhwrshudwruv rq D/ E/ F ru G/ dqg z khuh wkh erxqgv T_d dqg T_e duh lq dffrugdqfh z lwk T_{π4} dqg T_{π5}1 Wkh t xdqwlfflhu ˙Doȯ lv uhsuhvhqwhg e— wkh lp solfd0 wlrq xvlqj wkh t xdqwlfflhu ∅ lq fodvvlfdoorjlf ru e— wkh lqfoxvlrq lq vhwwkhru— 1 Wkh fodvvlfdolp solfdwlrq dqg wkh lqfoxvlrq sursdjdwh lqihuhqfhv e— wudqvlwlylw— / frq0 wudsrvlwlrq/ glvmxqfwlrq rue— frqmxqfwlrq1I urp rqhru vhyhudovwdwhp hqwvt xdqwlfflhg e— ˙Doȯ / wkhvh lqihuhqfhv hqdeoh wr jhqhudwh qhz vwdwhp hqwv olnho— t xdqwlfflhg e— ˙Doȯ 1 Qhyhuwkhohvv/ p rvwri wkhvh lqihuhqfhv duh qrw ydolg irurwkhut xdqwlfflhuv/ l1h1/ iruT_π ▽T̂_5/T_{P ∗ 4}‘1I ru h–dp soh/ iurp ˙P rvwD*v duh E*v˙ dqg ˙P rvwE*v duh F*v˙ rqhfdq qrwdoz d— vkdyh˙P rvwD*vduhF*v˙1Wkdw lvgxhwr wkhidfwwkdwwkhlqihuhqfhe— wudqvlwlylw— lvqrw ydolg iru wkh t xdqwlfflhu ˙P rvẇ1 Wkh lqydolg lqihuhqfh kdv ehhq frqvlghuhg dvd fdvh ri wrwdoljqrudqfh1

914 Ydolg lqihuhqfhv z lwk t xdqwlfflhuv Z h frqvlghu wkdwdq lqihuhqfh lv ydolg/ li z h ghgxfh T_π ▽T̂_d/ T_e‘/ z khuh T_d ru T_e lv lq dffrugdqfh z lwk T_{π4} ruT_{π5}1Z h suhvhqwvrp h ydolg lqihuhqfhv1Hdfk ri wkhp lvlooxvwudwhg e— dq h–dp soh1

Sur s r vlwlr q : +Uhodwlyh Gxdolw— ,= T_{π4} D*v duh E*v ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ T_{π5} D*v duh D∐E dqg T_{π5} D*v duh qrwE*v zlwk T_{π5} @T_{q+π4,} li T_{π4} ∃@T_{q+π4,} dqg T_{π5} ▽ T̂_{q+π4,} / T_{q+π4, . 4}‘ rwkhuzlvh1

H–dp s oh 6 Dop rvwdoovwxghqwv duh xqp duulhg ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ Yhu— ihz vwxghqwv duh p duulhg1

Sur s r vlwlr q ; +P l–hg Wudqvlwlylw— ,= T_{π4} D*v duh E*v DooE*v duh F*v ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ T_{π5} D*v duh F*v zlwk T_{π4} ⪰ T_5

H–dp s oh 7 P rvwvwxghqwv duh — rxqj +ohvv wkdq 58 — hduv, Doo— rxqj shrsoh duh qrq uhwluhg ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ Dwohdvwp rvwvwxghqwv duh qrq uhwluhg1

Sur s r vlwlr q ¡ +H–fhswlrq, T_π D*v duh E*v DooF*v duh D*v DooF*v duh qrwE ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~ T_ζ D*v duh qrwF/ zlwk T_ζ ▽T̂_π /T_{P ∗ 4}‘1

H–dp s oh 8 P rvwelugv ı— Doorvwulfkhv duh elugv Doorvwulfkhv gr qrwı— ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ P rvwru dop rvwdooelugv duh qrwrvwulfkhv1

Sur s r vlwlr q 43 +Xqlrq Uljkw, T_{π4} D*v duh E*v T_{π5} D *v duh F*v ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~ T_π D*v duh +E ∧ F,*v/ z lwk T_π ▽T̂_{P dı+π4>π5,} /T_{P ∗ 4}‘1

H–dp s oh 9 P rvwvwxghqwv duh vlqjoh Yhu— ihz vwxghqwv duh wd–deoh ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~ P rvwru dop rvwdoovwxghqwv duh vlqjoh ru wd–deoh1

Sur s r vlwlr q 44 +Lqwhuvhfwlrq Uljkw,

T^{π4} D*v duh E*v

T^{π5} D *v duh F*v

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

T^π D*v duh +E ∨F,*v/ zlwk T^π ⪰ T^{P lq+π4>π5,}

H–dp s oh :

I hz vdodulhg shrsoh duh rȷ fldo

P rvwvdodulhg shrsoh duh wd–deoh

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

Dwp rvwvdodulhg shrsoh duh wd–deoh rȷ fldo1

Sur s r vlwlr q 45 +P l–hg Xqlrq Ohiw,

T^π D*v duh F*v

DooE*v duh F*v

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~

T^ζ +D ∧E,*v duh F*v zlwk T^ζ ▽T̂^π /T^{P ∗ 4}‘

H–dp s oh ; H–dp soh ¡

P rvw— rxqj shrsoh duh vlqjoh

Doowkh fdwkrolf sulhvwv duh vlqjoh

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

P rvwru dop rvwdoo— rxqj shrsoh ru fdwkrolf sulhvwv duh vlqjoh1

Sur s r vlwlr q 46 +Lqwhuvhfwlrq 2 Surgxfw

V— oorjlvp ,=

T^{π4} D*v duh E*v

T^{π5} +D∨E,*v duh F*v

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

T^π D*v duh +E ∨ F,*v/ zlwk T^π @L+T^{π4}/ T^{π5},

H–dp s oh 43

P rvwvwxghqwv duh — rxqj

Dop rvwdoo— rxqj vwxghqwv duh xqp duulhg

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

P rvwvwxghqwv duh — rxqj dqg xqp duulhg1

Sur s r vlwlr q 47 +Frqwudfwlrq,

T^{π4} D*v duh E*v

T^{π5} +D∨E,*v duh F*v

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~

T^π D*v duh F*v/ zlwk T^π @ L̂+T^{π4}/ T^{π5},/ T^{P dı+P ∗ 4>π5,} ‘ H–dp s oh 44

P rvwvwxghqwv duh — rxqj

Dop rvwdoo— rxqj vwxghqwv duh xqp duulhg

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

P rvwru dop rvwdoovwxghqwv duh — rxqj dqg xqp duulh

Sur s r vlwlr q 48 +Lqwhuvhfwlrq2Txrwlhqwv— oorjlvp ,

T^{π4} D*v duh E*v

T^{π5} D *v duh F*v

T^{π6} +D∨E, *v duh F*v

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~

T^π +D∨F,*v duh E*v/ z lwk T^π ▽F+T^{π5}/ L+T^{π4}/ T^{π6},,1

H–dp s oh 45

P rvwvwxghqwv duh — rxqj

P rvwvwxghqwv qrq vdodulhg

Dop rvwdoo— rxqj vwxghqwv duh qrq vdodulhg

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

Dop rvwdooqrq0vdodulhg vwxghqwv duh — rxqj1

Sur s r vlwlr q 49 +Z hdn Wudqvlwlylw— ,

DooE*v duh D*v

T^{π4} D *v duh F*v

T^{π5} E*v duh F*v

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

T^π D*v duh F*v zlwk T^π ▽L̂+T^{π4}/ T^{π5},/ Dop rvw0doo‘1

H–dp soh 46

Doovdodulhg shrsoh duh dfwlyh

P rvwdfwlyh shrsoh duh vdodulhg

P rvwvdodulhg shrsoh duh wd–deoh

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~

Ehwzhhq kdoi dqg dop rvwdoori dfwlyh shrsoh duh wd–deoh

915 Ydolg Lqihuhqfhv z lwk wkh t xdqwlfflhu

˙Dop r vw0doȯ

Z h suhvhqwwkuhh lqihuhqfhvrqo— ydolg z lwk wkh t xdqwl0 fflhu˙Dop rvw0doȯ 1Wkh— uhvxowiurp wkhd–lrp vri t xdq0 wlfflhu ˙Dop rvw0doȯ +Fi1 D–lrp 4/ D–lrp 5,1 Wkhvh lq0 ihuhqfhv duh frxqwhusduwv_: ri lqihuhqfh uxohv sursrvhg lq + +Dgdp v : 8,/ +Shduo ¡4,,/ z khuh ˙Dop rvwdoȯ lv lqwhusuhwhg dv sursruwlrq duelwudulo— forvh wr 41 Lq wkhlu dssurdfkhv/ wkh rewdlqhg t xdqwlfflhu lv %Dop rvw0 doo%1Lq rxudssurdfk/ z lwk wkhffluvwlqihuhqfhz hrewdlq

%Dop rvw0doo%/ z kloh z lwk wkh rwkhuv/ z h rewdlq %P rvw% ru%Dop rvw0doo%1 Wkdwfdq eh mxvwlfflhg e— wkh idfwwkdw z hfrqvlghuwkhlqfflqlwhvlp dolqwhusuhwdwlrq ri wklvt xdq0 wlfflhulv d sduwlfxodufdvh ri rxulqwhusuhwdwlrq1

Sur s r vlwlr q 4: +Frqwudfwlrq,

Dop rvw0dooD*v duh E*v

Dop rvw0doo+D ∨ E,*v duh F*v

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

Dop rvw0dooD*v duh F*v1

H–dp soh 47

Dop rvwdoovwxghqwv duh — rxqj

Dop rvwdoo— rxqj vwxghqwv duh vlqjoh

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

Dop rvwdoovwxghqwv duh vlqjoh1

Sur s r vlwlr q 4; +Fxp xodwlylw— ,

Dop rvw0dooD*v duh E*v

Dop rvw0dooD*v duh F*v1

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

T^π +D ∨ E,*v duh F*v/ z lwk T^π ▽P̂ rvw/ Dop rvw0doo‘1

H–dp s oh 48

Dop rvwdoovwxghqwv duh — rxqj

Dop rvwdoovwxghqwv duh vlqjoh

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

P rvwru dop rvwdoo— rxqj vwxghqwv duh vlqjoh1

Sur s r vlwlr q 4¡ +Xqlrq Ohiw,

Dop rvw0dooD*v duh F*v

Dop rvw0dooE*v duh F*v1

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨

. ¸ i@h*¡t @TThL@UΞ ıt ı?—hL˙ΛUi˙ uLh ˙iu@Λ*— hi@tL?ı?˝c

—Ξi? Ξıt ı?uihi?Uit @hi ?L— i @U—*) t)**L˝ıt4 tcMΛ— —Ξi) @hi h@—Ξih ?L?´4 L?L—L?ıUı?uihi?Uit @MLΛ— T@h—ıUΛ*@h ı?˙ıfflı̇ Λ´

@*t uhL4 ˙iu@Λ*—t˘

T_π +D ∧ E,*v duh F*v/ zlwk T_π ▽P̂ rvw/ Dop rvw0doo‘1

H–dp s oh 49 Dop rvwdoovwxghqwv duh vlqjoh Dop rvwdoosulhvwv duh vlqjoh ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨~ P rvwru dop rvwdoovwxghqwv ru sulhvwv duh vlqjoh1

916 P r qr wr qlf dvs hfwr i uhdvr qlqj z lwk t xdqwlfflhuv Z h fdq qrwh wkdwwkh uhdvrqlqj z lwk t xdqwlfflhuv lv p rqrwrqlf +Vrp eh̄ ¡3, lq wkh iroorz lqj vhqvh= z khq d nqrz ohgj h edvh frqwdlqv= D≫_{π4}E dqg F≫_{π5}G/ z khq z h ghgxfh H≫_π I z lwk T_π ▽T̂_d/T_e‘/ dqg li rqh dggv lq wkh edvh ru rqh ghgxfhv e— dq rwkhu lqihuhqfh qhz lqirup dwlrq= H≫_π ∋I z lwk T_π ∋ ▽T̂_{d∋}/ T_{e∋}‘/ wkhq rqh p xvwkdyh T̂_d/ T_e‘ ∨ T̂_{d∋}/ T_{e∋}‘∃@ ⊤ dqg fflqdoo— rqh z lookdyh= H ≫_π I z lwk T_π ▽T̂_d/ T_e‘ ∨ T̂_{d∋}/ T_{e∋}‘1 Lq rwkhu z rugv/ wkh qhz nqrz ohgjh fdq rqo— wlj kwhq wkh lqwhuydoT̂_d/T_e‘/ wkdwp dlqwdlqvwkh frkhuhqfh ehwz hhq wkh t xdqwlfflhg vwdwhp hqwv1Wkhuh lvdq lqfrqvlvwhqf— / li T̂_d/T_e‘∨T̂_{d∋}/T_{e∋}‘@⊤1

H–dp s oh 4: Wkh iroorz lqj h–dp soh sursrvhg dp rqj ehqfkp dunv sureohp v frqwdlqv wkh txdqwlfflhg vwdwh0 p hqwv= V4=P rvwgdqfhuv duh qrwedoohulqdv/ V5=P rvwgdqfhuv duh judfhixo/ V6=P rvwjudfhixogdqfhuv duh edoohulqdv1 Wkhq/ V4 @⇔ %I hz gdqfhuv duh edoohulqdv%+Uhodwlyh gxdolw— ,1 P ruhryhu/ V4 dqg V5 @⇔ %Ehwzhhq kdoi dqg dop rvwdoo gdqfhuv duh edoohulqdv%+Frqwudfwlrq,1 Vlqfh⟩ I hz| ∨ K̂doi/Dop rvw0doo‘ @⊤/ wkhvwdwhp hqwvV4/ V5 dqg V6 duh lqfrqvlvwhqw1

. ß L?U*ΛtıL?

Lq wklv sdshu z h kdyh suhvhqwhg d v— p erolf dssurdfk wr t xdqwlfflhuv xvhg lq wkh qdwxudoodqjxdjh wr h–suhvv d t xdolwdwlyh hydoxdwlrq ri sursruwlrqv1 Wklv dssurdfk doorz v wr uhdvrq t xdolwdwlyho— rq t xdqwlfflhg dvvhuwlrqv/ vlqfh z h surylgh lqihuhqfh uxohvedvhg xsrq vwdwhp hqwv lqyroylqj olqj xlvwlf t xdqwlfflhuv1 Lq rxu lqwhusuhwdwlrq/ lq dffrugdqfh z lwk wkh qdwxudo odqj xdjh/ wkh sursr0 vlwlrq ˙T D*v duh E*v˙ kdyh d Errohdq qdwxuh/ l1h1/ lw lv j lyhq dv wuxh1 Rq rwkhu kdqg/ lq ix˝˝— dssurdfkhv/ wkh sursrvlwlrq lv p xowlydohqw/ lq wkh vhqvh/ wkdwiru d j lyhq sursruwlrq u ri E lq D/ wkh wuxwk ghjuhh ri ˙T D*v duh E*v˙ lv ht xdowr π_T +u,1 Wkh glȷ fxow— ri fkrlfh ri wkh lqwhydoerxqgv ydoxhv dqg ri p hp ehuvkls ixqf0 wlrqv lq vhp l0qxp hulf dssurdfkhv grhv qrwidfh lq rxu dssurdfk sxuho— v— p erolf1P ruhryhu/ lq wkhdssurdfkhv edvhg xsrq wkh fduglqdolw— ri vhwv wr uhsuhvhqwsursru0 wlrqdot xdqwlfflhuv/ wkh vhwv p xvweh fflqlwh/ z kloh lq rxu v— p erolf dssurdfk/ wkh— fdq eh lqfflqlwh1 Wkxv/ z h fdq uhsuhvhqwvwdwhp hqwv olnh ˙P rvwelugv ı— ˙1 Lq rughu wr rewdlq eholhi v— p erolf ghj uhhv dwwdfkhg wr surshuwlhv derxwsduwlfxodu lqglylgxdov/ dqg wklv/ e— xvlqj nqrz o0 hgj hedvhg xsrq t xdqwlfflhg dvvhuwlrqvdqg fhuwdlq idfwv/ lwlvqhfhfduu— wr sursrvhd v— p erolf p rghoedvhg xsrq d gluhfwlqihuhqfh sulqflsohdqg d fkrlfhri wkhdssursul0 dwhg uhihuhqfh fodvv ++N— exuj ; 6,/ +Sroorfn ¡3,/ +Edf0 fkxv¡3,,1Wklv srlqwlv dfwxdoo— rq vwxg— 1

+ i ui hi ?Ui t

1Dgdp v1Wkh orj lf ri frqglwlrqdov1G1Uhlgho/ Grughu0 fkw/ Qhwkhuodqgv/ 4¡:81 V1Dp dujhu/ G1Gxerlv/ K1Sudgh1Lp suhflvh Txdqwl0 fflhuvDqg FrqglwlrqdoSuredelolwlhv1Lq HFVTDUX*¡4/ U1Nudxvh dqg do+hgv1,/ 6606:/ 4¡¡41 K1 Dngdj / P 1 Gh J odv/ G1 Sdfkrof˝— n1 D Txdolwd0 wlyh Wkhru— ri Xqfhuwdlqw— 1I xqgdp hqwd Lqirup dwlfd/ 4:+7,=6660695/ 4¡¡51 I 1Edffkxv1Uhsuhvhqwdwlrq dqg Uhdvrqlqj z lwk Sure0 delolvwlf Nqrz ohgjh1 P LW Suhvv/ Fdp eulgjh/ P D/ 4¡¡31 I 1 Edffkxv/ D1 M1 J uryh/ M1 “ 1 Kdoshuq/ G1 Nroohu1 I urp vwdwlvwlfdonqrz ohgjh edvhv wr ghj uhhv ri eholhi1 Duwlfflfldolqwhooljhqfh/ ;: =: 80476/ 4¡¡:1 S1Fkhhvhp dq1Dq lqt xlu— lqwr frp sxwhuxqghuvwdqg0 lqj 1Frp sxwdwlrqdoLqwhooljhqfh/ 7+4,=8;099/ 4¡;; 1 G1Gxerlv/ K1Sudgh1Rq ix˝˝— v— oorjlvp v1Frp sxwd0 wlrqdoLqwhoolj hqfh/ 7+5,=4:404:¡/ 4¡;; 1 G1Gxerlv/ K1Sudgh/ O1J rgr/ U1P dqwdudv1D v— p 0 erolf dssurdfk wr uhdvrqlqj z lwk olqjxlvwlf t xdqwlfflhuv1 Lq Xqfhuwdlqw— lq DuwlfflfldoLqwhooljhqfh/ Vwdqirug/ : 70 ; 5/ 4¡¡51 P 1Mdhjhu1GhidxowUhdvrqlqj derxwSuredelolwlhv1Sk1 G1Wkhvlv/ Xqly1Ri Vddueuxfkhq/ 4¡¡81 P 1“ 1Nkd— dwd1Udlvrqqhp hqwt xdolwdwli vxughvt xdq0 wlfflfdwhxuv olqjxlvwlt xhv ydj xhv1 7^{h̄p h} Uhqfrqwuh Mh0 xqhv Fkhufkhxuv hq Lqwhoolj hqfh Duwlfflflhooh/ 45: 0463/ Wrxorxvh/ 4¡¡; 1 P 1“ 1Nkd— dwd/ G1Sdfkrof˝— n1D V— p erolf Dssurdfk wr Olqj xlvwlf Txdqwlfflfdwlrq1Lq I luvwIDVWLHHHVwx0 ghqwFrqihuhqfhrq FVdqg LW/ 4340439/ Odkruh/ 4¡¡; 1 K1H1N— exuj1Wkh uhihuhqfh fodvv1Sklorvrsk— ri Vfl0 hqfh/ 83+6,=6: 706¡:/ 4¡; 61 Q1M1Qlovvrq1Suredelolvwlf orjlf1DuwlfflfldoLqwhooljhqfh/ 5;+4,=: 40;; / 4¡;91 J 1Sddvv1Suredelolvwlf orj lf1Lq Qrq Vwdqgdug Orjlf iru Dxwrp dwhg Uhdvrqlqj / S1Vp hwhwdo1+hgv1,/ Dfd0 ghp lf Suhvv/ 5460584/ 4¡; ; 1 G1 Sdfkrof˝— n1 Frqwulexwlrq dx Wudlwhp hqwOrj lfr0 v— p erolt xh gh od Frqqdlvvdqfh1Wkh̆vh g*Hwdw1Xqlyhu0 vlw̄h gh SDULV9/ 4¡¡51 G1 Sdfkrof˝— n1 D Orjlfr0v— p erolf Suredelolw— Wkh0 ru— iruwkhP dqdjhp hqwri Xqfhuwdlqw— 1FF0DL/ 44+7,= 74: 07;7/ 4¡¡71 M1 Shduo1 Suredelolvwlf Uhdvrqlqj lq LqwhooljhqwV— v0 whp v=Qhwz runvri SodxvleohLqihuhqfh1Uhylvhg vhfrqg sulqwlqj / P ruj dq Ndxip dqq/ Vdq I udqflvfr/ 4¡¡41 M1O1Sroorfn1Qrp lf Suredelolwlhvdqg wkhI rxqgdwlrqv ri Lqgxfwlrq1R–irug Xqlyhuvlw— Suhvv/ 4¡¡31 O1Vrp eh̄1Uhdvrqlqj xqghulqfrp sohwh lqirup dwlrq lq duwlfflfldolqwhooljhqfh/ Mrkq Z loh— / 4¡¡31

“ 1[ ldqj/ P 1S1Ehggrhv/ G1Srroh1Fdq Xqfhuwdlqw—

P dqdjhp hqweh uhdol˝hg lq d fflqlwh wrwdoo— rughuhg

Suredelolw— Dojheud1Xqfhuwdlqw— lq DuwlfflfldoLqwhool0 jhqfh 8=7408: / 4¡¡31

U1U1 “ djhu1 Uhdvrqlqj z lwk t xdqwlfflhg vwdwhp hqwv1

SduwL/ N— ehuqhwhv/ 47/ 5660573/ 4¡;81

U1U1 “ djhu1 Uhdvrqlqj z lwk t xdqwlfflhg vwdwhp hqwv1

SduwLL/ N— ehuqhwhv/ 47/4440453/ 4¡; 91

O1D1] dghk1I x˝˝— vhwv1Lqirup dwlrq dqg Frqwuro/ ;=

66;0686/ 4¡981

O1D1] dghk1V— oorjlvwlf uhdvrqlqj lq I x˝˝— orj lf dqg lwv dssolfdwlrq wr xvxdolw— dqg uhdvrqlqj z lwk glvsr0 vlwlrqv1LHHH Wudqvdfwlrqv rq V— vwhp v/ P dq dqg F— 0 ehuqhwlfv/ 48+9,=: 870: 96/ 4¡;81

Σ ??i Σ GA@M*i t LuLTi h@— Lht ß c Wc 5

@?˙ #

Uhp dun 6 Lq wkh iroorzlqj wdeohv>T^{d>e} vwdqgv iru lq0 whuydoT̂^d/ T^e‘ ß ” � ” 2 ” fi ” e ” D ” S ” .

” � ” �c. ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆

” 2 ⊔ ” �⊃ ” 2c. ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆

” fi ⊔ ” �⊃ ” 2cD ” Sc. ⊆ ⊆ ⊆ ⊆

” e ⊔ ” �⊃ ” 2ce ⊔ ” D⊃ ” Sc. ⊆ ⊆ ⊆

” D ⊔ ” �⊃ ” 2cfi ⊔ ” e⊃ ⊔ ” D⊃ ” Sc. ⊆ ⊆

” S ⊔ ” �⊃ ⊔ ” 2⊃ ⊔ ” fi⊃ ⊔ ” e⊃ ⊔ ” D⊃ ” Sc. ⊆

” . ⊔ ” �⊃ ⊔ ” 2⊃ ⊔ ” fi⊃ ⊔ ” e⊃ ⊔ ” D⊃ ⊔ ” S⊃ ⊔ ” . ⊃

Wdeoh 4 = Rs hudwr u F

L ”^4 ”^5 ”^6 ”^7 ”^8 ”^9 ”^:

”^4 ”^4 ”^4 ”^4 ”^4 ”^4 ”^4 ”^4

”^5 ”^4 ”^5 ”^5 ”^5 ”^5 ”^5 ”^5

”^6 ”^4 ”^5 ”^5 ”^5 ”^5 ”^6 ”^6

”^7 ”^4 ”^5 ”^5 ”^5 ”^6 ”^7 ”^7

”^8 ”^4 ”^5 ”^5 ”^6 ”^7 ”^8 ”^8

”^9 ”^4 ”^5 ”^6 ”^7 ”^8 ”^9 ”^9

”^: ”^4 ”^5 ”^6 ”^7 ”^8 ”^9 ”^:

Wdeoh 5 = Rs hudwr u L

5 ”^4 ”^5 ”^6 ”^7 ”^8 ”^9

”^4 ⊔ ” �⊃ ⊔ ” 2⊃ ⊔ ” fi⊃ ⊔ ”^7⊃ ⊔ ” D⊃ ⊔ ” S⊃

”^5 ⊔ ”^5⊃ ” 2cfi ” fic^7 ” ecD ” DcSo ⊔ ” S⊃

”^6 ⊔ ” fi⊃ ” fic^7 ” ecD ” ecS ⊔ ” S⊃ ⊔ ”^6⊃

”^7 ⊔ ”^7⊃ ” ecD ” Dc^9 ⊔ ” S⊃ ⊔ ”^6⊃ ⊔ ”^7⊃

”^8 ⊔ ” D⊃ ” DcS ⊔ ” S⊃ ⊔ ”^6 ⊔ ”^7⊃ ⊔ ”^8⊃

”^9 ⊔ ” S⊃ ⊔ ” S⊃ ⊔ ”^6 ⊔ ”^7 ⊔ ”^8⊃ ⊔ ”^9⊃

Wdeoh 6 = Rs hudwr u V

# ”^4 ”^5 ” fi ” e ” D ” S

”^4 ⟩ ”^4|

”^5 ⟩ ”^5| ⟩ ”^5|

”^6 ⟩ ”^6| ”^5c^6 ⟩ ”^5|

”^7 ⟩ ”^7| ”^6c^7 ”^5c^6 ⟩ ”^5|

”^8 ⟩ ”^8| ”^7c^8 ”^6c^7 ”^5c^6 ⟩ ”^5|

”^9 ⟩ ”^9| ”^8c^9 ”^7c^8 ”^6c^7 ”^5c^6 ⟩ ”^5|

Wdeoh 7 =Rs hudwr u G

Σ ??i ` G¸ hLLut LutL4 i ThLTLtı— ıL?t

Z h vxssrvh wkdwD/ E dqg F duh vxevhwv ri fl 1

Sur s r vlwlr q 6= Ohwxv vxssrvh wkdwfl ≫^ϵ E dqg fl ≫^{ϵ*}E∐D1D ≫ E @⇔ E @D∧ E∐D1D dqg D∐E duh glvmrlqw1 Xvlqj D–lrp 7/ z h rewdlq= T^ϵ ▽V+T^δ /T^ϵ ∋,1

Wkhuhiruh T^δ ⪰ T^ϵ 1

Sur s r vlwlr q 7= Ohwxv vxssrvh wkdwfl ≫^δ ∋D∐E1D

@+D ∨E, ∧D∐E dqg +D∨ E, ∨ D∐E @⊤1Xvlqj D–lrp

7/ z h rewdlq=T^δ ▽V+T^ξ / T^δ ∋,1 Ghfflqlwlrq ; jlyhv xv =

T^δ ∋ ▽G+Tδ/ T^ξ ,1

Sur s r vlwlr q 8=Ohwxvvxssrvhwkdwfl ≫^ϵ ∋E∐D1Wkh sursrvlwlrq 7 jlyhvxv=T^ϵ ∋ ▽L̂qiG+T^ϵ / T^ξ ,/ VxsG+T^ϵ /

T^ξ ,‘1VlqfhD∧E@D ∧ +E ∐ D, dqg wkhvhwvD dqg E∐D duh glvmrlqw/ wkhq dffruglqj wr D–lrp 7 = li δ. ϵ_∋ ⪰

P . 4/ fl ≫^uD∧E z lwk T^u ▽V+T^δ / T^ϵ ∋,1 Ghfflqlwlrq

; lp solhv wkdw= LqiG+T^ϵ / T^ξ , @ T^{ϵ. 4∗ ξ} ⪰ T^ϵ ∋ ⪰

VxsGξ+T^ϵ / T^ξ , @T^{ϵ. 5∗ ξ} 1 Wkhuhiruh/ δ. ϵ_∋ ⪰ P . 4

@⇔ δ. ϵ. 40ξ ⪰ δ. ϵ_∋ ⪰ δ. ϵ. 5 0ξ ⪰ P . 41 Vr/ z h rewdlq +vhh Wdeoh 8,=

0Li δ. ϵ. 5 0ξ ⪰ P . 4 @⇔ δ. ϵ. ξ ⪰ P 04/ wkhq T^u

▽L̂qiV+T^δ / LqiG+T^ϵ / T^ξ ,,/ VxsV+T^δ / VxsG+T^ϵ /T^ξ ,,‘1

0 Li δ. ϵ. 4 0 ξ @ P . 4 @⇔ δ. ϵ0 ξ ⪰ P / wkhq T^u

▽ ⟩LqiV+T^δ / LqiG+T^ϵ / T^ξ ,,| @⟩ T^{P ∗ 4}| 1

”^δ ”^ϵ ”^ξ ”^u ▽ X+T^δ >T^ϵ >T^ξ ,

”^5 ”^5 ”^5 d”^5c”^6o

”^6 ”^5 ”^5 d”^6c”^7o

”^6 ”^6 ”^5 d”^6c”^8o

”^6 ”^6 ”^6 d”^6c”^7o

”^7 ”^5 ”^5 d”^7c”^8‘

”^7 ”^6 ”^5 d”^7c”^9o

”^7 ”^6 ”^6 d”^7c”^8o

”^7 ”^7 ”^5 d”^8c”^9o

”^7 ”^7 ”^6 d”^7c”^9o

”^7 ”^7 ”^7 d”^7c”^8o

”^8 ”^5 ”^5 d”^8c”^9o

”^8 ”^6 ”^5 d”^8c”^9o

”^8 ”^6 ”^6 d”^8c”^9o

”^8 ”^7 ”^5 ⟩ ”^9|

”^8 ”^7 ”^6 d”^8c”^9o

”^8 ”^7 ”^7 d”^8c”^9o

”^8 ”^8 ”^6 ⟩ ”^9|

”^8 ”^8 ”^7 d”^8c”^9o

”^8 ”^8 ”^8 d”^8c”^9o

”^9 ”^5 ”^5 ⟩ ”^9|

”^9 ”^6 ”^5 ⟩ ”^9⊃

”^9 ”^6 ”^6 ⟩ ”^9|

”^9 ”^7 ”^6 ⟩ ”^9⊃

”^9 ”^7 ”^7 ⟩ ”^9|

”^9 ”^8 ”^7 ⟩ ”^9⊃

”^9 ”^8 ”^8 ⟩ ”^9|

”^9 ”^9 ”^8 ⟩ ”^9|

”^9 ”^9 ”^9 ⟩ ”^9⊃

Wdeoh 8= X+T^δ >T^ϵ >T^ξ ,

F r ur oodu— 9 = Ohwxv vxssrvh fl ≫^ξ D∨ E1Sursr0 vlwlrq 8 j lyh xv T^u ▽X+T^δ / Tϵ/ Tξ, li δ . ϵ ∗ ξ ⪰

P 04/ dqg T^u ▽ ⟩ T^{P ∗ 4}| li δ . ϵ ∗ ξ@P 1Wkxv z h fdq ghgxfh wkh ydoxhv ri T^ξ lq dffrugdqfh z lwk wkrvh ri T^u/ T^δ dqg T^ϵ / dv wklv lv vkrz hg lq wkh iroorz lqj wdeoh 91I urp wklvwdeoh/ z h fdq yhuli— wkdw=T^ξ @T^5 li δ . ϵ ∗ u @4 dqg T^ξ ▽L̂qiG+T^ϵ / VxsG+T^u/ T^δ ,,/

”^δ ”^ξ ”^η @ M U˙

”^5 ”^5 ”^5 d”^5c”^9o d”^5c”^9o d”^5c”^9o d”^5c”^9o

”^6 ”^5 ”^5 d”^5c”^8o d”^5c”^9o d”^5c”^8o d”^5c”^8o

”^6 ”^6 ”^5 ⟩ ”^9| d”^5c”^8o d”^5c”^8o d”^5c”^8o

”^7 ”^6 ”^5 ⟩ ”^8| d”^5c”^8o d”^5c”^7o d”^5c”^7o

”^7 ”^7 ”^5 ⟩ ”^9| d”^5c”^7o d”^5c”^7o d”^5c”^7o

”^8 ”^6 ”^5 ⟩ ”^7| d”^5c”^8o d”^5c”^6o d”^5c”^6o

”^8 ”^7 ”^5 ⟩ ”^8| d”^5c”^7o d”^5c”^6o d”^5c”^6o

”^9 ”^7 ”^5 ⟩ ”^7| d”^5c”^7o ⟩ ” 2| ⟩ ” 2|

”^9 ”^9 ”^5 ⟩ ”^9| ⟩ ” 2| ⟩ ” 2| ⟩ ” 2|

”^6 ”^6 ”^6 ⟩ ”^9| ⟩ ”^9| ⟩ ”^9| ⟩ ”^9|

”^7 ”^6 ”^6 ⟩ ”^8| ⟩ ”^9| ⟩ ”^8| ⟩ ”^8|

”^7 ”^7 ”^7 ⟩ ”^9| ⟩ ”^9| ⟩ ”^9| ⟩ ”^9|

”^8 ”^7 ”^6 ⟩ ”^8| ⟩ ”^8| ⟩ ”^7| ⟩ ”^7|

”^8 ”^7 ”^7 ⟩ ”^8| ⟩ ”^9| ⟩ ”^8| ⟩ ”^8|

”^8 ”^8 ”^8 ⟩ ”^9| ⟩ ”^9| ⟩ ”^9| ⟩ ”^9|

”^9 ”^8 ”^7 ⟩ ”^8| ⟩ ”^8| ⟩ ”^7| ⟩ ”^7|

”^9 ”^7 ”^8 ⟩ ”^8| ⟩ ”^9| ⟩ ”^8| ⟩ ”^8|

”^9 ”^8 ”^7 ⟩ ”^9| ⟩ ”^8| ⟩ ”^8| ⟩ ”^8|

”^9 ”^9 ”^8 ⟩ ”^9| ⟩ ” S| ⟩ ”^9| ⟩ ”^9| d=”^{π4}▽F+T^δ >T^ξ ,∐⟩ T^: | e=”^{π5} ▽ F+T^ξ >T^η,∐⟩ T^: | f=WE”^{π4}c”^{π5}ø g=”^π ▽ F+T^δ >T^η,∐⟩ T^: |

Wdeoh ;

Sur s r vlwlr q 4; +Fxp xodwlylw— , = Ohwxv vxssrvh wkdwfl ≫^δ D/ fl ≫^ξ D∨ E∨F dqg D∨ E≫^π F1Z h kdyh

T^π ▽F+T^δ / T^ξ ,1 D–lrp 4 lp solhv wkdw= +D≫^{P ∗ 4}

E @⇔ fl ≫^δ D ∨E, dqg +D ≫^{P ∗ 4} F @⇔ fl ≫^δ D

∨F, dqg Sursrvlwlrq 4 lp solhv wkdwD∨ E∃@ D dqg

D∨ F ∃@D1Vlqfh D ∨ E ≫ +D∨ F, ∧ +E∨ F, ≫ D/ fl ≫^δ D dqg fl ≫^δ D ∨E/ wkhq fl ≫^δ +D ∨F, ∧+E ∨F,1

Fruroodu— 9 jlyh xv T^ξ ▽L̂qiG+T^δ / VxsG+T^δ / T^δ ,,/

VxsG+T^δ / LqiG+T^δ / T^δ ,,‘ z klfk lvht xdowr T̂^{δ ∗ 4}/T^δ ‘ iru δ ∼ 6 dqg wr ⟩T^5| iru δ @ 51 Vlqfh D∨ E ∃@D dqg D ∨F∃@D/ wkhq D ∨E ∨F ∃@ D∨ E1 Wkhuhiruh

T^π ▽F+T^δ / T^ξ ,∐⟩T^P | z klfk lv ht xdo wr +L̂qiF+T^δ /

T^{δ ∗ 4},/ VxsF+T^δ / T^δ ,‘, ∐ ⟩T^P | iru δ ∼ 6 dqg wr

F+T^5/ T^5,∐⟩ T^P | iru δ@51 Lwlv hylghqwwr yhuli— lq wdeoh 4 ri F wkdw= iru δ ∼ 7/ L̂qiF+T^δ / T^{δ ∗ 4},/

VxsF+T^δ / T^δ ‘∐ ⟩ T^P | @T̂^{P ∗ 5}/T^{P ∗ 4}‘¿iru5 ⪰ δ ⪰ 6/

F+T^δ / T^ξ ,∐⟩ T^P | @ T̂^5/ T^{P ∗ 4}‘1 Vlqfh iru δ ∼ 7/ z h kdyh T^π ▽T̂^{P ∗ 5}/ T^{P ∗ 4}‘/ wkhq iru 5⪰ δ ⪰ 6 wkh lqwhuydo T̂^5/T^{P ∗ 4}‘ fdq eh uhvwudlqhg wr wkh lqwhuydo

T̂^{P ∗ 5}/T^{P ∗ 4}‘1Wkhuhiruh Tπ ▽T̂^{P ∗ 5}/T^{P ∗ 4}‘1

Sur s r vlwlr q 4: +Frqwudfwlrq, = Dffruglqj wr

Sursrvlwlrq ¡ =D≫^{P ∗ 4} E dqg D ∨E≫^{P ∗ 4}F @⇔ D≫^ζ

E ∨F z lwk T^ζ @L+T^{P ∗ 4}/ T^{P ∗ 4}, @T^{P ∗ 4}1Dffruglqj wr Sursrvlwlrq ; =D≫^ζ E ∨F dqg E ∨F ≫ F @⇔ D ≫^π F z lwk T^π ▽T̂^{P ∗ 4}/T^P ‘1 D∨ E ≫^{P ∗ 4} F @⇔ T^π ⋆ T^P 1

WkxvT^π @T^{P ∗ 4}1

Sur s r vlwlr q 4¡ +Xqlrq Ohiw, =Ohwxvvxssrvh wkdw fl ≫^δ D/ fl ≫^ϵ E/ fl ≫^{ξ4}D ∨E dqg fl ≫^{ξ5}D∨E ∨F1Df0 fruglqj wr D–lrp 5 = +D≫^{P ∗ 4} F dqg fl ≫^δ D @⇔ fl ≫^δ D∨ F, dqg +E ≫^{P ∗ 4} F dqg fl ≫^ϵ E@⇔ fl ≫^ϵ E∨

F,1Sursrvlwlrq 4 lp solhvwkdwD ∨F ∃@D dqg E∨ F∃@E1

Z h kdyh+D ∧E,∨F @+D∨ F, ∧+E∨ F,,1Wkhq/ Sursr0

vlwlrq 8 j lyhv xv=

0 fl ≫^{u4}D∧ E z lwk T^{u4} ▽X+T/ T/ T, @ L̂qiV+T^δ /

LqiG+T^ϵ / T^{ξ4},,/ VxsV+T^δ / VxsG+T^ϵ / T^{ξ4},,‘ li δ . ϵ 0 ξ4 ⪰ P 04/ dqg T^{u4} @T^{P ∗ 4}li δ . ϵ 0ξ4@P ¿

0fl ≫^{u5} +D ∨F, ∧+E ∨F, z lwk T^{u5} ▽X+T^δ / T^ϵ / T^{ξ5}, @

L̂qiV+T^δ / LqiG+T^ϵ / T^{ξ5},,/ VxsV+T^δ / VxsG+T^ϵ / T^{ξ5},,‘ li δ . ϵ 0ξ5⪰ P 04/ dqg T^{u5} @T^{P ∗ 4} li δ . ϵ 0ξ5 @ P 1 Vlqfh +D∧ E, ∨F≫ D∧E dqg D∨ E ∨F ≫ D ∨E/ wkhq

Sursrvlwlrq 6 jlyhvxv =T^{u5} ⪰ T^{u4} dqg T^{ξ5} ⪰ T^{ξ4}1

Wkh iroorz lqj frqvwudlqw= iru dq— T^{ξ5}/ T^{ξ4} vxfk wkdw

T^{ξ5} ⪰ T^{ξ4} z h p xvwkdyh T^{u5} ⪰ T^{u4}/ doorz xv wr vxs0 suhvv hdfk ydoxh ri X+T^δ / T^ϵ / T^{ξ4}, dqg X+T^δ / T^ϵ /

T^{ξ5}, iruz klfk T^{u5} A T^{u4} dvwkdwlvvkrz hg lq wkh iro0 orz lqj wdeoh ¡1 I urp wklv wdeoh/ z h fdq yhuli— wkdwiru dq— T^δ / T^ϵ / T^{ξ5}/ T^ξ z lwk T^{ξ5} ⪰ T^{ξ4}/ z h kdyh T^{u5} @

T^{u4} ruT^{u5} @T^{u4∗ 4}1

Li D∧E≫^π F/ wkhq T^π ▽F+T^{u4}/T^{u5},1 Z h kdyh +D∧E,

∨ F @ +D∨F, ∧ +E∨F, ∃@ D∧E +dv/D∨F∃@D dqg

E∨F∃@E,/ wkhq T^π ▽F+T^{u4}/ T^{u5}, ∐ ⟩T^P | z klfk lv ht xdowr +L̂qiF+T^{u4}/ T^{u4∗ 4},/ VxsF+T^{u4}/ T^{u4},‘, ∐ ⟩T^P | iruT^{u4} ∼ T^6/ dqg wr F+T^5/ T^5, ∐⟩ T^P | iruT^{u4}@T^51Lw lvreylrxvwr yhuli— lq wdeoh 4 ri F wkdw=iruT^{u4} ∼ T^7/

L̂qiF+T^{u4}/ T^{u4∗ 4},/ VxsF+T^{u4}/ T^{u4},‘∐⟩T^P | @T̂^{P ∗ 5}/

T^{P ∗ 4}‘¿iru T^5 ⪰ T^{u4} ⪰ T^6/ F+T^{u4}/ T^{u5},∐⟩ T^P | @T̂^5/

T^{P ∗ 4}‘1 Vlqfh iru T^{u4} ∼ T^7/ T^π ▽T̂^{P ∗ 5}/ T^{P ∗ 4}‘/ wkhq iru T^5 ⪰ T^{u4} ⪰ T^6 wkh lqwhuydoT̂^5/ T^{P ∗ 4}‘ fdq eh uh0 vwudlqhg wr wkh lqwhuydoT̂^{P ∗ 5}/ T^{P ∗ 4}‘1 Wkhuhiru T^π

▽T̂^{P ∗ 5}/ T^{P ∗ 4}‘1

T^u T^δ T^ϵ T^ξ ▽

T^5 T^5 T^5 T̂^5>T^6‘

T^6 T^5 T^5 T̂^6>T^7‘

T^6 T^6 T^5 T̂^6>T^8‘∐⟩ T^8|

T^6 T^6 T^6 T̂^6>T^7‘

T^7 T^5 T^5 T̂^7>T^8‘

T^7 T^6 T^5 T̂^7>T^9‘∐⟩ T^9|

T^7 T^6 T^6 T̂^7>T^8‘

T^7 T^7 T^5 T̂^8>T^9‘∐⟩ T^9|

T^7 T^7 T^6 T̂^7>T^9‘∐⟩ T^7>T^9|

T^7 T^7 T^7 T̂^7>T^8‘∐⟩ T^7|

T^8 T^5 T^5 T̂^8>T^9‘

T^8 T^6 T^5 T̂^8>T^9‘

T^8 T^6 T^6 T̂^8>T^9‘

T^8 T^7 T^6 T̂^8>T^9‘∐⟩ T^8|

T^8 T^7 T^7 T̂^8>T9‘∐⟩T^8|

T^8 T^8 T^6 ⟩ T^9|

T^8 T^8 T^7 T̂^8>T^9‘∐⟩ T^8|

T^8 T^8 T^8 T̂^8>T^9‘∐⟩ T^8|

T^9 T^5 T^5 ⟩ T^9|

T^9 T^6 T^5 ⟩T^9|

T^9 T^6 T^6 ⟩T^9|

T^9 T^7 T^6 ⟩T^9|

T^9 T^7 T^7 ⟩T^9|

T^9 T^8 T^7 ⟩T^9|

T^9 T^8 T^8 ⟩T^9|

T^9 T^9 T^8 ⟩T^9|

T^9 T^9 T^9 ⟩T^9|

Wdeoh ¡