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Inledning

Det hdr kompendiet ger en dversikt dver vanligt forekommande datastrukturer och algoritmer, i
praktisk anvandning, teoretiskt eller historiskt.

Underrubriken Komplettering avspeglar att kompendiet har en del luckor da det galler innehall.
Till exempel behandlas inte enkla listor, stack eller ko, utan endast den avancerade liststrukturen
skiplistatas upp. Inte heller ingdr mangder, grafer och annat som kan forvantas i en mer heltéack-
ande Oversikt. Analys av datastrukturer och algoritmer har antingen uteldmnats eller genomfors
mer resonemangsmassigt an teoretiskt.






1 Skiplista

Skiplistan bygger pa en sannolikhetsbaserad balansering, i stéllet for de striktare former av balan-
sering som anvands i vissa trad. Det gor att algoritmerna for inséttning och borttagning i en
skiplista blir bade enklare och snabbare dn motsvarande operationer i balanserade trad.

En skiplista & i grunden en ordnad, enkellankad lista men vissa listnoder har flera framétpekare,
vilket majliggor snabbare sokning an i en vanlig enkellankad lista. Skiplistan &r, trots de extra
pekarna, minneseffektiv och kan konstrueras med en marginell 6kning av antalet pekare per list-
element. Ingen annan information behover heller lagras i noderna.
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Figur 1. Exempel pa enkellankad lista och skiplistor.

1.1 Skiplistans uppbyggnad

| en enkellénkad listamed n element (figur 1a) kan man behtva sbkaigenom helalistan for att hitta
ett visst vérde. Om listan innehaller n noder krévsi varstafall n soksteg och forvantad medel sokvag
& n/2 soksteg. Om varannan nod forses med ytterligare en pekare som pekar tva noder framat
(figur 1b) behtver baran/2+1 noder besbkas i varstafal. Om man i var fjarde nod har ytterligare
en pekare som pekar fyra steg framét (figur 1c), far man i véarstafall understka n/4+2 noder, osv.
En lista uppbyggd pa detta systematiska sétt kallas for en perfekt balanserad skiplista.

En nod med k framétpekare kallas en niva-k-nod. | en perfekt balanserade skiplista géller att 50%
av noderna &r niva-1-noder, 25% ar niva-2-noder, 12.5% ar niva-3-noder, osv. (figur 1c). Om man
padettavis, i var 2i:te nod har en pekare som pekar i noder framat, fordubblas antalet pekarei listan
men det reducerar antalet noder som kan behéva att undersokas till i varstafall 2 ogn. NIL-noden
som finns sist i skiplistan &r en speciell nod som avslutar allanivaer i listan, en " sentinel-nod”

En perfekt balanserad skiplista &r effektiv vid sokning men ohanterlig vid inséttning och borttag-
ning. Man kan dock anvéanda en mindre strikt, sannolikhetsbaserad bestdmning av antalet framét-
pekare. Da en ny nod ska sittas in sSlumpas nivan for den nya noden. Man kan konstruera en
slumpgenerator som statistiskt bibehaller férdelningen med 50% niva-1-noder, 25% niva-2-noder,
osv, men &ven andra fordelningar kan anvéndas.

| en sannolikhetsbaserad skiplistakommer en nodsi:te framétpekare att ange nastanod i listan som
& en nivéi nod eller hogre (figur 1d), i stéllet for att, som i den perfekt balanserade listan, ange
noden som & 21 noder framét. Inséttning och borttagning av en nod kréver endast en begréansad
forandring av listans struktur och framfor allt berors inte andra noders niva.



Operationer pa skiplistor inleds vanligtvis med en stkning som startar i header-noden. Normalt
startar sokningen paden aktuellanivan for listan, dvsdeni figurerna 6verstanivan av pekare. Sok-
ningen leder framét/nedét i strukturen, exakt hur beror pavilket varde som soks och listans aktuella
innehall:

« om sokt varde &r storre an det i den aktuella noden stegar man framat pa samma niva

 om sokt varde & mindre det i den aktuella noden stegar man nedéat i den aktuella noden

» om sokt vérde &r lika med det i den aktuella noden avslutas sokningen

| figur 2 visas sokvagen i det fall véardet 17 soks. Sokningen borjar i header-noden pa niva 4. Den
pekaren anger noden 5 (<17) och man stegar framét pa niva 4 till nod 5 och undersoker vad dess
pekare paniva4 anger. Det visar sig varaNIL (innehdller ett varde > 17), shman stegar ned till niva
3i nod 5 och undersoker vad den pekaren anger. Det & nod 24 (>17), sa man stegar ned till niva
2, osv till dess (i dettafall) sokt varde hittas.
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Figur 2. Sokvag i en skiplista vid sokning efter véardet 17.

1.2 Skapa skiplista

En skiplistaskainitialt bestd av en header-nod och en NIL-nod. Listans niva séttstill 1 och samtliga
pekarei header-noden (det kan vara ett fixt antal) ska peka pa NIL-noden.

1.3 Sokai skiplista

Vid sokningar som kan innebéra att listan kan ska andras, dvs vid insdttning och borttagning,
sparas pekarnatill de noder som innehdller pekare som kan behdva andrasi ett fat, updat e.
 sokt varde placerasi NIL-noden, som déarmed fungerar som en vaktpost i slutet av listan

« sokningen inledsi header-noden pa den for tillfallet hogstanivan i listan

 salange pekaren pa aktuell niva anger en nod som innehdller ett varde som & mindre an sokt
vérde stegar man framét till nasta nod pa den aktuella nivan.

« daett varde som & mindre an eller likamed det soktavardet patréffas sparas pekaren till aktuell
nodi updat e.

« sokningen fortsétter sedan pa narmast lagre niva
Figur 3 visar innehdllet i uppdat e efter att sokning genomforts efter antingen 15, 16 eller 17.
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Figur 3. Innehdllet i uppdat e efter sokning efter 15, 16 eller 17.




Faltet updat e i figur 3 ger dtkomst till de noder dar framétpekarna kan beh6va andras, om man
vill séttain eller ta bort det varde som har sokts.

| sokalgoritmen ovan startar man alltid pa listans hogsta niva och arbetar framét/nedat i list-
strukturen. Det finns mojlighet att effektivisera sbkningen ytterligare, vilket beskrivsi [1].

1.4 Insattningi skiplista

Inséttning utfors i tva moment. Forst gors en sokning efter det varde som ska séttas in, enligt vad
som beskrivits tidigare. D& sokningen &r klar har man hamnat i en nod, som antingen innehaller
vardet ifraga eller framfor vilken en ny nod med sokvardet ska lankas in. | faltet updat e finns
pekare till de noder dar det finns pekare som kan behtva andras da den nya noden séttsin.

Efter den inledande sokningen kontrolleras om sokt nyckel finnsi listan eller €. Om en ny nod ska
séttas in beréknas den nya nodens niva. Om nivan blir storre an listans aktuella niva kompletteras
updat e med de ytterligare pekare som detta kraver. De nya pekarna ska samtliga peka paheader-
noden, vilken kommer att vara den direkta foregangaren till den nya noden pa de nytillkomna
nivaerna. Man bor endast 6ka listans niva med en nivai taget for att undvika att enstaka noder
erhdller en onodigt hog nivajamfort med Gvriga noder.

Den nyanoden lankasini listan. Upp till den niva som den nyanoden har erhallit ska pekarnai de
noder som anges av pekarnai updat e kopierastill den nya noden. Pekarnai de noder som anges
av pekarnai updat e ska andrastill att peka pa den nya noden.

Om man vill sdttain 15 och noden erhaller nivan 3 ska bada pekarnai nod 14 andras till att peka
pa den nyanoden, liksom pekaren paniva 3i nod 5. Pekaren paniva4i nod 5 paverkas €.

1.5 Borttagning ur skiplista

Borttagning inleds med en sokning i listan. Om sokt nyckel finns andras alla pekare som pekar pa
den nod som skatas bort till motsvarande pekare i den nod som skatas bort. Darmed & den sokta
noden urlankad. Slutligen bestams listans nya aktuella niva, den borttagna noden kunde ha varit
den for tillfallet enda noden med den hogstanivan i listan.

Borttagning av nod 17 skulle endast paverka pekaren pa den l&gstanivan i nod 14. Daremot skulle
borttagning av nod 24 paverka pekarnai noderna 5, 14 och 21.

1.6 Analys

Nagon analys av skiplistor gors €. Vi bara konstaterar att sokning normalt & en arbetsinsats av
storleksordningen O(logn). Skiplistor kan genom sin relativa enkelhet varaintressanta att anvanda
| stéllet for balanserade trad. Skiplistan kombinerar det bal anserade tradets sokeffektivitet med den
raka lankade listans sekventiella egenskaper. For mer detaljer se[1].

1.7 Litteratur

William Pugh, Sip List: A Probabilistic Alternative to Balanced Trees, Communications of the
ACM, Juni 1990, Vol. 33, Nr 6, sid. 668-676.






2 Tr&d

Tradstrukturer gor det mojligt att lagrainformation pasétt som kan ge effektivasokstrukturer. Man
ser inte sa ofta trad forekomma som bibliotekskomponenter, som exempelvis lista, stack, ko och
hashtabell, daremot som implementeringsstruktur fér andra datastrukturer.

Formellt & trad en begransad form av riktad acyklisk graf. Riktad innebar varje bagei grafen har
en riktningoch att den kan féljas fran en nod till en annan men inte tillbaka (vilket rekursion kan
|6sa). Acykliskinnebar att det g far finns nagravagar som leder runt i grafen, s att man kan komma
tillbakatill en nod som redan har besokts annat an att ga baklanges. Den begransning som finnsi
jamforelse med generella riktade acykliska grafer &r att varje nod bara kan ha en bage, eller gren,
som leder till noden. Grafen till vanster i figur 4 visar ett tréad, medan grafen till hdger g &r ett tréd,
dels darfor att det finns en cykel b-f-c och dels att noden h kan nas viatva olika vagar.

a a

@ O

o > O o
h [ j e
Figur 4. Trad &r en formav riktad acyklisk graf (t.v.)

f

2.1 Terminologi

Den forsta nod man kommer till i ett tr&d kallas tradets rot. En nods barn & de noder som direkt
kan nas fran noden, aven kallade direkt efterfdljare. En nods foralder & den unika nod som &r
nodens direkta foregangare. Noder som har ssmmafaéralder kallas syskon. En nod utan barn kallas
|6v, slutnod, eller terminalnod. En nod som inte &r ett I6v & en inre nod.

. rot
a

gren niva0
R .
barn till a,
inre nod forader till nival
fochg
niva 2
h j niva3
|6v niva4

Figur 5. Terminologi.

En nods anfader & samtliga noder som finns pa vagen fran roten till noden. Roten & den gemen-
sammaanfadern for allanoder i ett tréd. En nods avkommor & samtliganoder som har noden som
anfader. Observeraatt en nod i grafteoretisk mening & bade sin egen anfader och egen avkomma.
En nod &r en akta anfader (&kta avkomma) till en annan nod om noden ifréga & en anfader
(avkomma) till den andra noden, men det omvandainte galler.

Envag i ett tréd & den unika foljden av bagar mellan en nod och en anfader. Vaglangden till en
nod avser vanligtvis antalet bagar fran noden till roten. Vaglangden till noden d i tradet i figur 5 &r
2. | soktrad & medelvaglangen av speciellt intresse och den beréknas som summan av alla noders
vaglangder dividerad med antalet noder. Medelvaglangden ger ett matt pa forvantat sokarbete.



Roten i ett trad sags befinna sig paniva 0, rotens barn pa niva 1, dess barnbarn paniva 2, osv. En
nods djup, eller niva, & vaglangden fran roten till noden. En nods héjd &r langden av den langsta
vagen fran noden till ett 16v (nod bii tradet i figur 5 har héjden 3). Ett trads hojd ar rotens hojd, dvs
den langsta vagen till nagot [6v (tradet i figur 5 har hojd 4). Lov har hojden 0 och ett tomt trad har
definitionsmassigt hojden -1.

En nodsgrad &r dess antal barn (i figur 5 har nod b grad 2, nod f grad 1 och nod h grad 0). Ett tréds
grad &r den hogsta graden hos nagon noder (trédet i figur 2 har foljaktligen grad 2 eftersom ingen
nod har fler &n tva barn). Ett binart trad &r ett tréd med grad mindre &n eller lika med 2 (tradet i
figur 5 &r ett binart tréd). Ofta avser man dock snarare det maximala antalet barn som tradnoderna
kan ha, den fysiska begréansningen, n&r man talar om ett tréds grad Ett trad med grad 1 kallas
degenererat.

Ett tréds storlek ar det totala antalet noder i tradet. Ett subtrads storlek & antalet noder i subtradet
inklusive subtrédets rot.

| ett orienterat binart trad kallas det ena barnet vanster barn och det andra hdger barn (i figur 5 ar
nod d véanster barn till nod b och nod e & hoger barn till nod b).

Ibland &r det enbart av intressant att visa ett trads dvergripande struktur, inte samtliga noder i
tradet. | figur 6 visas nagra sddana exempel pa symboliserade trad.

A

a) godtyckligt trad b) komplett tréd ¢) nod med tva subtrad
Figur 6. Symboliserade trad.

Ett komplett binart trad med hojd h &r ett binart tréad som &r fullt ner till nivan h-1 och med [6ven
paniva h tétt packade a vanster (se figur 7a).

Ennodi ett binart trad ar full om den har grad 2 (i figur 5 & nodernaa, b, c och d fulla). | ett fullt
trad har alla noder utom I6vnodernatva barn (se exempel 7b).

Ett perfekt binart trad med hojd h har enbart 16v pa niva h och ala dess inre noder &r fulla (se
figur 7¢). Lagger man till en nod i ett fullt binart tr&d kommer dess h¢jd att oka.

SN AN

a) komplett binart trad med djup 3 b) fullt men g komplett ¢) perfekt binart trad med djup 2
Figur 7. Perfekt, komplett och fullt tréad.

Perfekta trad & uppenbarligen speciella men de &r till exempel anvandbara for att analysera tréds

egenskaper. For ett perfekt trad galler foljande:

o ett perfekt binart trad med hojd h 0 har 311 noder.

* ett perfekt binart tr&d med hojd h har 20 16v (om antalet noder & n, & m/20+ 1 av dessaldv, dvs
finns pa djupet h).

Antalet fullanoder i ett bindrt trad ar antalet |16v minus 1.



Kompletta trad & speciella men har praktiska tillampningar. Genom att numrera noderna nivavis
kan de avbildas pa ett falt, vilket exempelvis kan utnyttjas for att implementera en binar heap. |
figur 8 visas denna avbildning fran ett binart komplett trad till ett falt.

1 2 3 45 6 7 8 9 101112 13 14 15

Figur 8. Kompletta trad och deras faltimplementering.

Nedtill i det hograexemplet i figur 8 visastvavéagar i det komplettatradet, en med heldragnapilar
och en med streckade pilar, och de element i faltet som motsvarar de noder som ingdr i de tva
vagarna. Att lagraett trad i ett falt kallas implicit representation.

Foljande samband mellan tr&dnodernai ett komplett binért trad med n noder och faltindex géller
(om faltindex ska starta pa O far formlerna justeras).

* rotnoden har index 1 och sistalévet har index n.
 barnentill den i:te noden har index 2i respektive 2i+1.
 fordderntill deni:te noden har index i/2 (heltalsdivision).
» Sistaicke-lovet har index n/2.

Det ar 14tt att med enkel aritmetik paindex forflyttasigi ett faltlagrat komplett tréd, bade nival edes
ochi djupled, uppét eller nedét, och det kan generaliserastill tréd av godtycklig grad.

| vissabindratrad, exempelvis soktrad, anvands begreppen utsidesnod respektiveinsidesnod. Detta
avser var envissnod finnsrelativt en annan nod (anfader). | tradet i figur 9 &r allanoder i subtrédet
U utsidesnoder relativt g, medan alanoder i subtrédet | & insidesnoder relativt g.

o
AAA

Figur 9. Insides- respektive utsidesnoder.

Den form ett visst trad har beror av vilken typ av tr&d det & och ibland av hur det har byggts upp.
For ett uttryckstrad bestdms formen av det uttryck som trédet representerar, for ett soktrad
paverkas formen dels av vilken typ av soktrad det &r (till exempel AVL-tréd eller splaytréad) dels
av den ordning som elementen séttsin i tradet.



2.2 Tréadtraversering

Att traversera ett trad innebér att besoka alla noder i tradet pa ett systematiskt sétt. Man brukar
skilja mellan tva grundlaggande sétt att traversera ett trad, djupet forst respektive bredden forst
(nivavis). | bada fallen kan man dessutom ténka sig att traversera fran vanster till hoger eller fran
hoger till vanster.

a) djupet forst, vanster till hoger b) bredden forst, vanster till hoger
Figur 10. Tradtraversering.

| fallet djupet forst kommer varje nod att besokas tre ganger och det kan anses gélla aven for [6v
om man ser det som om deras tomma subtrad besoks. En djupet-forst-traversering fran vanster till
hoger bestks en nod forsta gangen da traverseringen kommer frén dess fora der. Sedan besoks no-
dens vanstra subtrad och darefter noden igen. Efter det bestks nodens hogra subtrad och dterigen
noden. Sedan ater till foraldern. En operation som ska utforas pa noden kan alltsa utfras nar noden
besoks forsta gangen, eller efter att vanster subtrad har besokts, eller efter att &ven hoger subtrad
har bestkts. Dessatre varianter betecknas preorder, inorder- respektive postordertraversering, el-
ler prefix-, infix- och postfixtraversering. Inordertraversering kan implementeras rekursivt enligt
foljande:

Om trédet inte & tomt:
besok véanster subtrad (rekursionen tar oss sedan tillbakartill foréldern)
operera pa den aktuella noden
besok hoger subtréd (rekursionen tar oss sedan tillbakatill féré dern)

Om man av nagon anledning inte kan anvanda rekursion kan djupet-forst-traversering med viss
modaimplementerasiterativt med hjalp av en stack. | vissatrad har man en” extra’ bage som leder
till foraldranoden och sddana trad kan traverseras iterativt med hjalp av denna extra bage.

Bredden-forst-traversering kan implementeras iterativt med hjélp av en ko, enligt foljande:

placera (en pekaren till) rothoden i kon

salangeinte kon & tom:
hamta nésta nod (pekare) fran kon
placera (pekare till) den aktuella nodens vansterbarn i kén
placera (pekare till) den aktuella nodens hdgerbarn i kén
operera pa den aktuella noden

10



2.3 Uttryckstréad

| till exempel kompilatorer anvands uttryckstrad som intern representation av uttryck. Uttrycket
x=5+2%* (a- b)/ 4 motsvaras av uttryckstradet i figur 11.

Ett uttryck har en hierarkiskt struktur som bestams av operatorernas prioritet och associativitet
samt parenteser. Strukturen framhavs om man parentetriserar ett uttryck fullt ut, vilket for vart
exempel innebdr (x = (5+ ((2* (a- b)) / 4))). Man ser nu tydligt att deluttrycket a-b ska beréknas
innan dess varde multipliceras med 2, varefter det resultatet ska divideras med 4, osv. Ett uttrycks-
trads struktur avspeglar entydigt berékningsordningen for uttrycket, utan att parenteser behover
finnasi uttryckstréd. Alla operander & 16v och alla operatorer &r inre noder.

/\

X +

/\/
7\
7\

2 _
7\
a b

5
4

Figur 11. Uttryckstrad for uttrycket x=5+ 2* (a- b) / 4.

Om vi traverserar uttryckstradet i figur 11 erhdler vi foljande resultat.

preorder: = x +5/ * 2 - ab4
inorder: x =5+ 2* a- b/ 4
postorder: x 52 ab - * 4/ + =

Resultatet av inordertraverseringen kanner vi igen som det givnainfixuttrycket, utan parenteserna
kring a-b. Ett berakningsmassigt korrekt infixuttryck gar att terskapa genom att infora parenteser
kring varje deluttryck (deltrad).

Preorder- och postorderresultaten kallas polsk notation respektive omvand polsk notation. | polsk
notation kommer operatorerna fére sina operander, till exempel kommer - fore a och b, * fore 2
och deluttrycket a-b, osv. | omvénd polsk notation &r det tvart om, a och b kommer fére -, 2 och
ab kommer fore*, osv. Dessanotationer kallas &ven parentesfriaeftersom inga parenteser behovs,
berakningsordningen & anda entydig.

Omvand polsk notation & mycket anvandbar. Till exempel kan den ha anvants som en mellan-
representation for att generera uttryckstradet ur det givna infixuttrycket. Omvand polsk notation
gor det ocksa enkelt for ett program att berdkna ett uttrycks varde. Genom att operanderna alltid
kommer alltid fore den motsvarande operatorn kan man kan lasa ett uttryck fran vanster till htger
och successivt berdkna deluttryck utan att kannartill vad som kommer langre fram.

Generella uttryckstrad ar naturligtvis betydligt mer komplicerade an det exempel som visas hér.

2.3.1 Generering av uttryckstrad

Ett sétt att generera det uttryckstrad som motsvarar ett visst infixuttryck &r att forst omvandla till
motsvarande postfixnotation. Omvandlingen fran infix- till postfixnotation kan goras med hjép av
jarnvagsalgoritmen, som anvander en stack for att mellanlagra operatorer.

11



~—
POSti X ~— S A - INfix
Operatorstack

Figur 12. Principen for jarnvagsalgoritmen.

Namnet jarnvagsalgoritmen kommer av man kan se forloppet som om infixuttryckets operander
och operatorer kérs genom en enkel rangerbangard. Bangarden har ett inkommande spér och ett
utgdende spar. Stacken fungerar som ett stickspar, pa vilket operatorer kors in fran inkommande
spar for att senare koras ut pa utgaende spar.

En operand kors alltid direkt till utsparet och backas aldrig tillbaka, vilket innebar att operandernas
inbordes ordning &r densammai utdata som i indata. En operator kors alltid in pa sticksparet men
operatorer som redan finns pa sticksparet och som har hogre prioritet ska forst koras till utsparet.
Om en operator pa sticksparet har samma prioritet som inkommande operator avgor associativite-
ten for den aktuella prioritetsnivan vad som ska ske. Om vansterassociativitet géller ska operatorn
pa sticksparet koras till utsparet, annars inte. Operatorer med l&gre prioritet ska alltid sta kvar pa
sticksparet. Infixuttrycket x =5+ 2 * (a- b) / 4 kommer att behandlas enligt figur 13, dér alltsden
stack utgor sticksparet.

Inkommande Stack Utgaende
x=5+2*(a-b)/4
=5+2*(a-b)/4 X
5+2*(a-b)/4 = X
+2*(a-b)/4 = x5
2*(a-b)/4 =+ x5
*(a-h)/4 =+ x52
(a-b)/4 =+* x52
a-h)/4 =+*( x52
-b)/4 =+*( x52a
b)/4 =+ (- x52a
)/ 4 =+* (- x52ab
/4 =—+* x52ab-
4 =+/ x52ab-*
=+/ x52ab-*4
x52ab-*4/+=

Figur 13. Jarnvagsalgoritmen applicerad pa infixuttrycket x= 5+ 2* (a- b) / 4.

Med hjdp av en stack kan ett uttryckstrad genereras ur omvand polska notation. Algoritmen &r
enkel. FOr en operand skapas en ny nod och en pekare till noden placeras pa stacken. For en binar
operator skapas forst en ny nod, den dversta noden pa stacken gors till dess hdgerbarn, nasta nod
fran stacken gorstill dess vansterbarn och pekaren till den nya operatornoden placeras pa stacken.
Uttrycket x 52 ab- * 4/ + = kommer att behandlas enligt figur 14.
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Figur 14. Generering av uttryckstrad ur postfixuttrycket x52ab-4/+ =.

2.4 Sbktrad

Genom att systematiskt ordna datai en tradstruktur kan effektiva sokstrukturer erhdllas. Det finns
tva huvudkategorier av soktrad, bindra soktrad respektive mangforgrenade soktrad.

Bindra soktrad & bindratréd dar elementen ar ordnade, se figur 15. Ett enkelt binart soktrédet har
inga andra krav an att vara binart och ordnat. Avancerade soktrad har ofta krav pa tradstrukturen,
till exempel har AVL-tréd och réd-svarta trad ett hdjdbalanskrav som medfér att de g kan bli allt
for osymmetriska. Bindratrad anvands ofta for intern datalagring, dvs for lagring i datorns arbets-
minne under programkaorning.

(6)
(2) (10)
(4) (19

Figur 15. Binart soktrad.

Mangforgrenade soktrad &r trad med hog grad. Sadana anvands vanligtvis for extern datalagring,
dvs lagring pafil pa sekundarminne. B-trad ar ett exempel pa dennatyp av soktrad och graden ar
typiskt hog, kanske 100-400. HOgt gradtal i kombination med balanskrav ger litet djup, vilket inne-
bér att antalet |asningar/skrivningar av sekundarminne nér man behdver hamta data fran sekundér-
minne eller skriva datatill sekundarminne kan hallas litet.

Datai ett binart soktréd kan antingen lagras i tradnoderna eller i en separat datastruktur som da
refererasfran tradnoderna. | ett B-trad skiljer sig deinre nodernahelt fran |6vnoderna. | |6vnoderna
i ett B-trad lagras den egentliga informationen, medan de inre noderna enbart innehdler utvalda
soknycklar och referenser till subtrad. Den del av ett B-trad som utgors av de inre noderna kan ses
som en indexstruktur for 16ven, dér aladatalagras.
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2.4.1 Binara soktrad

Ett binart soktréd ar ett binart trad dar for soknyckeln (k) i en nod ar stérre 8n nycklarnai nodens
vanstra subtradet och mindre an nycklarna i det hogra subtradet, se det schematiska tradet till
vanster i figur 15. | vissa soktrad tillats lika nycklar for olika noder. For ett enkelt binart soktrad
finnsinga andra krav an denna soktradsordning. Nagra observationer:

» Den minsta soknyckeln finner vi langst ner till vanster i tradet och den hittas genom att i varje
nod folja den vanstra grenen, till dess vi ndr en nod som saknar vansterbarn (1).

» Den storsta soknyckeln finner vi langst ner till hdger i trédet och det hittas genom att i varje nod
folja den hogra grenen, till dess vi ndr en nod som saknar hogerbarn (15).

e Om vi gor en inordertraversering (fran vanster till hoger) erhdler vi elementen i stigande
nyckelordning.

» Den nod som besoks direkt fore en viss annan nod vid inordertraversering kallas inorder fére-
gangare. Inorder foregangaren till en inre nod hittar vi som den hdgraste noden i den aktuella
nodens vanstra subtrad. Till exempel & 5 inorder foregangare till 6.

* Den nod som besoks direkt efter en viss annan nod vid inordertraversering kallas inorder
efterfoljare. Inorder efterfoljaretill eninre nod hittar vi som den vanstraste noden i den aktuella
nodens hogra subtrad. Till exempel & 8 inorder efterfdljaretill 6.

« Inorder foregangare och inorder efterfoljaretill eninrenod & noder som antingen &r ett [6v eller
en inre nod med endast ett barn. Detta tillsammans med att det &r |&tt att hitta dessa noder gor
det enkelt att ta bort element ur ett binart soktrad.

Sokning ar en operation som anvandsi sig, for att aterfinnaett element med en viss soknyckel, men
ocksa som ett forsta steg i samband med insattning och borttagning. Sokning i ett binart soktrad
kan beskrivas med foljande rekursiva algoritm:

om tradet ar tomt
sokt varde finns g i trédet

annars, om sokt varde < elementet i aktuell nod
sok elementet i vanster subtrad

annars, om sokt varde > elementet i aktuell nod
sok elementet i hoger subtréd

annars
elementet finnsi den aktuella noden

Sokningen i ett ndgorlunda symmetriskt binart soktrad &r effektiv. For varje nod som undersoks
kan det ena av dess tva subtrad elimineras, Det innebéar att sbkmangden i varje steg i princip
halveras, om tradet & valbalanserat, och stkningen blir effektivitetsmassigt jamfoérbar med
bin&rsokning.

Vid inséttning utfors forst en tradsokning enligt ovan. Om den resulterar i att det sokta véarde redan
finns i trédet & det ett fel om endast unika nycklar tilldts. | annat fall ska en nod med det nya
elementet sittas in pa den plats dit sokningen ledde. Vid inséttning av 9 i det vanstra tradet i
figur 16 leder sokningen till det tomma hogra subtradet till nod 8 och dér ska da sétts en ny |6vnod
med 9 sétts in. Ett nytt vérde sétts alltid in som ett 16v och om det inte finns nagot balanskrav &r
inséttningen klar.
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@ (1 @ © ®

Figur 16. Insattning i binart soktrad.

Borttagning i ett bindrt soktrad & mer komplicerat an inséttning. Forsta steget &r att gbra en trad-
sokning. Om sokningen leder till ett tomt (sub)trad finnsinte elementet som skatas bort i tradet. |
annat fall stannar sokningen i nagon nod och tre fal kan sarskiljas:

1. Elementet som skatasbort finnsi ett |6v. Lovet kan tas bort utan nagraandra étgérder. Bort-
tagning av 4 i ndgot av traden i figur 16 foranleder ingen mer &tgard &n att noden tas bort.

2. Elementet som skatasbort finnsi eninre nod med baraett barn. Detta & ocksa ett enkelt fall,
eftersom noden som ska tas bort kan erséttas av sitt enda barn. Borttagning av 5 i nagot av
traden i figur 16 innebédr att noden med 5 tas bort och ersétts med dess vanstra subtrad, dvs
noden med 4.

3. Elementet finnsi en inre nod med tva barn. Vi kan inte utan vidare ta bort noden, eftersom
den har tva subtréd som maste tas om hand. Lésningen &r att soka upp inorder efterfoljare
och |ataden ersitta el ementet som skatas bort. Detta bibehdler ordningen i tradet och noden
i frégadr alltid ett 16v eller eninre nod med endast ett barn, vilket underlattar uppflyttningen.
Tréadstrukturen paverkas minimalt. Alternativt kan inorder foregangare véljas som erséttare.
Borttagning av 6 i trédet till vanster i figur 16, kan gbras genom att inorder efterfdljare, 8,
soks upp och fér ersitta 6, noden dar 8 fanns kan enkelt tas bort och hogerbarnet 9 placeras
padess plats. Alternativt kan inorder foregangare, 5, sbkas upp och ersétta 6.

Om de element man sétter ini ett binart soktrad & slumpmassigt ordande kommer tré&det vanligtvis
att fa en tamligen symmetrisk form och déarmed fa goda stkegenskaper. | annat fall, eller om man
vill garantera bra sokegenskaper, anvander man ett balanserat soktrad.

2.4.2 Balanserade binara soktrad

For att ett binart soktrad ska vara effektivt att sokai kravs att tradet & balanserat, dvs nagorlunda
symmetriskt. Ett valbalanserat tr&d har ett djup som &r proportionell mot logaritmen av antalet
element.

En strikt form av balans for bindratrad & s kallad nodbalans: For varje nod ska gélla att antalet
noder i dess vanstra subtrad och antalet noder i dess hdgra subtrad far skilja med hogst en nod. |
figur 17 &r traden a, b och ¢ exempel pa nodbal anserade trad med djup 2. Traden d och e & € nod-
balanserade, eftersom rotnodens vanstra subtrad innehdller tre noder, medan de hogra endast en
respektive ingen nod och skillnaden mellan antalet noder i rotnodens subtréd alltsa & storre &n en
nod.

A

Figur 17. Olika balanserade och obalanserade trad med hgjd 2.
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Nodbalans &r € praktiskt anvandbart eftersom arbetet att hlla ett trad balanserat blir storre an de
vinster man kan erhdllai samband med exempelvis sokning i tradet.

Ett mindre strikt balansvillkor, dessutom &r praktiskt anvandbart, & sakallad héjdbalans: For varje
nod ska gdlla att hojden hos dess vanstra subtrad och hojden hos dess hogra subtrad far skiljamed
hogst ett. Traden a-d i figur 17 & hojdbalanserade. Trad e & ¢ hojdbalanserat darfor att rotnodens
vanstra subtrdd har hojd 1, det hdgra har hojd -1, vilket ger hojdskillnaden 2. AVL-tradet ar ett
hojdbal anserat binart soktrad.

Fibonaccitrad kallas en form av konstruerade bindra trad som representerar trad som uppfyller
definitionen pa hojbalans med minimalt antal noder for ett visst djup. | figur 18 visas de fem forsta
Fibonaccitraden.

tomt ®
trad / //\

Fo Fy F> F3 Fy

Figur 18. Fibonaccitrad.

Fibonaccitraden Fy och F; & givna, FO & det tomma tradet, F1 & trédet med en enda nod.
Fibonaccitréden definieras enlig foljande:

Fg &r det tomma trédet

F, ér trddet med en nod

F,=F,.1+e +F,> (& F,, vara véanster subtrad och F,, hoger subtréd under en ny
rotnod)

Med hjélp av Fibonaccitrad kan man visa att ett hojdbalanserat trad maximalt &r 44% djupare an
ett perfekt balanserade tréd med sammaantal noder och garanterat har logaritmisk tidskompl exitet.

24.3 AVL-trad

Ett AVL-tréd &r ett hojdbalanserat binar soktrad. Det tillhor ocksa en kategori av trad som kallas
salvbalanserande, eftersom det ingdr i inséttnings- och borttagningsoperationerna att obal anser
som uppkommer justeras. FoOr att gora balanskontrollen enkel lagrasi varje nod dess hdjd, se tradet
till vanster i figur 19.

Figur 19. AVL-trad.

Inséttning och borttagning i ett AVL-tr&d gors inledningsvis somi ett enkelt binart soktradet. Vid
insdttning gors forst en tradsokning och sedan sétts ett I6v med det nya elementet in i uppsokt
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position. | AVL-tr&det vandrar man sedan upp till roten baklénges utmed sokvégen och eventuell
obalans justeras. Vid borttagning soks noden som ska tas bort upp och sedan utfors borttagning
enligt ndgot av detre fall som beskrivits for borttagning i ett enkelt binart soktrad. DA ett véarde tas
bort kommer en nod att tas bort nagonstans. Fran och med dess féralder och pavagen upp till roten
kontrolleras balansen for varje nod och eventuell obalans justeras.

Balanskontroll i ett AVL-tréd innebar foljande, 6r varje nod pa vagen upp till rotnoden:

» Om hgjdskillnaden mellan nodens vanstra och hogra subtrad & mindre an eller lika med ett ar
noden i balans. HGjden som lagrasi noden justerastill maxvardet av subtradens hojder plus 1.

« Om hojdskillnaden &r lika med 2 &r inte noden i balans. Det atgardas genom att en sa kallad
nodrotation utfors som dterstéller balansen. Hojdernai de inblandade noderna justeras.

Vidinséttning av ett vardei ett AV L-trad kommer hogst en obalans att uppsta, vid borttagning kan
flera obalanser uppsta.

2.4.3.1 AVL-tradsrotationer

Det finnsfyra AV L-trédsrotationer, enkelrotation med vanster barn (EV), enkelrotation med hdger
barn (EH), dubbelrotation med vanster barn (DV) och dubbelrotation med hoéger barn (DH). |
figur 20 visas EV, dlt relaterat till den nod dar man upptéckt obalans.

Figur 20. Enkelrotation med vanster barn (EV) i ett AVL-trad.

Trédet till vanster i figur 20 visar ett deltrad i ett AVL-trad i balans. Noden med nyckel k, &r en
godtycklig inre nod. Nyckeln k; & mindre an k,. De symboliserade tréden A, B och C &r subtrad
med lika hdjd. De &r godtyckligt stora och kan varatomma. Nycklarnai tréd A & mindre an kj,
nycklarnai trad B &r storre &n k, och mindre &n k, och nycklarnai trdd C &r storre én ko.

| mittradet i figur 20 har en nod med ett element med nyckel mindre an k, satts in, vilket medfort
att trédet A har 6kat i djup med 1. Obalans uppstar dai nod k,, eftersom dess vanstra subtrad nu &
tva nivaer hogre ar dess hogra subtrad C. Balansen dterstalls med EV: vanster barn till obalans-
noden (k,) flyttas upp, obalansnoden (k) blir dess hdgerbarn, och subtrédet B blir vansterbarn till
den nedflyttade obalansnoden. Det hogra trédet i figur 20 visar resultatet efter rotation. Av det
framgar nycklarnaatt den ursprungligahdjdeni tradet &terstélls och darmed kan ingen mer obalans
uppsta hdgre upp i trédet. EH &r en spegelbild av EV.

Efter att galva rotationen utforts justeras hdjdernai de noder som behdver justeras. Det enda av
subtréaden A, B och C vars hojd paverkats & det subtrad dar den nya noden satts in och dess hojd
&r redan justerad d& obalansen upptécks (det var den justeringen som medférde obalansen). Ater-
stdr de tva noder som roterats, kq och ko. Forst justeras hojden i den nedroterade noden k, till
maxvardet av dess subtrads hojder plus 1. Dérefter justeras den upproterade noden k; pad samma
sétt. Det senare behover egentligen inte goras, savida inte implementeringen av enkelrotation
anvands for att implementera dubbelrotation. Ett exempel pa enkelrotation med hoger barn (EH)
visasi figur 21.
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Figur 21. Inséttning av 15 ger obalansi 6 somjusteras med EH.

| det vanstratradet i figur 21 sétts 15ini nytt 10v till hdger om 12. Dérefter ska hdjdernai noderna
pa vagen upptill roten justeras och eventuell obalans justeras. | noderna 12 och 10 uppstar ingen
obalans och endast hojderna justeras. | nod 6 har vanster subtrad héjd 0 och hoger subtrad har fatt
hojd 2, en skillnad pa 2 och alltsa obalans. Den forstadtgéarden ar att faststéllavilken typ av rotation
som ska goras. Inséttning har skett i hoger subtrad och dér till hdger om hdgerbarnet (10), vilket
innebér att EH ska utforas. Efter att gavarotationen utforts justeras forst hojden i den nedroterade
nod 6 (till 1) och sedan h6jden i den upproterade nod 10 (till 2).

Om vérdet som sattesini trédet i figur 201 stéllet hade hamnat i subtrédet B och det 6kat i hojd ser
vi att EV intefungerar. Den skuggade noden skulle sittaunder B och efter rotation skulle hojdskill-
naden mellan A och B vara 2 och noden k; skullevarai obaans. For att hanteraen obalans av detta
slag krévs sa kallad dubbelrotation, se figur 22.

Figur 22. Dubbelrotation med vanster barn (DV) i ett AVL-trad.

Tradet till vanster i figur 22 &r ett deltréd i ett AVL-trad i balans. Noden k3 & en godtycklig inre
nod, k4 ar dess vansterbarn och ky ar hogerbarn till kq; ki<k,<ks. Subtréden B och C &r lika hoga,
subtraden A och D &r lika hdga och en niva hdgre an B och C. Ett speciafall uppstar nér A och D
ar tommatrad — ko, & da den nod som sétts in (den skuggade i mittrédet).

| mittrédet i figur 22 har ett varde satts in som medfor att B dkat i djup med 1. Vi far da obalansi
noden ks, eftersom hojdskillnaden mellan subtradet med k; som rot och D blivit 2. For att atgérda
denna obalans flyttas noden k, upp och gorstill ny rot i trédet, noden k4 blir dess vansterbarn och
noden k3 dess hogerbarn, B blir hogerbarn till k, och C blir vénsterbarn till ks. Tradet till hoger i
figur 22 visar att detta dterstéller den ursprungliga hdjden och déarmed balansen i tradet som hel het.
Vi kan ocksa se att det inte har nagon betydel se om den nyinsatta noden hamnat i C.

Efter att gava dubbelrotationen utférts justeras forst hojderna i de noder som roterats ner och
sedan justeras hojden i den upproterade noden. | figur 23 visas ett konkret exempel painsattning
dér en dubbelrotation DH utfors.
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Figur 23. Inséttning av 9 ger obalansi 6 som justeras med dubbelrotation med hdger barn (DH).

En dubbelrotation kan implementeras med tva enkelrotationer. | safall utforsforst en enkelrotation
pa barnet och barnbarnet till obalansnoden. Déarefter gors en enkelrotation med det nu upproterade
barnbarnet och obalansnoden. Dettavisasi figur 24.

Figur 24. Dubbelrotation med vanster barn (DV) utférd med tva enkelrotationer (EH+EV).

2.4.4 Rod-svartatrad

Rod-svarta trad (red-black trees) ar ett populért alternativ till AVL-trdd. Liksom AVL-trad har
rod-svarta trad en logaritmiskt tidskomplexitet och ar ocksa ett form av galvjusterande trad. Ett
rod-svart tréd &r ett binart soktrad med foljande egenskaper:

1. Varjenod & fargad antingen rod eller svart.

2. Roten & altid svart.

3. Omennod & rod maste dess barn vara svarta— fleraréda noder i foljd far g forekomma.

4. Varjevég fran en nod till ett [6v, inklusive |6vet, maste innehdlla lika manga svarta noder.
Man har dessutom konventionen att ett tomt subtréd &r svart.

En fordel med rod-svarta tréd & att de vanligtvis & snabbare &n AVL-trad eftersom balansering
kan goras redan vid sokningen ner genom tradet. Genom att noderna i rod-svarta trad har en
referens (pekare) till foraldern & det mojligt att anvanda effektivaiterativa algoritmer.

Det finns tva varianter av rod-svarta tréd, bottom-up och top-down. Bottom-up avser att ett pass
ner i trédet, for att exempelvis soka upp den |6vposition dar ett nytt varde ska séttasin, forst utfors
och sedan ett pass upp i tradet for att kontrollera och justera eventuella obalanser som uppstétt.
Top-down avser att justeringen av tradet gor redan pa vagen ner i trédet och att inget pass uppat
darfor behover genomforas.

Genom att analyserarod-svartatrad kan man visaatt, om varje vag fran roten till ett tomt tréd inne-
héller s svartanoder, maste det finnas minst 2°-1 svartanoder i tradet. Vidare, eftersom roten alltid
& svart och det inte kan finnas tva roda noder i foljd utmed en vag, & hojden i ett rod-svart trad
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som mest | og(n+1). S6kning & darmed en operation med garanterat |ogaritmisk tidskomplexitet.
Hojden &r for Ovrigt typiskt densamma som hojden i ett AVL-tr&d av motsvarande storlek.

| figur 25 visas ett rod-svart trad, som har tillkommit genom inséttning av elementen 17, 87, 21,
72, 25, 58, 32, 45, 63, 75, 96, 38, 11 och 51. Svarta noder & skuggade.

Figur 25. Ett réd-svart trad.

AA-tréd &r en forenklad form av rod-svart trad, vilka ér enklare att implementera och kan vara ett
braval i vissa situationer dar man vill ha ett balanserat tréd dér borttagning ska goras.

2.4.4.1 Insattning i bottom-up r6d-svarta trad

En ny nod séttsin som ett 10v, altid rétt. Om den skulle férgas svart skulle det bryta mot egenskap
4 (seovan). Om foradern da &r svart & inséttningen klar. Om foraldern daremot &r rod bryter detta
mot egenskap 3 och da maste noder fargas om och/eller roteras.

Daforadern till en rod nod ocksa ar rod finns det flerafall att ta hansyn till, vart och ett med ett
spegelvant symmetrisk fall. Farféréldern & i detta fall altid svart, annars finns det redan fére
insdttningen tvaroda noder i f6ljd. Om foralderns syskon &r svart och den nyanoden &r ett utsides
barnbarn &terstélls egenskap 3 med en enkelrotation och lamplig omfargning. Om den nya noden
& ett insides barnbarn aterstaller en dubbelrotation och 1amplig omfargning egenskap 3. Dessatva
fall har generaliseratsi figur 26.

Figur 26. Bottom-up-splayning d& splaynodens foralders syskon &r svart.

Om féralderns syskon (s) i stéllet &r rott fungerar varken enkel - eller dubbel rotationen ovan, efter-
som béda resulterar i flera roda noder i foljd. | detta fall maste fordderns syskon och den nya
rotnoden i subtradet samtligafargas réda, vilket visas for enkelrotationsfallet i figur 27.
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Figur 27. Bottom-up-splayning da splaynodens foralders syskon &r rott.

Aveni dubbelrotationsfallet kommer roteni det roterade tradet att varardd, vilket innebér problem
om foraldranoden till subtradet ocksa ar rod. Man skulle kunna fortsétta att rotera uppét till dess
tva roda noder i foljd inte langre forekommer eller till dess roten nas och da aterstalls till svart.
Dettainnebar dock ett passtillbakaupp i trédet, precis som i AV L-trédet, vilket man vill undvika.

2.4.4.2 Insattningi top-down r6d-svarta trad

| ett top-down-splaytrad utfors fargbyten och rotationer redan pavéagen ner genom trédet pa ett satt
som garanterar att foréldranodens syskon &r svart. Detta innebar att ett rott [6v kan séttas in utan
ytterligare dtgérd eller med endast en enkel- eller dubbelrotation for att slutjustera tradet.

o e e

Figur 28. Omkastning av farger.

Om man pa vagen ner har en nod x med tva roda barn, se figur 28, fargas noden réd och barnen
svarta, dvsfargernakastas om (color flip). Antalet svartanoder pavagen mellan x och |6ven éndras
inte men om x:sfordder & rod finns nu tva réda noder i foljd. Nu visar det sig att syskonet till x:s
fordder inte kan vararott och darmed kan nagon av rotationernai figur 26 anvandas for att justera
tradet och aterstdlla egenskap 3. Antag att 42 ska séttasin i tradet i figur 29 nedan.

c. efter inséttning av 42, som en réd nod.

Figur 29. Inséttning av 42 i tradet i figur 25.

21



Nar sokningen ndr noden 45 & detta en nod med tva roda barn. Omkastning av fargen medfor att
45 blir rod, 38 och 51 svarta, se figur 29 a. Detta ger tva réda noder i foljd, 58 och 45. Notera att
syskonet till 58 & svart. Noden 45 &r en utsidesnod i forhadlande till farféraldern 72, s en enkel-
rotation utférs mellan foraddern 58 och farforéldern 72, med tillhérande omfargning av noder, se
figur 29 b. En r6d nod med 42 sétts sedan in och eftersom dessforélder &r svart & inséttningen klar.
Om forddern varit rod hade ytterligare en rotation behovts.

2.4.5 Splaytrad

Splaytrédet ar ett §alvjusterande binart soktrad med amorterad logaritmisk kostnad per operation.
Detta innebar att en enskild operation kan vara kostsam men att en sekvens av operationer
garanteras uppfor sig som om varje enskild operation i sekvensen hade uppfort sig logaritmisk.

|dén bakom splaytrad ar att ofta efterfragade element ska befinna sig néraroten och darmed haen
kortare sokvag an mindre efterfragade element. | vissa soksituationer &r vissa element mer efter-
fragade &n andra. Man brukar talaom 90/10-principen, vilket avser att i 90 procent av sbkningarna
& det endast 10 procent av elementen som efterfragas. | sddanafall kan splaytradet varaval |ampat.

For att efterfrégade element ska befinna sig nara roten utfors splayning i samband med varje sok-
ning, vilket innebar att sokt elementet flyttas (roteras) till roten. Om inte det sokta elementet finns
splayasi stallet nagot narliggande element.

Det finns flera varianter av splaytrad, bl.a. bottom-up-splaytrdd och top-down-splaytrad. |
bottom-up-fallet soks forst efterfrégat element med en vanlig tréadsokning och splayas sedan till
roten. | top-down-fallet gors splayning redan pa vagen ner och endast ett pass genom trédet
behovs.

2.4.5.1 Bottom-up-splaytrad

En sokning i ett bottom-up-splaytrad inleds med en vanlig tradsokning. Da det stkta elementet
hittats roteras noden i fréga, splaynoden, till roten genom en f6ljd av dubbelrotationer, utom da
splaynoden hamnat direkt under rotnoden, i vilket fall en avslutande enkelrotation utfors.

Tre slags rotationer kan forekommai ett bottom-up-splaytréd, zig, zig-zag respektive zig-zig, var
och eni en symmetrisk vanster- och hogervariant.

« Zig-left och zig-right & enkelrotationer som endast utfors da splaynoden & vanster- respektive
hogerbarn till rotnoden och motsvarar enkelrotation med vanster barn respektive med hoger
barni ett AVL-tréd, sefigur 20.

 Zig-left-zag-right och zig-right-zag-left & dubbelrotationer som motsvarar dubbelrotation med
vanster barn respektive dubbelrotation med htger barn i ett AV L-tréd, se figur 22.

e Zig-zig-left & en dubbelrotation som utfors da splaynoden &r vansterbarn till sin forélder och
forddern & vansterbarn till sin fordder, se figur 30. Zig-zig-right utférs da splaynoden &r
hogerbarn till sin forélder och fordldern & hogerbarn till sin fordder. Zig-zig-rotationerna
saknar motsvarighet i AVL-trédet.

A A
AAA A

Figur 30. Zig-zig-left i ett bottom-up-splaytrad.
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Inséttning i ett bottom-up-splaytrad gors pa sasmma sétt som i ett enkelt binart soktrad varefter den
nya noden med det insatta elementet, en 16vnod, splayastill roten.

Vid borttagning soks forst det varde (x) som skatas bort upp, vilket medfor splayning till roten. |
det allménnafallet har den uppsplayade noden tva subtrad, Ty, till vanster och T till hdger, se det
vanstratrédet i figur 31.

AN A% AN

Figur 31. Borttagning i bottom-up-splaytrad, efter att vardet som ska tas bort, x, sokts upp.

Efter att noden med vérdet som ska tas bort splayats till roten soks antingen inorder féregangare
eller inorder efterfoljare upp. Det senare innebér att det minsta elementet (k) i hdger subtrad soks
upp och splayastill roten av hoger subtrad, se mittradet i figur 31. Den uppsplayade noden k saknar
vansterbarn och dér kan Ty, placeras. Noden med x kan nu lankas ur och noden k gorastill ny rot-
nod, se det hogratrédet i figur 31. Om vérdet som skatas bort & det storsta vardet kommer T att
varatomt och roten Ty, kan direkt gorastill ny rot i splaytradet da x tas bort.

2.4.5.2 Top-down-splaytrad

Top-down-splayning utférs redan i samband med sokningen ner genom tradet. Trédet delasi sam-
band med dettaupp i tre deltréd, ett vanstertrad, ett mittrad och ett hogertrad, se figur 32.

&A&

Figur 32. Principen for uppdelning av ett top-down-splaytrad vid splayning.

Fran borjan ar vanster- och hogertraden tomma och mittradet utgor splaytradet. Vid sokningen
flyttas delar av mittradet successivt till sidotraden. Vanstertradet far ta emot deltrad med element
som & mindre an det sokta, hdgertradet element som &r storre.

Rotnoden i de deltrad som flyttastill vanster kommer inte att ha nagot hoger subtréad och rotnoden
i de deltrad som flyttastill htger kommer inte att ha ndgot vanster subtréd. Denna lediga position
halls reda pa och nasta deltrad som flyttas ut till den sidan kommer att placeras dar. Djupet dér
insdttning av nasta deltrad gors okar darfor med enbart en niva per utflyttning. "Hacket" i de
symboliserade hoger- och vanstertréden i figur 32 avser den egenskapen. Detta framgar lite mer i
detalj nér de olika rotationerna beskrivs nedan.

Da ett sokt elementet finns i tradet hamnar noden med detta till slut i mittradets rot. Eventuella
kvarvarande subtrad flyttas dérefter ut till motsvarande sidotrad och sedan flyttas vanstertradet till
rotnodens vanstra sida och hogertradet till dess hogra sida. Slutresultatet &r alltsa ett trad dar sokt
varde sitter i roten.

Om det sokta vardet inte finns i tradet kommer sokningen att upphora da antingen inorder fore-
gangare eller inorder efterfdljare hamnat i mittradets rot. Endast ett subtrad till rotnoden kan finnas
| dettafall (dar det sokta vardet inte kan finnas). Detta flyttas till motsvarande sidotrdd och sedan
hangs sidotraden in under rotnoden i mittradet.

Efter splayningen som beskrivs ovan dutférs den operation som foéranledde splayningen. Om det
enbart var for att tareda paom ett varde finnsi tréde &r det bara att kontrolleraom det &r detta som
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nu finnsi rotnoden. Om det géllde inséttning kan det varafel om vardet redan finnsi tradet, i annat
fall sétts en ny nod med det vardet in som ny rotnod. Vid borttagning bor vérdet finnas i roten,
annars kan det varafel, och det ska da tas bort pa nagot lampligt sétt (se figur 38). Inséttning och
borttagning beskrivs lite mer ingdende nedan men forst top-down-splaytradets rotationer.

De splayrotationer som finnsfor top-down-splaytrad har motsvarigheter i bottom-up-splaytrad och
benamns lika, dvs zg, zig-zag och zig-zig. Utférandet & annorlunda men effekten &r i princip
densamma. Sa lange en dubbelrotation kan utforas sa véljs det, enkelrotation i princip endast som
en sistarotation i en sekvens av splayrotationer. Det finns dock forenklad zig-zag som innebér att
endast en zig utfors ndr situationen egentligen motsvarar en zig-zag. Anledningen &r att detta ger
patagligt enklare implementering.

Enkelrotation zig-left utforsenligt figur 33. Forutséttningen for att denna ska utforas & att k; &r det
sokta elementet eller att det subtrad till k, dar det sokta elementet hor hemma &r tomt, A om sokt
elementet & mindre an k{, B om storre an k;.

@Aﬁ@

Figur 33. Enkelrotation zig-left.

Enkelrotation zig-left innebér att rotnoden i mittradet (k,) och dess hdgerbarn (C) flyttastill hoger
sidotrad (H) och k4 blir ny rot i mittradet. Om k; var det sokta elementet kan subtraden A och B
badainnehallanoder eller varatomma. Om k4 inte var det sokta elementet maste &minstone nagot
av subtraden A eller B varatomt, det trad dar sokt element skulle ha funnits.

Dubbelrotation zig-zag utfors om sokt vérde hér hemma i vanster eller hoger innertrad till mitt-
trédets rot. | figur 34 antas sokt element finnas i subtradet med k, som rot. En dubbelrotation
zig-left-zag-right utfors genom att roten i mittrédet (k3) och dess hogra barn D flyttas till hoger
sidotréad, vansterbarnet (k;) och dess vanstra subtrad A flyttas till vanster sidotrad. Subtradet med
ko som rot blir nytt mittrad. Noderna k; och k3 kommer altid att sakna hoger respektive vanster
subtrad och det &r till dessa positioner som nésta utflyttning gors.

(9 ©
b et bofhot
Ban A A

Figur 34. Dubbelrotation zig-left-zag-right.

Forenklad zig-zag-rotation innebar att man i en sddan situation endast utfor en enkelrotation, i en
Zig-left-zag-right-situation endast zig-left. Om situationen & den som visasfigur 34 utférsalltsden
zig-left enligt figur 33. | figur 34 flyttas ks och D till H och k4 blir ny rotnod i mittradet med k,
som hdgerbarn. Det extra varv som detta medfor i huvudslingan for splayal goritmen uppvégs av
den forenkling av koden som erhalls genom att specifik kod for zig-zag-rotationerna elimineras.
Observeraatt dettainte paverkar vad som skagoérasi nastavarv —det beror helt pamitttradets (nya)
struktur vilken slags rotation som skavéljas, om ytterligare splayning behovs.
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Figur 35. Forenklad zig-left-zag-right.

Dubbelrotation zig-zig utfors om sokt varde hor hemmai vanster eller hdger yttertrad till mittrédets
rot. | figur 36 antas sokt element finnas i subtrédet med k, som rot. Dubbelrotation zig-zig-left
utfors genom att enkelrotation utfors med rotnoden (ks)och dess vanstra barn (k) och att detta
roterade deltrad flyttas till hoger sidotréd. Subtrédet med k; som rot blir nytt mittrad. Noden k,
saknar alltid vanster subtrad och nasta subtrad som flyttas ut till htger sidotréd placeras dar.

[ 0
@Aw_@@
AWA AN

Figur 36. Dubbelrotation zig-zig-left i top-down-splaytrad.

Om insattning ska goras ska en ny nod séttas in som rot i trédet nodernai det splayade trédet ska
lankas palamplig plats, se figur 37. Om det nya elementet x & mindre &n k ska noden med k vara
hogerbarn till den nyarotnoden, se mittrédet. Om det nya elementet x &r strre an k skanoden med

k varavansterbarn till den nyarotnoden, se det hogra tradet.
x <k X >k

Figur 37. Inséttning i top-down-splaytrad, efter inledande sokning.

Om borttagning ska goras har elementet som ska tas bort splayats till rothoden. Sedan sotks det
storsta elementet i vanster subtrad (Ty/), vilket innebér att noden med det elementet (k) splayastill
roten av T,. Den noden kommer inte att ha ndgot hogerbarn och dit flyttas hdger subtréd (Ty). |
figur 38 visas hur borttagning av ett element x gors, efter att x har splayatstill roten av trédet. Alter-
nativt kan det minsta elementet i T}, véljas for att erstta x.

- )

Figur 38. Borttagning ur top-down-splaytrad, efter inledande sokning.
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Innan man soker storsta vérdet | vanster subtrad kontrolleras att subtradet inte & tomt, vilket ar
fallet om det element som skatas bort ar det minstavardet i tradet. Om vanster subtréd &r tomt blir
hdger subtrad (Ty) det nya splaytradet. Om vardet som skatas bort &r det storstai trédet blir T,, det
nya splaytradet.

2.4.6 B-trad

B-tréd & en vanlig sokstruktur for sekundarminnesiagrade data. Det finns flera varianter men
gemensamt &r att de & soktrdd av vanligtvis hég grad, eller ordning, typiskt flera hundra. |
kombination med att B-tréden & balanserade ger detta soktrad med mycket litet djup.

Ett B-trad av ordning M (grad M) &r ett trdd med f6ljande egenskaper:
» Dataposter lagrasi |6vnoderna.

« Lovnodernaligger samtliga pa samma djup och skainnehala mellan ./20(géller g rotnod, se
nedan) och L dataposter.

* Inre noder kan lagra upp till M-1 nycklar och kan ha upp till M motsvarande subtrad. Den i:te
nyckeln & den minstanyckeln i subtréd i+1 (det hdgra subtradet)

 Allainre noder, utom rotnoden, ska ha mellan tM/20och M barn.
» Rotnoden &r antingen ett |6v med 1-L dataposter eller en inre nod med mellan 2 och M barn.

Ett B-trad med just dessa egenskaper brukar betecknas B*-trad. En annan variant & B*-trad, dar
inre noder ska innehdla minst 2M/3 nycklar och [6ven minst 2L/3 element. Det som sags nedan
avser B*-tréd da det géller sddana aspekter.

De krav som stélls pa antalet barn till inre noder och antalet dataposter i [6ven innebar att noderna
maste vara minst fyllda till hélften och darmed att tradet inte kan degenereratill motsvarande ett
binart trad. Strukturen hoseninrenod i ett B-tréd av ordning M visasi figur 39. Det aktuellaantal et
barn, m, skavara™/20< m< M och antalet nyckelvarden m-1. | subtrédet till vanster om nyckel k;
finns poster med nycklar k < k; och i subtrédet till hoger finns poster med nycklar k > k;.

N 1 e I VPN

m barn
Figur 39. Inrenod i ett B-tr&d av ordning M.

Det finns ett par speciellaformer av B-tréd som kallas 2-3-tréd och 2-3-4-trad, vilket ar B-tréd med
ordning 3 respektive 4. Beteckningen 2-3 kan man associeramed att eninre nod i ett 2-3-trad kan
ha antingen 2 eller 3 barn, och beteckningen 2-3-4 ait eninre nod i ett 2-3-4-tréd kan ha 2, 3 eller
4 barn.

Véardena pa M och L véljs sa stora som mdgjligt med tanke pa att en nod ska rymmas i ett
sekundérminnesblock. Eninre nod skahaplatsfor M-1 nycklar och M adresser till andrablock Om
de aktuella nycklarna upptar 16 byte och adresserna 4 byte, gér det & 16M-16 byte for nycklarna
och 4M byte for adresserna, totalt 20M-16 byte. Om ett sekundarminnesblock rymmer 8192 byte
kan ordningen M maximalt vara 410. Om de aktuella dataposterna upptar 256 byte, ryms det
maximalt 32 poster i ett 16v.

2.4.6.1 Insattning i B-trad

Inséttning i ett B-tr&d inleds med en tradsokning, vilken leder till den I6vnod dér den datapost som
ska séttas in hor hemma. Om det finns plats i noden kan dataposten séttas in utan ytterligare
&géarder, i annat fall har ett Gverskott uppstétt. Overskott kan hanteras pa tva sétt, antingen genom
noddelning eller genom att forsoka hitta platsi en syskonnod.
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Noddelning innebér att en ny hdger syskonnod skapas. Posterna, inklusive den nya posten, fordelas
jamnt mellan de tva noderna. Detta kallas att balansera, vilket maste goras for att uppfylla
fyllnadsgradskravet pa minst [IL/200poster i en 16vnod. Den nya noden ska nu séttas in i foraldra-
noden, direkt till hdger om den delade noden. Det innebér att alla nycklar och adresser i fordldra-
noden till héger om den delade nodens position maste flyttas ett steg at hdger for att |amna plats
den nyanodens nyckel och adress. Om foraldranoden &r full gar inte detta utan antingen delas den
inre noden, ett nytt hdgersyskon skapas och hélften av nycklarna och adresserna flyttas 6ver dit,
eller sdkontrolleras om det finns platsi ett nérmaste syskon ett antal nyckel-adresspar flyttas dver
genom balansering. Om samtliga noder i sbkvagen inklusive rotnoden ar fulla och noddelning all-
tid gors, kommer delningsforfarandet att till slut medfora att rotnoden delas. Det leder till att en ny
rotnod skapas och pa detta sitt okar ett B-trad i djup. Detta forfarande gor ocksa att alla 16v
kommer att finnas pa samma djup, utan att det behtvs nagra speciella dtgarder for att uppfylla det
Kravet.

Vid forsok att hitta plats i en syskonnod inskranks detta till att endast undersoka ett nérmaste
syskon, till exempel narmast hogersyskon. Om Gverskottsnoden rakar vara det hograste syskonet i
syskonskaran, undersoks i stéllet ndrmaste vanstersyskon. Skulle aven syskonnoden var full gors
noddel ning enligt ovan. Finns det ledigt utrymmei syskonnoden fordel as elementen i de tvanoder-
na jamnt, dvs noderna balanseras. Det skulle racka att endast flytta dver en post till syskonnoden,
men genom att balansera undviks nytt verskott i den annars fortsatt fulla Overskottsnoden redan
vid nésta insattning.

Som exempel anvandsett B*-trad av ordning M=3, dvsett 2-3-tréd, och vi antar att L=4. For enkel-
hets skull lagras heltal, vilka alltsa far representera bade soknycklar och elementen for vrigt.
Normalt & stknyckeln bara ett bland dvriga varden som ett element bestar av men speciellt i och
med att det identifierar posten. Foljande element ska séttasin:

64 18 96 58 21 85 37 51 72 45 75 82 54 87 44

| figur 40 avisastradet efter att defyraforstaelementen, 64, 18, 96 och 58 sattsin. Da21 ska séttas
in uppstar 6verskott i |6vnoden och en noddel ning utfors. Noddel ning innebér att en ny |6vnod ska-
pas och att de fem elementen fordelas jamnt pa de tvdnoderna, i dettafall trei den vanstraoch tva
i den hogra. Detta medfor i sin tur att en inre nod maste skapas, med de tva |6vnoderna som barn
och med den minstanyckeln i den hégre noden som utvald soknyckel. Resultatet visasi figur 40 b.

18
58
64
96

Figur 40. Inséttning i B-trad av ordning 3 av: 64, 18, 96, 58, 21, 85, 37, 51, 72, 45.

| figur 40 c visas laget efter att ytterligare tva element, 85 och 37, satts in. Néasta varde som ska
séttasin & 51 och det ger Overskott i det vanstralovet. | dettafall skulle man kunna utnyttja att det
finnsplatsi det hograsyskonet och balansera men noddelning valjs och det resulterar i det trad som
visasi figur 40 d. Elementen 72 och 45 kan sedan séttasin utan att Gverskott uppstar, sefigur 40 e.
Néstavérde, 75, ger Overskott i det hograste |6vet. Noddel ning ger ett fjarde [6v och darmed Gver-
skott i foréldranoden, dvs rotnoden. Delning av denna ger tvainre noder med varderatvaldv och
dessutom en ny rotnod, sefigur 41 a.
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Figur 41. Inséttning i B-trad av ordning 3, forts: 75, 82, 54, 87, 44.

| figur 41 b visas |aget efter insdttning av 82, 54 och 87. Nar till Sut 44 séttsin uppstar verskott i
det vanstraste |0vet, vilket efter noddelning, balansering och inséttning i foréldern ger tradet i
figur4lc.

2.4.6.2 Borttagning ur B-trad

Vi borttagning ur ett B-tr&d soks forst det |6v upp dér posten med den aktuella nyckeln skafinnas.
Efter att posten tagits bort kontrolleras fyllnadsgraden. Om antalet dterstdende poster &r storre an
eller lika med 0_/20&r borttagningen klar, i annat fall har ett underskott uppstatt. Vid underskott
hamtas ett narmaste syskon, till exempel alltid ndrmaste hdgersyskon om sadant finns. Om under-
skottsnoden &r den hograste noden i en syskonskara hamtas i stéllet nérmaste vanstersyskon. Om
syskonet har fler an iL/20poster, |anas poster darifran. | annat fall sas de tva nodernaihop genom
att ala poster i den hogra noden flyttas till den vanstra. Den hogra noden, dess motsvarande
nyckelvarde och adress i forddranoden tas bort och de nycklar och adresser som eventuellt finns
till hdger om denna position i féraldranoden flyttas ett steg at vanster. Dettakan i sin tur ledatill
underskott i foréldranoden och da upprepas proceduren med att i forsta hand férsoka lana fran ett
nadrmaste syskon och i andra hand sammanslagning med detta syskon. Om samtliga noder i
sokvagen rakar ha precis tM/20barn, om inga lan & kan goras och rotnoden endast har 2 barn,
kommer sammanslagning att ske pa varje niva anda upp till rotnoden. Nér de tva barnen till rot-
noden slas ihop bildar den sammanslagna noden ny rotnod och den gamlatas bort. B-tradets djup
minskar.

For att visa borttagning ur ett B-trad utgar vi fran det trad som blev slutresultatet i insattnings-
exemplet ovan, sefigur 41 c. Foljande element skai tur och ordning tas bort:

72 51 64 82 85 37 44

Borttagning av 72 medfor inget annat @n att elementet tas bort ur |6vet. Borttagning av 51 ger inte
heller ndgot underskott men innebar att det minstaelementet i noden tas bort. Dess soknyckel finns
dai eninrenod uppei trédet, i dettafall i foraldranoden. Den ersétts med 54, den nu minstanyckeln
i [6vet. Borttagning av 64 innebar ocksa att det minsta elementet i ett 16v tas bort. | dettafall hittar
vi sbknyckel i rotnoden, déar den ersétts med 75. Borttagning av 82 leder till underskott. | dettafall
innehaller syskonnoden fler @n ./20element och |an kan goras. Elementen ska fordelas jamt
mellan noderna, balanseras, men i dettafall flyttas endast ett varde, 85, dver till underskottsnoden
(upp till L/4 poster kan komma att flyttas, om syskonnoden &r full). Vid 1an kommer de minsta
elementen att flyttas ver, sa soknyckeln i foraldranoden andras alltid. | detta fall ersétts 85 med
87. Efter dessa fyra borttagningar ser B-trédet ut enligt figur 42 a.
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Figur 42. Borttagning ur B-trad: 72, 51, 64, 82, 85, 37, 44.

Borttagning av 85 leder till underskott. Inget [an kan goras, eftersom det enda syskonet har exakt
[./20element. Noderna slasihop genom att 87 och 96 flyttas Gver till den vanstranoden. N&r sedan
nyckeln 87 och den tillhdrande adressen skatas bort ur féraldranoden uppstar underskott dven dar.
| dettafall gar det att |anafran syskonet, eftersom den noden har fler &n tM/20barn. Balanseringen
innebér att det hograste |6vet, det med 54 och 58, flyttas 6ver till den hogra sidan. Efter detta ser
tr&det ut somi figur 42 b.

Borttagning av 37 kan sedan goras utan underskott och inget annat paverkas heller. Efterféljande
borttagning av 44 ger daremot underskott. Inget Ian kan genomféras och I6ven i det vanstra
subtréadet slasihop. Detta ger underskott i foraldranoden och i dettafall gér det inte att 1ana, efter-
som det hogra subtradet har exakt tM/20barn. De inre noderna under rotnoden slas ihop och blir
ny rotnod. Tradet ser efter detta ut somi figur 42 c.
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3 Hashtabeller

En hashtabell & en sokstruktur dar varje nyckel avbildas paen adressi tabellen. Stkning beror da
inte pa hur manga poster som finnsi tabellen och kan darfor i princip utférasi konstant tid.

| realiteten & inte situationen vanligtvis inte sa idealisk. Hashfunktionen som avbildar nyckel-
varden pa adresser, s kallade hemadresser, kan vanligtvis inte avbilda varje nyckelvarde pa en
unik adress. Tvaeller fleranycklar kan fa samma hemadress, vilket kallas kollision. Da kollision
intréffar maste en alternativ plats hittas for den post som inte kan lagras pa sin hemadress och for
det anvands en kollisionshanteringsmetod.

Dimensionering av hashtabeller &r i allmanhet viktigt. Hashfunktioner kan krava specifika tabell-
storlekar for att fungera bra, till exempel att storleken ska vara ett primtal. For flera av de
kollisionshanteringsmetoder som behandlas nedan far inte heller tabellen bli for full. Vid en
fyllnadsgrad pa 70-80% borjar prestanda for vissa metoder att unka patagligt. For att sa kallad
kvadratisk sondering ska fungera bra gar gransen vid 50%. Detta betyder att man dels maste vélja
lamplig tabellstorlek, dels kan behdva dverdimensionera 20-30%, eller mer.

3.1 Hashfunktioner

En hashfunktion ska vara reproducerbar, snabb och ger en slumpméssig spridning av nyckel-
vardena 6ver adressrymden.

Det &r inte enkelt att finna bra hashfunktioner och speciellt inga universalfunktioner. Ett problem
ar att nyckelvardesmangden ofta & mycket stérre én adressrymden. Personnummer ger en nyckel-
vardesmangd som i princip omfattar 101° mgjliga nycklar. Om personnummer anvandes som
nyckel men inte fler an 10.000 personer behdver hanteras & det Onskvért att dimensionera
hashtabellen darefter.

Olika slags nyckelvarden kraver olika former av transformationer for att ge en god spridning av
adresserna. Ett personnummer kan lagras som en teckenstrang men det &r ocksa tankbart att lagra
det som ett heltal. Vilken av dessa representationer som anvands innebér att helt olika transforma-
tioner krévs for att ge ett braresultat.

Ofta & det intei forvag kant exakt vilka nycklar bland de ténkbara som kommer att upptréda och
oftainte heller exakt hur manga poster som kommer att behdva lagras.

Dadet gdller att spridanyckelvardenajamnt dver adressrymden, vore det idealiskt om varje nyckel
kunde transformeras till en unik adress. En funktion med den egenskapen kallas fér en perfekt
hashfunktion. Om dessutom hashfunktionen kan generera samtliga adresser, sa att hashtabellen
kan fyllas till 100%, kallas hashfunktionen for en minimal perfekt hashfunktion. Det & endast
under mycket speciellaforutsattningar som sddanaidealafunktioner kan konstrueras. Dadet géller
hashfunktioner bygger mycket pa empiriska studier och pa formagan att gora bra uppskattningar.

3.1.1 FOrbearbetning av nycklar

Innan en nyckel transformeras kan forbearbetning (preconditioning) av nyckelvardet behdvas.
Nyckelns storlek kan annars gora det svart eller omgjligt att bearbeta den direkt med aritmetiska
eller logiska operationer, vilket manga transformationer utgors av. Till exempel afanumeriska
nycklar, strangar, behdver normalt férbearbetas innan gava hashfunktionen kan appliceras.

Forbearbetning av alfanumeriskanycklar kan géras genom att inforaen heltalskod for varje tecken.
Siffertecknen 0-9 kan exempelvis kodas med heltalen 1-10, bokstaverna A-O med heltalen 11-38,
specialtecken som +, -, %, ? med heltal 39, 40, osv. De heltal som erhdlls for de tecken som ingar
i en nyckel kombineras panagot lampligt sétt. Nyckeln AB3 kan transformerastill heltalet 11124
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genom att helt enkelt byta ut tecknen i teckenstrangen till motsvarande sifferkoder. Aven andra
manipulationer av heltal skoderna ténkas for att erhdlla ett 1ampligt heltal.

Oftadnskas ett resultat som kan lagrasi ett datorord (till exempel 32 bitar) sa att datorinstruktioner
kan appliceras direkt. Sjava hashfunktionen appliceras sedan pa det erhdllnatalet.

En annan mgjlighet att forbearbeta afanumeriska nycklar &r att utnyttja numeriska koder som
anvandsi datorer for att representeratecken, till exempel ASCII-kod eller Unicode. Nyckeln AB3
kan kodas som heltalet 656651 genom att sétta samman de teckenkoderna, 65, 66 och 51.

Ibland &r det att féredra att séttaihop de bindra teckenkoderna. Om 8-bitars | SO-kod anvénds och
nyckeln Al transformeras, erhdlls 1100000111110001, eftersom tecknet A har koden 11000001
och tecknet 1 har koden 11110001.

3.1.2 Val av hashfunktion
Va av hashfunktion beror av manga saker:

« Kan hashfunktionen vélja sa att den passar de nycklar somupptrader? | en kompilator kan detta
inte goras, eftersom det & okant vilka identifierare som program kommer att innehdlla. | ett
databassystem, speciellt om det anvands under 1ang tid, kan daremot sa vara fallet.

« Ar berakningstiden for hashfunktionen kritisk? Om hashtabellen lagras pa sekundarminne &r det
mojligt att dtkomsttiderna for lasning och skrivning & salanga att en i sig kostsam metod som
minimerar antalet sekundarminnesoperationer anda kan I6nasig. | en kompilator déremot, som
lagrar symboltabeller i primarminnet, 6nskas en sa snabb metod som majligt.

« Hur langa &r nycklarna? Om berégkningstiden &r kritisk kanske inte divisionsmetoden kan
anvandas om nycklarna ar langre &n ett datorord. Om andadivision 6nskas anvandas, kan denna
kombineras med folding som forbearbetningsmetod.

« Ar adresserna binara eller decimala? En del metoder bygger pa specifika maskininstruktioner,
som forutsétter antingen binér eller decimal form.

« Kanindex i hashtabellen véljas? Lagras data pa sekundarminne kan detta inte goras, eftersom
adressernaredan & "valda’ i filsystemet. En del metoder kraver att tabellstorleken exempelvis
& en potensav 2 eller av 10, vilket stéller krav pa att vi maste kunna véljaindex.

¢ Hur ser nycklarna ut, finns det nagot ménster? Vissa hashfunktioner kan ge hog kollisions-
frekvens om det finns n&gon form av likformighet hos nycklarna. A andra sidan kan nyckel-
vardena vara sd val spridda och ha en sddan form att det inte beh6vs nagon hashfunktion alls,
nagot som kan vara fallet om nycklar kan véljas.

Det finns ett antal beprdvade nyckeltransformationer beskrivnai litteraturen och det & bland dessa
som man normalt forsoker hittaen [amplig hashfunktion. Nardetta &r gjort, galler det att bestdmma
vissa parametrar hos den val datransformationen for att anpassadentill de specifikanycklarna. Sist
I denna Oversikt tas ett antal vanliga transformationer upp.

3.1.2.1 Divisonsmetoden

En metod som ofta anvands i kurdlitteratur &r divisionsmetoden. Den bygger pa att nycklarna &
heltal eller kan forbearbetas sa att ett motsvarande heltal for varje nyckel erhdlls. Nycklarna
divideras med tabellstorleken T och den rest (mellan 0 och T-1) som uppstar anvands som adressi
hashtabellen. Om inte forsta positionen i hastabellen indexeras 0 far man addera det offset som
gdler till forsta positionen, till exempel 1.
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3.2 Kollisionshantering

Né&r en ny post som ska séttas in hamnar pa samma hemadress som en redan befintlig post har en
kollision (collision) intraffat och en alternativ plats maste hittas for den nya posten. Det finns i
princip tva alternativ, antingen soks en ledig platsinom hashtabellen upp eller sd anvands ett sepa-
rat minnesutrymme. Inom dessa tv& huvudalternativ finns olika varianter, varav négra vanliga tas
upp nedan.

Att kollisioner intréffar innebar vanligtvis ocksa att klungbildning (cluster) uppstér. | grunden
innebar klungbildning att poster klumpar ihop sig pa vissa stéllen i tabellen men en klunga kan
ocksa besta poster som ligger utspridda men ingdr i en gemensam sokvég.

Nér klungor har uppstatt har de ofta en tendens att vaxa till ytterligare. Klungor innebar ett okat
sokarbete, sa det & onskvart att forsoka eliminera eller minska risken for klungbildning. Man
brukar i detta sasmmanhang skilja mellan primér klungbildning och sekundér klungbildning.

» Primér klungbildning — om en kollision intréffar vid insattning kommer den klunga som man
hamnat i att utbkas genom den nya posten séttsin sist i klungan. Detta & en direkt konsekvens
av hur kollisionshanteringsmetoden linjar sondering fungerar, se nedan.

» Sekundar klungbildning avser klungor som bestar av poster med samma hemadress och dér
kollisionshanteringsmetoden besbker samma alternativadresser.  Kollisionshanterings-
metoderna linjar sondering och kvadratisk sondering lider bada av sekundar klungbildning.

For att eliminera eller reducera klungbildning kan man forstka angripa orsakerna till klung-
bildningen. For primér klungbildning &r strategin att under sonderingen hoppa ur den klunga som
man hamnat i, vilket & idéen bakom kollisionshanteringsmetoden kvadratisk sondering. For att
komma & sekundar klungbildning méaste kollisionshanteringsmetod, beroende pa nycklarna,
kunna variera vilka positioner som besoks i sonderingen, vilket & vad kollisionshanterings-
metoden dubbelhashning gor.

3.2.1 Linjar sondering

Linjar sondering (linear probing) innebér att linjarsokning gors fran hemadressen och framét i
tabellen. Om slutet av tabellen nas fortsétter sokningen fran borjan och kan till Sut erkommatill
hemadressen. Vid insattning skulle dettainnebara att tabellen &r full men salangt skadet aldrig ga
i realiteten. Foljande formler definierar berakningen av hemadressen h, och, om kollision uppstar,
den linjéara sonderingen. Hashtabellens storlek &r T och adresserna gar fran O till T-1:

ho = hash(nyckel) hemadressen
hj=(hg+i)modT =12 ..,T.

Till metodens férdelar hor dess enkelhet och att den ger fullstandig tabelltackning.
Till dess nackdelar hor att det finns bendgenhet till klungbildning. Hamnar mani en
klungavid insdttning kommer man inte ur klungan, utan den vaxer garanterat till pa
slutet. Kodningsmassigt kan det varaenklare att anvanda foregaende adress och 6ka
den med 1:

h=(,+L)modT i=12 ..., T.

3.2.2 Kvadratisk sondering

Kvadratisk sondering (quadratic probing) innebér att alternativa platser i tabellen soks pa ett
avstand fr&n hemadressen som ckar med kvadraten p& antalet forsok. Forsta forsoket gors en (12)
position framét i tabellen frdn hemadressen. Ar inte den platsen ledig gors det andra forsoket fyra
(22) positioner framét i tabellen fran hemadressen, tredje forsoket gors nio (3%) steg framét fran
hemadressen, osv.
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| dettafall & det inte uppenbart att tabelltdckningen & fullstdndig och man kan dessutom visa att
efter T/2 soksteg kan adresser som redan undersokts komma att aterbesokas, vilket om inte annat
innebér att sokningen blir ineffektiv. Darfor bor sonderingen avbrytas efter T/2 steg, avrundat
nedat. | praktiken ska sonderingen normalt inte behdva fortga sa langt.

Hemadressberdkning och kvadratisk sondering beskrivs av foljande formler for en tabell med stor-
lek T och med adresser fran 0 till T-1:

hg = hash(nyckel) hemadressen
hi=(hg+iY)mod T i=1,2, .., 00/20 —

Idéen &r att nar en ledig adress hittats innebar detta ocksa att vi hoppat ur klungan,
dvsinte hamnade i forsta lediga positionen efter klingan, som i fallet linjar sonde-
ring, utan en bit ifran. Kvadreringen av i i formeln ovan kan undvikas med foljande
alternativaformel:

h=(,+i)modT =12, ... /20

Dettager visserligen inte exakt samma positioner som vid kvadrering av i (avstand
1, 4,9, 16, 25,... fran hemadressen) men nagot liknande (1, 3, 6, 10, 15, ...).

3.2.3 Dubbelhashning

Dubbelhashning &r i princip linjar sondering men att det steg som anvands i sonderingen slumpas
ur den aktuellanyckeln. | linjér sondering anvands alltid steget 1. |déen med dubbel hashningen &ar
att olika nycklar ska ge olika steg och darmed att olika positioner i tabellen besdksi sonderingen.
Om en nyckel ger steget 2 kommer adresserna hyt2, hgt+4, hy+6, 0.s.v. att bestkas. Om en annan
nyckel med sammahemadress ger steget 5 kommer positionernahg+5, hyt+10, hy+15, och sdvidare
att besokas. Ibland kommer samma position att undersokas, till exempel hy+10 i dettafall, meni
princip anses sekundér klungbildning dnda vara eliminerad.

Hemadressberakning och dubbel hashning beskrivs av foljande formler for en tabell med storlek T,
som adresseras fran O till T-1:

hg = hash(nyckel) hemadressen
¢ =R- (nyckel mod R) Rér ett primtal, sddant att R< T
hj = (hg +i-c) mod T i=12, ..., T.

| formeln for ¢ ovan forutsatts nyckel vara ett heltal, vilket kan innebéra att den maste forarbetas.
Om den hashfunktion som anvands & divisionsmetoden med inbyggd férbearbetning kan den
anvandasmedi safall Ri stéllet for T som divisor. Sonderingssteget c kommer daatt hamnamellan
1 och R. For att erhdlla maximal spridning av sonderingssteget ¢, véljs R som det storsta primtalet
som &r strangt mindre an tabellstorleken T. Aveni dettafall kan en alternativ formel som undviker
multiplikationen anvandas.

hj=(h_+c)mod T =12, ...



3.2.4 Separat lankning
Ett sétt att hantera kolliderade poster &r att varje tabellingang far varaen

lankad lista. Poster med samma hemadress laggs in i en lankad lista, — |+ /]
vilken kommer att utgora en klunga pa den adressen.
|déen med separat |ankning (separate chaining) &r att &ven om sokning i

de lankade listorna & en linjar operation kommer listorna att vara korta
och sokningen tillrackligt effektiv.

Fyllnadsgraden 100% inte & en dvre grans for en hashtabell med separat
lankning, utan snarare en lamplig fyllnadsgrad. En l&gre fyllnadsgrad
forbéttrar inte patagligt prestanda och en, inom rimliga granser, hogre
fyllnadsgrad &r acceptabel och kan innebéra att utrymme sparas, jamfort
med om man maste Gverdimensionera tabellen.

:

3.3 Omhashning

Omhashning (rehashing) innebar att en tabell uttkas om fyllnadsgraden 6verskrider en viss niva,
till exempel 70%. En ny, storretabell skapas och allaposter i den gamlatabellen flyttas dver. Over-
flyttningen gors med en ny hashfunktion som &r anpassad till den nyatabellens storlek, darav nam-
net omhashning. Om divisionsmetoden anvands & omhashningen enkel, eftersom den anvander
just tabellstorleken som divisor. Den nya tabellens storlek kan till exempel bestdmmas genom att
dubblera den gamlatabellens storlek och sedan vélja det primtal som & ndrmast storre.

3.4 Linjarhashning

Utmaérkande for linjarhashning (linear hashing) & att hashtabellens storlek tkas och minskas
dynamiskt och att flera hashfunktioner anvands samtidigt. | samband med att tabellens storlek for-
andras anpassas hashfunktionernasa att helatabellen alltid adresseras. Linjar hashning utformades
ursprungligen for externa hashtabeller men har senare modifierats och visat sig anvandbar for &ven
interna tabeller.

Hashtabellen organiserasi hinkar (buckets), vilka kan havariabel eller fix storlek. Initiat finnsM
hinkar i den tomma tabellen och de numreraso, 1, ..., M-1,dar M = 2.

Olikakriterier kan anvandas for att bestamma da storleken hos hashtabellen ska 6kas eller minskas,
till exempel fyllnadsgraden. Okning av antalet hinkar sker da ett bestamt troskel varde for fyllnads-
graden dverskridsi samband med inséttning, minskning sker da ett annat troskelvarde for fyllnads-
graden underskrids efter att en post har tagits bort.

Om hashtabellen har fix hinkstorlek kan hinkdelning initieras dven vid Gverskott, det vill saga da
en ny post hamnar i en hink som redan &r full. Hinkdelning sker i en bestamd ordning darfor & det
vanligtvisinte den hink dér ett dverskottet uppstar som delas.

Utodkning av en hashtabell sker genom delning av hinkar enligt ett forutbestamt schema. | det enkla
fallet delas en hink i taget, i lite mer komplicerade strategier delas flera hinkar da tabellen véxer.
Nedan beskrivs endast tillvaxt med en hink i taget.

Hinkdelning kan goras enligt foljande schema for en tabell med initial storlek M hinkar:

» Forst delas hink nummer 0 och posternai hink O fordelas med en annan hashfunktion mellan
hink 0 och den nya hinken, som far nummer M.

» Nasta gang delas hink nummer 1 och de poster som finns i den fordelas mellan hink 1 och en
ny hink M+1.
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» Delningen fortskrider i hinkordning till dess hink M-1 delats och givit upphov till hink 2M-1.
Déarmed har samtliga ursprungliga hinkar delats och tabellens storleken har fordubblatstill 2M.

Vid fortsatt hinkdelning bérjar man om med hink 0 och delar sedan successivt hinkarnai ordning
till dess hink 2M-1 delats och tabellens storlek Okat till 4M hinkar. Da borjar man ater om
hinkdel ningsproceduren med hink O, osv.

Efter borttagning kontrolleras om fyllnadsgraden underskrider ett bestéamt troskelvarde. Om sa &
fallet minskas tabellens storlek genom att tva hinkar slds ihop. Om hink i var den senaste delade
hinken kommer den och den motsvarande hink som skapades vid delningen att slas ihop.

Danya hinkar laggs till maste sokproceduren modifieras. | sokproceduren anvands darfor en foljd
av hashfunktioner, hashy, hashy, hash,, ..., sddana att

hashi(k) = k mod (2'M) i =0, 1, 2...

Dessa hashfunktioner motsvarar tabellstorlekarnaM, 2M, 4M och savidare, for vaxandei. Initialt
innehaller hashtabellen M hinkar och da anvénds enbart funktionen hashy. D& hink 0 delats och en
ny hink M lagts till pa slutet av tabellen kan den nya hinken inte adresseras av hashy men vé av
hash;. Funktionen hash, adresserar en tabell som innehdller 2M hinkar, vilket &nnu inte &r falet,
och hash, fér dérfér endast anvandas pa nycklar som forst placerasi hink 0 av hashg. Funktionen
hashy géller fortfarande fOr poster som finns i de odelade hinkarna, liksom for nya poster med
nycklar som placeras i en odelad hink av hashy. For varje delad hink galer alltsd, for val av
hashfunktion, foljande princip:

1. omingen hink har delats, sok i den hink som hashg anger
2. om hinkar har delats, och hashg ger adressen for en odelad hink, sok i den hinken
3. iannat fall, sok i den hink som hash; anger.

D& samtliga M hinkar i den ursprungliga tabellen har delats innehaller tabellen 2M hinkar, O till
2M-1, och samtliga poster har fordelats med funktionen hash,. Det innebar att hashg inte langre ar
av intresse. DA tabellen behdver uttkas ytterligare startar hinkdel ningsproceduren om fran hink 0
och fortsatter upp till hink 2M-1. For odelade hinkar anvénds funktionen hash, och hash, anvands
for delade hinkar. Da samtliga dessa 2M hinkar ocksa har delats har hashtabellen utokats till 4M
hinkar, numrerade O till 4M-1, och samtliga poster har férdelats med funktionen hash,. Delnings-
proceduren startar om fran hink 0, denna gang med 4M hinkar och med hashfunktionerna hash,
och efter delning hashs.

Sokproceduren kan beskrivas med foljande algoritm, dar k & soknyckeln, n anger antalet delade
hinkar och m den hink som k ska sokasi.

m = hash;(K)

omn>0 ochm<n (m<n innebar att m & en delad hink)
m= hash,1(K)

SOk nyckeln ki hink nummer m.

| figur 43 visas fyra situationer for en linjar hashtabell. Langst till vanster visas en tom hashtabell
med initialt M=2 hinkar. Hinkstorleken forutsétts vara variabel och i varje hink lagras posternai
en lankad lista. Ovrigatre delfigurer visar hur nycklar lagras och hinkar delas for indatasekvensen
7,2,9,5, 8, 4, 3. Hinkdelning har gjorts da fyllnadsgraden 6verskridit 2 poster per hink i genom-
snitt.
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Figur 43. Linj&rhashningstabell med M=2.

3.5 Oversikt av hashfunktioner

3.5.1 Sifferurvalsmetoden, sifferanalysmetoden

Sifferurval kan anvandas for sadana nycklar som utgors av sifferstrangar, till exempel person-
nummer. Idén &r att valjaut ett antal siffror ur nyckeln, vilkatillsammans far utgoraen adress. Hur
manga siffror som véljs beror pa adressrymden och siffrorna véljs med tanke pa spridningen av
adresserna. Om populationen &r kand i forvag kan en sifferanalys géras for att hitta de siffror som
ger den basta spridningen. Sifferurvalsmetoden kallas ocksa sifferanalysmetoden.

Antag att hdgst 10.000 personer ska kunna lagrasi en hashtabell med adresserna 0-9999 och att
personnummer anvands som nyckel. En enkel transformation vore att valjade fyraforstasiffrorna
| personnumret. Ett uppenbart problem att det inte kan ge alla adresser i hashtabellen, utan endast
1200 av de 10.000, namligen 1-12, 101-112, ..., 9901-9912. Detta ger att en dalig spridning och
hog kollisionsfrekvens redan vid 1&g fyllnadsgrad.

Ett béttre val av siffror vore att vélja de tva forsta, som varierar mellan 0-99, den fjarde, som
varierar mellan 0-9, och den gjétte, som varierar mellan 0-9. Detta kommer att kunna ge samtliga
adresser 0-9999. Om en analys gors upptacker man dock att spridningen inte blir likformig. Detta
beror paatt siffrorna 1 och 2 forekommer mer frekvent i manadsnumrens sista siffraoch att siffran
1 forekommer nagot mer frekvent i dagnumrens sista siffra.

Man maste ocksa tanka pa & hur de verkligt férekommande personnumren kan forvantas vara
fordelade. Det kan ju vara s att materialet endast utgor ett speciellt urval av befolkningen.

Ytterligare en sak att tanka pa & mojligheten att det kan finnas beroenden mellan siffror. Det kan
vara sa att vissa sifferkombinationer & vanligare an andra, vilket kan stora férdelningen.
Korrelationsanalys mellan olika siffror & darfor lampligt att utfora.

3.5.2 Divisionsmetoden

En av de mer effektiva nyckeltransformationsmetoderna ér division. Nyckelvérdet divideras, efter
eventuell forbearbetning for att erhdlla ett heltalsvarde, med tabellstorleken och resten vid
divisionen far utgtra adressen.

Danycklar transformeras med divisionsmetoden bibehalstill viss del regelbundenheter som finns
I nyckelmangden. Nérliggande nyckelvarden kommer att ge nérliggande adresser. Om man
dividerar med till exempel 31 kommer nycklarna 993, 994 och 1000 att ge adresserna 1, 2 respek-
tive 8, liksom aven nycklarna 838, 839 respektive 845. Denna egenskap & negativ och kan
medfra klungbildning pa vissa adresser.
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Tabellstorleken bor valjas med omsorg, till exempel ett stort primtal, vilket gor det osannolikt att
olikanycklar har dettatal som gemensam faktor. | praktiken har det visat sig fungerabramed udda
divisorer utan gemensamma faktorer mindre an 20. Jamna divisorer ska undvikas eftersom de
systematiskt transformerar udda och jamna nycklar till udda respektive jamna adresser.

3.5.3 Mittkvadratmetoden

| mittkvadratmetoden multiplicerasnyckeln med sig §av, kvadreras, och darefter valjsett |ampligt
antal siffror eller, om pabinar niva, bitar ur resultatets mitt.

Nyckeln 123456 kvadrerad ger 15241383963 och de tre mittersta siffrorna, 138, kan exempelvis
vdljas som adress. Varfor det ar viktigt att valja vardet mitt i resultatet, ser man av foljande:

123456
x 123456
740736
617280
493824
370368
246912
+ 123456
15241383963

Antag att de tre siffrornalangst till hoger, 963, valjs som adress. Om man studerar hur detta vérde
uppkommit ser man att det skett genom multiplikationer som endast berdr de tre langst till hdger
stédende siffrornai nyckel. Alla nycklar som slutar pa 456 kommer att transformeras till adressen
963, vilket & ndgot som bor undvikas. For detre mitterstasiffrornadaremot géller att detillkommit
med helanyckelvardet inblandat. En éandring av nagon siffrai nyckeln ger med stor sannolikhet en
annan adress. Det finns fler metoder som bygger pa multiplikation.

3.5.4 Folding-metoder

| foldingmetoderna (vika, l&gga ihop) delas nyckelvardet forst upp i ett antal delar, vilka var och
en har samma langd som den 6nskade adressen, med undantag fér ena eller bada dnddelarna om
nyckellangden inte & jamnt delbar med den 6nskade adresslangden. Adressen erhdlls genom att
adderas delarna, eventuellt spill som uppstér vid addition av de mest signifikanta siffrorna
ignoreras. Addition kan erséttas med exklusivt-eller-operationer om berdkningar gors binért.

Om en fyrsiffrig adress ska berdknas ur nyckeln 4869273510, kan detta gbras genom att dela upp
nyckelni tre delar, 486, 9273 och 510, och addera dessa:

486
9273
+ 510
11269

Ettan till vanster i resultatet ignoreras, vilket ger adressen 269. Detta sétt att addera delarna brukar
kallas fold-shift-metoden. En variant &r att tasiffrornai forstaoch sistadelen i omvéand ordning vid
additionen, vilket kallas fold-boundary” -metoden:

684
9273
+ 015
9972

Folding gor det majlighet att transformeralanganyckelvarden till kortare adresser och dar samtliga
siffror i nyckeln kommer att inga i berakningen. Ofta anvands folding i kombination med andra
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metoder. Folding anvands da forst for att erhdlla ett varde som exempelvis ryms i ett maskinord,
och sedan appliceras ytterligare nagon hashfunktion for att erhalla den énskade adressen.

3.5.5 Langdber oendemetoder

| 1angdberoendemetoden ingar nyckelvardets |angd som en faktor i berakningen, tillsammans med
nyckelvardet. Detta kan vara speciellt intressant ndr nycklarnas langd inte & fix. Langd-
beroendemetoder anvands till exempel for nycklar som utgors av strangar med variabel 1angd.

En enkel berékning som visat goda resultat innebér att adderateckenkodernafor det forsta och det
Sista tecknet i en strdng med véardet for strangens langd skiftad vanster fyra bindra steg (det kan
goras genom att multiplicera med 16). Strangen "PASCAL" ger med denna berékning adressen
252 (80 + 76 + 16 * 6).

L &ngdberoendemetoder kan anvandas for forbearbetning av nycklar, till exempel kan divisions-
metoden appliceras pa det heltalsvarde som en langdberoendemetod ger.

3.5.6 Slumpmetoden

En mojlighet att generera adresser & att anvanda en slumptal sgenerator, det vill sdga en funktion
som genererar pseudoslumptal utifran ett initialvarde, ett sa kallat fro (seed). For ett givet fro
kommer slumptalsgeneratorn alltid att ge sammafoljd av slumptal.

Om nyckelvarden efter 1amplig forbearbetning far utgora fron, levererar slumptal sfunktionen en
hemadress for varje nyckel. Olikanycklar kan ge ssmmaforstasiumptal, sikollisioner kan uppsta
| sddanafall anropas slumptal sfunktionen igen, men nu utan fro for att ge en ny adress. Skulle &ven
dennapositioni hashtabellen vara upptagen anropas slumptal sfunktionen igen, och sdvidare. | och
med att slumptal sfunktionen ger samma slumptal sfoljd for ett givet fro, kommer altid en viss post
att kunna aterfinnas.

3.5.7 Radixmetoden

Radixmetoden bygger pa att nyckelvarden transformerar genom att arbeta med olika radix. Antag
att nycklar bestér av strangar av oktalasiffror. Radix ar alltsd 8. Siffrornai stréngen betraktas dock
som om de hade en annan bas, sig 11. Onskas en decimal adress omvandiastalet i bas 11 till bas
10. Detta kommer att "réraom” bland bitarna/siffrorna och sedan kan, pa samma sétt som i mitt-
kvadratmetoden (se ovan), ett lampligt antal siffror i resultatets mitt valjas som adress.

3.5.8 Perfekta hashfunktioner

Perfekta hashfunktioner kan endast erhdllas under speciella omstandigheter. Ett villkor &r att alla
nyckelvarden som kan upptrada ar kanda paforhand. | kompilatorer kan man tankasig anvandaen
sadan hashtabell for att avgoraom eninlést strang &r ett reserverat ord eller inte. Det inlasta strang-
en transformeras och innehdllet i hashtabellen pa den erhallna adressen jamfors med den inlasta
strangen.

Ett problem &r att berékningsarbetet for att erhallahashfunktionen kan bli sa stort att det i praktiken
ar omojligt att gora detta, aven om det endast behdver goras en gang for en viss tillampning.
Berakningsarbetet vaxer exponentiellt med antalet nycklar och kan bli oacceptabelt stort redan nér
antalet nyckelvarden 6verstiger nagra hundratal.

Ett exempel pa en perfekt hashfunktion for de reserverade orden i Modula-2 ar:

hash(w) = length + g(w[1]) + g(w[length]) + a

1. Sebesta och Taylor, Journal of Pascal, Ada & Modula-2, mars/april 1986.
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dar w ér ett ord, length &r ordets langd och a anger det alfabetiska ordningstalet (dar bokstaven A
har ordningstalet 0) for den nast sista bokstaven i ordet. Funktionen g (som kan vara mycket
kostsam att tafram) associerar ett heltal med varje bokstav enligt foljande:

tecken

amMmoQ® >

g

18
16
3
-3
-11
4

tecken

I R

N

g

14
15

tecken

cH4unQTQ

g

OO WEFRLNEFEN

tecken ¢

'V 22
"W -2
Ly B
Y 14
Vo _

For det reserverade ordet mobuLE erhalls siledes adress 7 i tabellen enligt foljande:

hash("MODULE") = 6 + (M) + g(E') + 11=7

Den fullstandiga hashtabellen for Modula-2 ar:

[ O]
[1]
[2]
[ 3]
[ 4]
[ 5]
[ 6]
[7]
[ 8]
[ 9]
[ 10]
[11]
[12]
[13]
[14]

ELSE
EXIT
END
VWH LE
THEN
REPEAT
ELSI F
MODULE
TYPE
DO

SET

PO NTER
EXPORT
NOT
CASE

[ 15]
[ 16]
[17]
[ 18]
[19]
[ 20]
[21]
[ 22]
[ 23]
[ 24]
[ 25]
[ 26]
[ 27]
[ 28]
[ 29]

MOD
PRCCEDURE

DEFI NI TI ON

RETURN
RECORD
FOR

I'N

OR
FROM
VAR
BEG N
CONST
OF

TO

I F
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[ 30]
[31]
[32]
[ 33]
[ 34]
[ 35]
[ 36]
[37]
[ 38]
[39]

DV

AND

QUALI FI ED

BY

LOOP

W TH

UNTI L

ARRAY

| MPORT

| MPLEMENTATI ON



4 Prioritetskd och heap

En prioritetsko ger dtkomst till data pa ett ordnat men begransat sétt. | en prioritetsko rangordnas
data och endast det minsta (aternativt storsta) vardet & atkomligt. For att komma & nastavardei
ordning maste det minsta vardet forst tas bort. Nar ett varde laggs till i en prioritetsko ordnas det
ini efter rang och kan sedan inte kommas & forran det hamnat forst i kon.

| en prioritetsko kan det finnas flera element med sammarang och da géller ingen absolut ordning
mellan sadanavéarden. Det innebér att varden med likarang inte behéver kommaut ur prioritetskon
I samma inbordes ordning som de sattes in.

Prioritetskder kan implementeras pa olika sétt. Logiskt sett &r en prioritetsk6 en rangordnad lista
och en mgjlighet &r att anvanda ett en faltliknande struktur. En fullsténdig rangordning krévs dock
intei en prioritetsko, utan det récker att komma at det minstavardet medan 6vrigavarden kan vara
forhallandevis " 16st” ordnade. En datastruktur som har denna egenskap ar heap, se nedan.

De tre grundl&ggande operationerna pa en prioritetsko &r att séttain ett nytt varde i rangordning

(insert), att visa det minsta vardet i prioritetskon utan att det tas bort (find-min) och att ta bort det

minsta vardet utan att returnera det (delete-min). For dvrigt det finnas en operation for att under-

soka om en prioritetsko & tom (empty), kanske aven for att tareda pa hur manga varden som finns

I en prioritetsko (length), samt for att tdmma en prioritetsko (clear).

4.1 Heap

En heap &r en tradstruktur dar data & ordnade enligt heapordning. Ett sétt att definieraen heap &r:
Enmin-heap &r ett trad varsvarden finnsi stigande ordning utmed varje vag fran rotentill [Gven.

Mellan syskon och subtréd finns daremot ingen ordning. Ett alternativt sétt att definieraen heap ar:
En min-heap &r ett trad dar roten innehdller det minsta vardet och vars subtréd & min-heapar.

Analoga definitioner kan goras for heapar dar vardena & lagrade i sjunkande ordning fran rot till
|6v, max-heapar. | figur 44 illustreras min-heapordning med ett symboliserat trad, dar r stér for
rang.

Figur 44. Min-heap.

| figur 45 visastvaexempel pamin-heapar, till vansater en min-heap med grad 3, till hoger en min-
heap med grad 2.

Figur 45. Exempel pa min-heapar.
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En heap kallas en komplett heap om trédet som lagrar heapens varden & ett komplett tréd. En
komplett heap kan med fordel lagrasi ett falt.

4.1.1 Binar heap

En bindr heap &r ett heapordnat, komplett binart trad. Att tradet & komplett innebér att en binar
heap kan lagrasi ett félt, se figur 46 a. Detta kallas implicit representation for ett trad.

[1]2]4]2]s][7]|s][o]8[6]5] | [1]2]4]2]s]7]s][9]8[6]5] |

a) bindr heap b) en tom nod har sattsin sist
Figur 46. Binar min-heap.

4.1.1.1 Ingittningi bindr min-heap

Nér ett varde ska séttasin i en bindr heap, insert, laggs forst en ny tom nod till i trédet, ett hal. Det
enda stéllet en ny nod kan séttasin i en heap & nastalediga position i féltet, annars blir trédet inte
komplett. Se figur 46 b ovan.

[1]2] J2]s[4]s]o]8]6]|5][7] ] [1]2]3]2]s]4]s[o]8[6]5[7] ]

a) hadlet har vandrat upp sa att 3 kan séttasin b) 3 har sattsin
Figur 47. Inséttning i bindr min-heap.

Salange véardet i foraldranoden ar storre an vardet som ska séttas in, flyttas véardet i foradranoden
ner till hdlet och halet vandrar upp en niva Dettaupprepastill dess, antingen vardet i foradranoden
till halet & mindre an eller lika med vérdet som ska séttas in, eller att hdlet har vandrat anda upp
till roten. Det nyavéardet séttsin halet. Se figur 47. Man kan se detta som om det nya véardet direkt
sattesin i det nyal6vet och att sedan vardet vandrar uppét i heapen genom att successivt byta plats
med vardet i forddranoden till dess heapordning erhdls, vilket skulle fungera men vara mindre
effektivt. Att |&taett hal, eller ett varde, vandra uppat i en heap pa detta sétt kallas pa engel ska for
per colate-up, walk-up eller sift-up.

En analys av insert ger att inséttning av n varden har tidskomplexiteten O(nllbgn). Ett nytt varde
kan direkt séttas in som ett nytt sista |6v, dvsi konstant tid, O(1). Eftersom tradet & komplett, &r
vaglangden upp till roten garanterat dogng vilket innebér att percolate-up har tidskomplexiteten
O(logn).

| speciellafall kan ett alternativt sétt att séttain i en binar heap anvandas. Om allavéarden som ska
séttas in i en heap finns tillgangliga kan vérdena forst placeras i heapen, utan tanke pa heap-
ordningen, genom att séitta in dem uppifrén-och-ner, bredden-forst. Den operationen kallas toss.
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Dérefter ordnas vardenai heapen med en operation som kallasfix-heap eller build-heap.| figur 48
nedan visas hur foljande 10 véarden sdttsin i en min-heap med toss och sedan ordnas med fix-heap.

3 8 5 10 4 2 9 6 1 7

Forst placeras de 10 vardena (n=10) i heapen med toss, se figur 48 a.

(3 (3®

(8) (5) (8) (2)
W @ @ O ORNOERONNO
® OO IO
[3]8]5]10[4]2]0]6[1]7] [3]8]21[4]5]9[6[10[7]
a) heapen fylld med varden (toss) b) tre subtrdd heapordnade

(3 &

(1) (2) (3) (2)
OBNOENONNO OBNOBRONNO
OITIO OITIO
[3[1]2]6[4]5]9[8[10[7] [1]3]2]6[4]5]o[8[10]7]
C) rotens vanstra subtrad heapordnat d) hela heapen ordnad

Figur 48. Generering av min-heap med toss och fix-heap.

Med borjan i sista icke-16vet vandrar man sedan nod for nod, nivavis fran hoger till vanster, upp
till roten. Eftersom heapen & lagrad i ett falt & detta enkelt:

» Sstaicke-lovet hittasi faltet i position n/2, d.v.s. i dettafall position 5 (dér vérdet 4 finns).
 Att vandranod for nod till roten innebér att successivt stega ner positionen till 1.

For varje nod pa véagen till roten heapordnas det subtrdd som noden &r rotnod i och till slut heap-
ordnas hela heapen. For att heapordna ett subtrad gors percolate-down (walk-down, sift-down) pa
subtradets rotvarde till dess heapordning erhdlls.

Arbetet med att ordnaheapeni figur 48 ainledsi noden med vardet 4. | dettafall finnsbaraett barn
och dess varde (7) &r storre én 4, sa detta subtrad & redan en min-heap.

Nésta subtrad att behandla & det som har 10 i roten. Har finns tva barn och bade & mindre an 10
(6 och1). Véardeti det hograsubtradet (1) & minst och far bytaplats med 10 (per colate-down utfors
pa 10). Den nod som 10 flyttas ner i har inga barn och darmed &r detta subtrad ordnat.

Dérefter stér subtradet med 5 i roten pa tur. Det finns tva barn men det & baravardet i det vanstra
subtradet (2) som & mindre an 5 och kan byta plats med 5.Nu ser heapen ut som i figur 48b.

Det subtrad som ska heapordnas harnast & det som har sin rot i noden med véardet 8, se figur 48b.
Det finnstva barn och i detta fall & det subtréd som redan heapordnats i tidigare steg. Bada sub-
traden har ett véarde i sin rot som & mindre 8n 8 (1 resp. 4). Véardet i det vanstra subtradet (1) ar
minst och det f&r byta plats med 8. Den nod som 8 hamnar i efter bytet & i dettafall inget 16v, och
proceduren upprepas for detta subtrad. Det finns tva barn med vardena 6 resp. 10, 6 & minst och
mindre &n 8, sa 6 och 8 byter plats. Nu hamnar 8. ett |6v och subtrédet & heapordnat, se figur 48c.

Vi har nu kommit till heapensrot (3). Den har tvabarn och bada har vardeni sin rot som & mindre
an 3 (1 och 2) men vérdet i det vanstra subtradet (1) & minst och far byta plats med 3. Efter detta



byte ser heapen ut somi figur 48d. Vardenai de bada subtraden till den nod som 3 hamnadei &r i
dettafal storre an 3 (6 resp. 4) och inget byte ska goras. Hela heapen &r nu ordnad.

Aveni dettafall far ett hdl vandraner da percolate-down utfors, i stéllet for att successivt bytaplats
patvavéarden. Det varde som finnsi roten av det subtrad som behandlas tas forst ut ur tradet och
det hal som dauppstéar i noden far vandrar ner i subtréadet till dessvardet kan séttasini heapordning.

Fordelen med att utféra toss och fix-heap i stéllet for insert & att heapen kan genereras pa ett
effektivare sétt. En analys visar att toss och fix-heap kan gorasi linjar tid, dvs O(n). Toss innebar
att stegaigenom féaltet fran borjan och placerain de n vardena, vilket uppenbart & O(n). Vardena
ska sedan heapordnas enligt beskrivningen ovan, vilket inte lika uppenbart & O(n).

4.1.1.2 Borttagning ur binér min-heap

Borttagning ur en binér min-heap innebér att vardet i roten skatas bort, delete-min. Ett hal uppstar
dai roten och om det finns barn ska det med |&agst rang eller nagot av barnen om de har likarang,
flyttas upp till roten. Detta upprepas for det subtrad dit hdlet flyttas. Samtidigt maste man tanka pa
att heapens storlek ska minskas med ett och att den nod som ska tas bort & det sista |0vet, annars
kommer inte heapen vara komplett efter borttagningen.

Efter att vardet i roten tagits bort flyttar man darfor upp vardet i sistaldvet (x) till halet i roten och

sedan upprepas foljande.

« Om det finnstvabarn byter x och barnet med |&gst rang plats, om detta har |agre rang &n x. Har
bada barnen samma rang och l&gre rang an x byter ndgot av barnen plats med x.

» Om det barafinns ett barn och det har |&gre rang ar &n x, byter x och barnet plats.

« Om noden med x inte har nagra barn, har x hamnat i ett 16v.

| praktikenkan man vanta med att flytta vérdet i sista |6vet till dess man hittat ratt plats for det i
ovrigaheapen. | stéllet far hdleti roten vandranedét i heapen till dessvéardet i sistalovet kan flyttas
till hdlet med bibehdlen heapordning och forst darefter tas noden som utgor sista [6vet bort. |
figur 49 visas delete-min med utgangspunkt fran den heap som visasi figur 47 b.

(O
(2) (3)
OENOBNOENO
OJOI0IOI0
| [2]3]2]s[4[s[o]s]6|s|7] | | | [2]2[3] [s[a]s]o|s]e[s[7[ [ | |
a) véardet i roten &r borttaget, ett hdl har uppstatt b) halet har vandrat ner s 7 kan séttasiin
(2) (2)

(2) (3) (2) (3)
OENOBNOENO OENOBEOENO
OJOIOION® ©®®®

[2[2]3]7]|5]4[s[o[8]6]s] [ | [ | [2]2[3[7[s][a]s]o]86[s] [ [ ||
C) vardet i sistalovet har flyttatstill halet d) sistaldvet borttaget

Figur 49. Borttagning ur binar min-heap (delete-min).



5 Sortering

Sortering & vanligt i samband med lagring, bearbetning och presentation av data. Det finns manga
olika sorteringsmetoder och de kan kategoriseras pa olika sétt.

Interna metoder sorterar i arbetsminnet och det & vanligtvis fraga om att sortera data som &r
lagradei falt. Varje elementeni ett falt kan direkt kommas at viaett index och det ger storamdjlig-
heter att konstruera sorteringsmetoder pa olika sétt. Externa metoder sorterar data som ar lagrade
pa sekundarminnesfiler. Filerna lases sekventiellt och mojligheterna att variera konstruktionen av
externa sorteringsmetoder & begransad och det &r i princip sa kallad samsorteringsteknik som
externa metoder bygger pa.

| jamforande metoder jamforstvaeller fleraelement i taget. Antingen flyttas ett eller fleraelement
till en annan sekvens dér de placerasi ordning eller sa far elementen byta plats sa att de kommai
inbordes ordning. | distributiva metoder undersoks varje enskilt element for sig. och placeras med
utgangspunkt fran nagot kriterium i en av flera mojliga utdatasekvenser. Distributiva metoder har
begransningar men kan vara mycket snabba.

Sorteringsmetoder bygger vanligtvis pa ndgon av de grundlaggande teknikerna urval (selection),
Insattning (insertion), utbyte (exchange), samsortering (merge) och distribution.

En stabil sorteringsmetod bibehdller inbordes ordning pa lika element, element med lika
sorteringsnycklar, vilket kan vara viktigt da det &r fraga om att sortera annat &n enkla element och
att sorterai olika avseenden vid olikartillfalen.

En naturlig metod |&gger ner ett arbete som stér i proportion till initialordningen hosindata, ju mer
ordnade indata desto mindre arbete.

En enkel metod bygger panagon enkel, réttfram metod for att ordna data. Sddana metoder & enkla
att implementera men ofta inte sa effektiva. Avancerade metoder innebér att man anvander mer
komplicerade algoritmer, som & svarare att implementera men normalt betydligt effektivare,
speciellt for storre datamangder.

| vissa metoder byter element plats med varandra, vilket motsvarar tre forflyttningar. | vissa
metoder flyttas element fran en sekvenstill en annan. N&r man analyserar metoder berdknar man
typiskt antal byten/jamforelser och antal forflyttningar som behdvs for att ordna data.

Avancerade metoder har typiskt tidskomplexiteten O(nllbgn), vilket ocksa & en undre grans for
jamférande metoder, medan enkla metoder typiskt har tidskomplexiteten O(nz). Distributiva
metoder kan i speciell fall ha tidskomplexiteten O(n). For sma datamangder kan enkla metoder
vara mer effektiva an avancerade pa grund av att de senare har en hogre kostnad per delmoment,
per pass. Avancerade metoder |0nar sig vanligtvis genom att farre pass behdver utforas, till exem-
pel ett, sett till datamangdens storlek, logaritmiskt i stallet for linjart antal ganger.

Né&r man analyserar sorteringsmetoder brukar man studeratre fall avseende ordningen hos indata,
ordnade, omvant ordande och slumpmassigt ordnade. Dessa representerar vanligtvis ocksa basta
fallet, varsta fallet och allména fallet for metoderna. Vilket som géller for en specifik metod kan
variera, till exempel kan ordnade indata vara vérstafallet for en viss metod.

En inversion &r ett tva godtyckliga element som &r inbordes oordnade. Antalet inversioner &r ett
métt pa graden av oordning i indata. Sekvensen [5, 3, 6, 1, 4, 2] har 10 inversioner, (5, 3), (5, 1),
54,5 2,3 1,3, 2,(61),(6,4), (6,2 och (4, 2).

| ménga enklainternametoder delas datamangden upp i tvadelar. | den enafinns de d&nnu oordnade
elementen, kéllsekvens. | den andra delen finns element som antingen & slutgiltigt sorterade eller
sorterade inbdrdes men annu inte slutgiltigt, destinationssekvens.
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Mangainternametoder behtver inte mer minne an antal et element som ska sorteras, plus en hjap-
variabel for att kunna byta plats pa element. Det finns dock metoder som kréaver dubbelt eller tre
ganger sa mycket minne som det finns element.

N&r man ska valja metod far man ta hénsyn till exempelvis antalet element som ska sorteras, om
det kan forvantas en viss ordning i indata, om sorteringen maste vara stabil, etc.

5.1 Interna sorteringsmetoder

De metoder som vanligtvis anvands for att sorteradatainternt ar jamforande metoder. Det finns ett
stort antal sddana metoder som bygger pa olika tekniker dér det kan finnas bade enkla och
avancerade variationer pa en viss teknik. Aven distributiva metoder kan dock komma ifréga. De
element som ska sorteras lagras vanligtvisi falt.

5.1.1 Bubblesort

Bubblesort & en enkel utbytesmetod. Den bygger paatt n-1 pass utfors pade n elementen i ett falt.
Element pa direkt intilliggande positioner jamférs parvis och far byta plats om de inte ligger i
ordning. Under det forsta passet kommer det minsta elementet att flyttas, ”bubbla’, till sin sut-
giltiga plats och behover sedan inte behandlas mer. | det andra passet kommer det ndst minsta
elementet att hamna pa sin plats. Efter n-1 pass ar de n elementen i faltet sorterade.

| figur 50 visas tva exempel pad hur bubblesort arbetar. Den forsta raden visar elementens
initialordning och vilka byten som sker i forstapasset. Den andraraden visar ordningen efter forsta
passet och vilka byten som gorsi det andra passet, osv. | det vanstra exemplet krévs samtligan-1
pass innan alla element kommit pa plats. Det storsta elementet, 11, flyttas bara en position i taget
mot sin slutgiltiga plats. | det hogra exemplet & samtliga element & pa plats redan efter fem pass
och aterstaende fem pass genomfors utan att nagra byten sker, enbart jamforel ser.

PN VNNV ) VRN PN NN NN
l11]4[8[2]10[7]1]3]|6]9]5] [3|4]|8]|2]10]7|1]11]6]9]5]
VAV SV JaVaVaNll VNI 2N
[1|11]4|8]2]10[7[3]5]6]09] |1]3]4[8]2]10]7|5]11]6] 9]

N SV AN ANNE N
[1]2]11]4]8[3]10[7]5]6]9] [1]2]|3]|4]|8]|5]10]7]6]11] 9]
AN NI VAN AN
[1]2]|3]11]4]8]5[10[7]6] 9] [1]2]|3]|4]|5]|8]|6]10] 7] 9]11]

AN AN
|1]2[3]4]11]5]8]6]10/7]9] |1]2[3]4]5]6]8]7]10]9]11]
2N 2N AN
[1]2]|3]4]|5]11]6|8]7]10] 9] [1]2]|3]|4]|5]|6]|7]8]9]10]11]
~
[1]2]3]4]5]6]11] 7[8]9]10] De sistafem passen sker utan byten.

—~
[1]2]|3]4]5]6]7[11]8]9]10]

—~
[1]2]|3]4]5]6]7]8]11] 9]10]

~
[1]2]|3]4]5]6]7]8]9]11]10]

[1]2]|3]4]5]6]7]8]9]10]11]

Figur 50. Tv& exempel pa hur Bubblesort arbetar.
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En analys av Bubblesort ger att samtliga n-1 pass alltid genomférs. | det i:te passet utfors n-i
jamforelser, i béasta fall inga byten, i véarsta fall n-i byten. Detta ger en tidskomplexitet som &r
O(n?), Bubblesort & en kvadratisk metod. Ett varstafall & om dataligger i helt omvand ordning,
vilket innebér att det i varje pass kommer att utféras maximalt antalet byten.

Man skulle kunna upptécka om ett pass har genomforts utan byten och avbryta. Det skulle reducera
antalet pass och darmed antalet jamforelser men daremot inte antalet byten. Man skulle ocksa
kunna noteravar sistabytet i ett pass gjordes och flytta gransen for den fardigsorterade delen med
dit direkt. Det skulle reducera antalet jamforelser i ett pass men inte paverka antalet byten.

5.1.2 Shakersort

Som framgér av exemplet i figur 50 finns en asymmetri i Bubblesort. Ett litet element ”bubblar”
direkt till sin dutgiltiga plats, medan ett stort element bara flyttas ett steg per pass. Genom att kdra
varannat pass i motsatt riktning skulle man kunna étgérda den asymmetrin. Denna variant kallas
Shakersort. | Shakersort brukar man ocksa noterar var det sista bytet i ett pass gors och flytta
gransen mellan fardigsorterade och osorterade element dit direkt.

PNV VNV VN y VAR
[11/4|8|2]10/ 7] 1]3]6]9]5]

NNV NNV NN
[1]11]4|8| 210/ 7]3]5]6]09]

PV S
[1]4]|8|2]10/7]3]5]6]9]11]

A NNV VA
[1]2]4|8]|3]|10]7]5]6]9]11]

PN PN
[1]2]4]|3|8|7]|5]6]9]10]11]

A
[1]2]|3]4]|5]|7]6]|8]9]10]11]

|1]2[3]4]5]6]|7]8]9]10[11]

[1]2]|3]4]|5]|6]|7]8]9]10]11]

Figur 51. Shakersort.

5.1.3 Sdectionsort

Selectionsort &r en enkel urvalsmetod och representerar det kanske mest intuitiva séttet att sortera.
| selectionsort utférs n-1 pass om antal element som ska sorterasér n. | det forsta passet genomsoks
helaféltet och positionen for det minstaelementet sparas. Det minstaelementet far sedan bytaplats
med det element som |3g forst. Destinationssekvensen utgors nu av detta minsta element. | det
andra passet soks det nast minsta elementet i dterstoden av faltet och placeras nast forst i faltet
genom att det far byta plats med det element som |3g dar, osv. | figur 52 visas hur detta successivt
gar till for de n-1 passen.

En tilltalande egenskap hos selectionsort r att det i varje pass bara gors ett byte, dvs antalet byten
totalt & O(n). Antalet jamforelser i det i:te passet & daremot alltid maximalan-i. Med avseende pa
jamforelser ar selectionsort en O(nz)-metod och Kklassificeras darmed som en kvadratisk metod.
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[12]4|8]2]10[7[1)3]6]9]5]
[1]4]|8[2)10[7]11[3]6]9]5]
[1]2]|8]4]10[7]11{3)6]9]5]
[1]2|3[4)10[7]11[8]6]9]5]
[1]2]3]4]10[7]11]8]6]9][5)
[1]2]3]4]5]7]11]8[6) 9]10]
[1]2]3]4]5]6]11]8{7) 9]10]
[1]2]3]4]5]6]7(8]11] 9]10]
[1]2|3]4]5]6]7]8]11[9)10]
[1]2]3]4[5]6]7]8]9][11{19)
[1]2|3]4]5]6]7]8]9]10[11]

Figur 52. Selectionsort.

5.1.4 Insertionsort

Insertionsort & en enkel insattningsmetod. N&r sorteringen borjar utgor det forsta elementet
destinationssekvens och 6vriga kallsekvens. Sedan utfors n-1 pass, dér i varje pass det forsta
elementet i k&llsekvensen ordnas in bland elementen i destinationssekvensen. Destinations-
sekvensen &r altsdi dettafall inte slutgiltigt ordnad, som i bubblesort och selectionsort.

[12/4|8|2|10[7][1]3]6]9]5]

l4]11]8|2]10[7]1]3]|6]9]5]

l4|811]2|10[7][1]3]6]9]5]

[2|4]|8|11]10[7][1]3]6]9]5]

2] 4]8|10[21]7]1]3]|6]9]5]

[2|4]|7]|8]1011]1[3]6]9]5]

[1]2]4]|7]|8]10[11[3]6]9]5]

1]2[3]4]7]8]10]12]6]|9]5]
[1]2]|3]4]|6]7]8]10[11] 9] 5]
[1]2]|3]4]|6]7]8]9]10[11] 5]

[1]2]|3]4]|5]6]|7]8]9]10]11]

Figur 53. Insertionsort.

En variation painsertionsort &r linjar insattning. Man flyttar férst elementet som skaordnasin till
en hjélpvariabel. Sedan gor man en linjarsokning i destinationssekvensen fran hoger och varje
element som & stOrre an det som ska séttas in flyttas en position at hoger. Man flyttar alltsd ett
"ha” till den position dar elementet som ska ordnasin skafinnas”halet”.

| det i:te passet i linjar insattning gérs mellan 1 och i stycken jamforelser. Att flytta elementet som
ska séttas in till hjdpvariabeln och sedan till "hdlet” innebér tva forflyttningar. Om elementet
ifrégadr storre &n eller likamed det sistai destinationssekvensen, dvs det skainte flyttas, gorsinga
fler forflyttningar. |1 annat fall gors mellan 1 och i forflyttningar av "halet” in i destinations-



sekvensen. Den forvantade sokvégen ar halva destinationssekvensen, dvs det forvantade antal et
jamforelser och forflyttningar i det i:te passet vid linjér inséttning & O(n). Antalet pass a O(n) och
linjar inséttning foljaktligen en O(n?)-metod.

Eftersom destinationssekvensen & ordnad kan man anvanda binarsokning for att hittaden plats dar
nasta element skaplacerasin. Dennavariant av insertionsort kallas binar insattning. Dettainnebéar
att sokningen i destinationssekvensen forbéttras till O(%logn), i stéllet for O(n). Antalet forflytt-
ningar péverkas inte, s3 &ven binar inséttning & en O(n?)-metod. Man kan notera att for ordnade
eller nastan ordnade indata &r linjér insattning ett béttre val béttre an binar inséttning.

5.1.5 Shellsort

Shellsort har fatt sitt namn efter sin upphovsman, Donald Shell. Det & en avancerad insittnings-
metod som bygger paidén att det borde vara effektivare att flytta element 6ver lange avstand an
ett for att elementen snabbare ska kommatill sin slutliga position.

Shellsort har subkvadratisk tidskomplexitet. Den finnsi ett antal varianter som & mer eller mindre
svaraeller rent av omgjliga att analyseraformellt. Empiriskt beter sig vanligtvis Shellsort som om
den har en tidskomplexitet som & O(nlogn) eller O(n%?).

Implementeringen av Shellsort omfattar bara ett par rader kod mer an insertionsort. Shellsort ar
dessutom iterativ, till skillnad fran manga andra avancerade metoder, vilka & rekursiva.

| Shellsort kommer ett antal pass att genomforas. | varje sddant pass delas elementen upp i del-
sekvenser vars element finns pa ett visst inbordes avstand, gap. | forsta passet anvands ett stort gap
och for varje efterfoljande pass minskas gapet successivt for att i sista passet alltid varal. Valet av
gap ar vasentligt och det &r dettaval som skiljer deolikavarianternaav Shellsort at. Ett annat namn
pa Shellsort pa engelska & diminishing gap sort.

| varje pass utfors insattningssortering pa varje del sekvens. Principen & densamma som for enkel
Inséttningssortering (gap 1). Elementen i kallsekvensen ordnasi tur och ordning in i destinations-
sekvensen men det sker alltsd pa ett avstand som &r lika med gapet for passet i fraga.

| den ursprungliga varianten av Shellsort véljs det forsta gapet som n/2. Sedan minskas gapet
successivt i de efterfoljande passen, genom att gapet for foregdende pass halveras. Detta brukar
kallas Shells gapsekvens.

| figur 54 har vi 11 element som ska sorteras. Med Shells variant blir forsta gapet 5, det efter-
foljande 2 och sist 1. Det innebar att det blir tre pass men i figuren visas endast de tva forsta, det
sista passet & en vanlig Insertionsort.

Figur 54a visar de fem delsekvenser som uppstar for gapet 5. Figur 54b visar hur den forsta
del sekvensen av dessa successivt sorteras med insertionsort. Tre element ger tva pass, dar forst 7
ordnas med 11 och sedan 5 med 7 och 11. De 6vriga fyra delsekvenserna omfattar endast tva
element vardera och det medf6r endast ett pass i insdttningen, vilket visasi figur 54c. Resultatet
efter att de fem delsekvenserna for gapet 5 sorterats inbdrdes visasi figur 54d.

| figur 54e visas de tva del sekvenser som uppstar for gapet 2. Den forstainnehaller 6 element och
det ger de fem insattningspass som visas i figur 54f. Den andra delsekvensen innehdler fem
element och for dessa genomfors de fyra inséttningspass som visasi figur 54g (elementen rakade
ligga i ordning, sa inget forandrades). Resultatet efter andra huvudpasset for gapet 2 visas i
figur 54h. Efter dettagenomfdrs ett tredje och sista huvudpass med gapet 1, men det & ju en vanlig
Insertionsort sa det visar vi € hér.
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[11]4]8]2]10 7[1]3]6]9]5] [s5]1|3]2|9|7]|4]8]6[10]11]
1214|8210/ 7] 1]3]6]9]5] [5]1]3]|2]9]|7[4]8]6]10[a1]
[11]4[8[2]10]7]1]|3]6]9]5] €) uppdelning med gap 2.

1148 210[ 7] 1]3]6]9]5]

[3]1]|5]2|9[7]|4]8]6[10]11]

1148 2]10] 7] 1]3]6]9]5]

[3]1]|5]2|9|7]|4]8]6[10]11]

d) uppdelning med gap 5. |3|1|4|2|5|7|9|8|6|10|11|

|7]4]8]2]10]11]1]3]6]9]5] [3]1]4]2]|5[7]|6]8]9]10]11]
|5]4]8]2]10 7[1]3]6]9]11] [3]1]4]2]|5[7]|6]8]9]10]11]
b) sortering av forsta del sekvensen. f) sortering av forsta del sekvensen.

[5]1]8]2]10]7]4]3]6]9]11] [3|1]4]|2]5]|7[6]8]9]10]a1]
[5]1]3]2]10]7]4]8]6]9]11] [3|1]4]|2]5]|7[6]8]9]10[a1]
[5]1]3]210]7]4]8]6]9]11] [3|1]4]|2]5]|7[6]8]9]10[1]
|5]1][3][2]9]7]4]8]6]1011] [3]1]4]2]5]7]6]8[9]1011]
¢) sortering av 6vriga delsekvenser. 0) sortering av andra del sekvensen.

[5]1]3[2]9]7[4]8]6][10]11] [3]1]4[2]|5]7[6]8]9[10]11]

d) resultat efter forsta passet. h) resultat efter andra passet.

Figur 54. Shellsort med gapen n {1, 2, 5}. Ssta passet med gap 1 visas  (vanlig insertionsort).

For att Shellsort ska fungera val & det vasentligt att gapsekvensen gor att elementen fran olika
delsekvenser i ett pass blandas sa mycket som mojligt i delsekvensernai efterfoljande pass, for att
minimerajamforelse av element som redan har jamforts.

Man kan visa att i varsta fall kan Shellsort vara O(n?). Detta intréffar for Shells gap om antalet
element som ska sorteras ar en jamn multipel av tva, alla stora element finns pa jamnaindex och
ala sma element finns pa uddaindex. | det allména fallet kan man visa att om antalet element &r
en multipel av 2 &r tidskomplexiteten O(n3/2), vilket & en avsevard férbattring jamfort med
Insertionsort.

En mindre modifiering av gapsekvensen kan forhindra det kvadratiska beteendet. Om gapet efter
division med 2 blir ett jamnt varde, adderas 1 for att gora det udda. Man kan da visa att tids-
komplexiteten i varstafallet & O(n*2). Det allmanafalet & okant men vid experiment tycks det
varaO(n®4.

En annan modifiering &r att dividera foregaende gap med 2,2 i stéllet for 2. Det finns ingen
teoretisk grund for detta men det fungerar véal i praktiken. Tidskomplexiteten férefaller hamna
under O(n>4), eventuel It O(n"/6). I dettafall maste man se upp med &r att gapet 1 inte missas. Detta
kallas for Gonnets increment, efter upphovsmannen.

Andra valkanda gapsekvenser for Shellsort & Hibbards {1, 3, 7..., 2%-1}, Knuths {1, 4, 13,...,
(3{-1){(2} och Sedgewicks {1, 5, 19, 41, 109,...}, dar varje term & pa formen 9.4%-9.2+1 eller
4%-3.2°+1.
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5.1.6 Heapsort

Heapsort & en avancerad intern metod som utnyttjar en prioritetskd. Genom att placera elementen
som ska ordnas i en bindr min-heap och sedan utféra delete-min n ganger erhdlls elementen i
stigande ordning. Detta skulle kréva dubbelt sa mycket minne som antalet element om heapen ar
en separat struktur men det kan undvikas.

Genom att heapstorleken minskar varje gang ett element tas ut och det fristallda utrymmet alltid ar
sist i heapen kan man sortera pa plats. | detta fall anvands en max-heap. Elementet som skatas ut
far byta plats med elementet i sistalovet, heapstorleken minskas med ett och heapordningen éter-
stélls. Detta upprepas till dess heapen har minskatsi storlek till ett. | figur 55 visas delar av detta
forlopp.

@ @

(4) (8) (10) (8)
29 W @O O & (9 @O O
3® O ® B@®®E
1148|210/ 7|1]3]6]9]5] [11]10/8|6|9|7[1]3]2]4]5]

a b
19 (9

(9) (8) (6) (8)
& G @O O 4 & O O
@O @ OO
[10/o|8|6|5|7|1]3]2]4]a] lo|e6|8|4|5|7|1]3]2][10]a1]

c d
(&) ©

(6) Q. (2) (3)
4 G @ O @ & © @
OJOXTXE (8 (© W
l8|6|7|4|5|2|1]3]9]10]11] [1]2]|3]4]|5]|6]|7]8]9]10[11]

e f

Figur 55. Heapsort.

Figur 55a visar de osorterade elementen efter att de placerats i heapen, dels hur vi ser pa heapen
logiskt, som ett tréd, dels hur elementen lagras fysiskt, i ett falt. | figur 55b visas |aget efter att
heapen ordnats som en max-heap. Figur 55c-e visar tre successiva pass, dar i respektive pass
rotelementet och elementet i sistaldvet byter plats (11 och 5i figur 55b), heapens storlek minskas
med ett (noden/elementet skuggas) och till slut hur heapordningen aterstélls (i figur 55¢ har
elementet 5 flyttats ner till position 5, varvid elementet 10 och 9 flyttas upp). Figur 55f visar 18get
efter ytterligare sex pass, da heapstorleken har reducerats till ett och sorteringen darmed &r klar.
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5.1.7 Mergesort

Mergesort & en intern sorteringsmetod som bygger pa samsortering, en teknik som normalt
anvands for extern sortering. Mergesort tillhdr en kategori av metoder som betecknas som
sbndra-och-héarska-metoder, for vilka man kan visa att de har en tidskomplexitet som ar O(nllbgn).
Atminstone teoretiskt tillhér ddrmed Mergesort de snabbare metoderna.

| figur 56 visas principen for samsortering av tva redan sorterade sekvenser, med fyra element
vardera. | kallsekvensernamarkerar pilarna positionen for det forstaav de dterstéende elementen i
respektive sekvens. | utdatasekvensen markerar pilen den position dér nasta element ska placeras.

2[4]7]8] |A||||||||
2[4]7]8] [1][3]5]6] |1|A| HEEEE
|1|2|A| HEEE
2[4]7]8] [1][3]5]6] [f2fs] [ [ [ ]|
|1|2|3|4|4| [ 1]
2][4]7]8] [1]3]5]6] [1]2]3]afs] | | |
2[4]7]8] A |1|2|3|4|5|6|‘| |
A A |1|2|3|4|5|6|7|8|A

Figur 56. Samsortering av tva sorterade falt.

Den forsta raden i figur 56 visar utgangslaget. De forsta elementen i de tva kallsekvenserna ska
jamforas och det minsta flyttastill destinationssekvensen. Den andraraden visar |18get efter att det
forsta elementet, 1, har flyttats till utdataféltet.

Sedan visas, ner till nast sista raden, hur ett element i taget flyttas fran nagon av kallsekvenserna
till destinationssekvensen. Den nast sista raden visar |&get efter att elementet 6 har flyttats till
destinationssekvensen och den hogra kallsekvensen darmed har tomts. De tva terstdende elemen-
ten i den véanstra kallsekvensen, 7 och 8, kan nu flyttas till destinationssekvensen utan att nagra
jamforelser gors.

| figur 57 visas principen for Mergesort. Dataméangden halveras rekursivt till dess endast ett
element dterstdr i varje delsekvens. Darefter samsorteras del sekvenserna parvis, enligt den princip
som visatsi figur 56 ovan, till dess destinationssekvensen utgors av alla element.

Djupet i delningsforfarandet bestams av hur manga ganger som n kan delas med 2 och fortfarande
varastorre an eller likamed 1, dvs ?logn. P& varje delningsniva méste varje element samsorterasi
sitt delfalt, vilket innebar O(n) jamforelser och O(n) forflyttningar. Mergesort & altsa en
O(nllbgn)-metod.

En nackdel med Mergesort &r att sorteringen inte kan utforas " pa plats’, utan det kravs dubbelt sa
mycket minne som det finns element som ska sorteras. Detta minne kan skapas da sorteringen
inleds och aterlamnas da sorteringen ar klar, se figur 58 nedan. En fordel med Mergesort &r att den
ar enkelt och naturligt kan goras stabil. Det &r vanligt att Mergesort anvands i programbibliotek
som bibliotekens stabila sorteringsal goritm, under exempelvis namn som " stable_sort”.
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[11/4|8|2]10[7][1]3]6]9]5]
[

S6ndra

Harska

2] 4] 8]10]11] [1]3]s]6]7]9]

I
[1]2]|3]4|5]6]7]8]9]10[11]

Figur 57. Principen for Mergesort.

| figur 58 visas nagra steg da de tva sista delsekvensernaii figur 57 ovan samsorteras. temp &r ett
hjalpfat, r & index till nastalediga position i destinationssekvensen, h & index for nésta e ement
I den hogra kallsekvensen, t & index for nasta element i temp, den vanstra kall sekvensen.

2 rfo] [ [ [ T[T [1]s[s]6[7]9] n[5]
temp:  [24fsfron] [ [ [ [ [ ] t[o]
0 i (4] [a]2]s[4] [ [ [s[e[7[e] h[7]
tempr [ | [sfwolu] [ [ [ [ [ ] t[2]
9 i [o]  [1]2[3]4]s5]6]7[8]9] [ | h [z
temp: | | | fawofar] | [ [ [ ] ¢
, @ [EEEGEEEEEE - @
emp: [ T[T TTTTT] t[s

Figur 58. Fyra steg i samsortering av tva sorterade del sekvenser.

| figur 51avisas situationen efter att den vanstrakallsekvensens element har flyttatstill temp. Figur
51b visar |aget efter att fyraelement har samsorterats. | figur 51c har nio element samsorterats och
den hogra kallsekvensens element har tagit slut. Figur 51d visar slutresultatet, efter att de terstd-
ende elementen i temp flyttatstill destinationssekvensen.
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5.1.8 Quicksort

Quicksort & en avancerad utbytesmetod. Den bygger paidén att, eftersom sortering gér ut pa att
flyttavarje element till sin slutliga position, vore ett steg i rétt riktning att flytta ett element, X, till
sin slutliga position. Ett sétt att hitta slutpositionen for x vore att flytta om elementen, sa att alla
element som & mindre an x ska hittas till vanster om x och alla elementet som &r storre én x ska
hittas till hdger om x. Né&r det &r gjort kan forfarandet upprepas rekursivt pa elementen till vanster
respektive till hdger om x, till dess endast ett eller inget element kvarstar i varje del. Det element
som bestammer uppdelningen, x, kallas i fortsattningen for pivot och de delar som uppstar for
partitioner.

Quicksort & en sondra-och-hérska-metod. Den delar successivt delar upp elementen i partitioner
som sedan behandlas var for sig. Till skillnad fran Mergesort utfors forflyttningarna i samband
med uppdel ningen, sa nér uppdel ningen &r klar & ocksasorteringen klar. En annan skillnad jamfort
med Mergesort & att delning inte gors exakt i mitten, utan det beror pa pivot. | varsta fall kan
delningsdjupet blir linjart och inte som 6nskat |ogaritmiskt. Dettaintréffar om pivot i varje delning
skulle rdka véjas som det mista eller stérsta elementet. Tidskomplexiteten for Quicksort blir i sa
fall O(n?). | allmanhet & dock Quicksort en O(n@logn)-metod och en mycket snabb sédan.

Quicksort kan varieras pa flera sétt. Gemensamt &r att tvaindex anvands for att stegaigenom och
dela upp elementen i en partition. Ett index stegas fran vanster till hoger och ett stegas fran hoger
till vanster. Nér indexen mots &r uppdel ningen klar, positionen for pivot bestdmd och darmed ocksa
uppdelningen infor nésta steg.

Valet av pivot ar vasentligt. Ett majlighet ar att valjadet forsta elementet i den aktuella partitionen.
Om data redan & ordnade eller har en forhdlandevis hog grad av ordning kan dock detta val
innebara att uppdelningen urartar eller blir patagligt skev. Ett béttre val skulle vara att valja mitt-
elementet, for att eliminerarisken att drabbas av ett degenererat beteende. For varje deterministisk
delningsteknik finns dock alltid ett degenererat fall. Det optimala valet av pivot vore medianen
men da maste elementen forst sorteras. En mer rimlig 16sning &r att vélja det forsta, det mittersta
och det sista elementet i partitionen, berékna medianen av dessa tre och anvanda som pivot. Hur
man &n gor ska pivot vara ett element somingdr i partitionen.

| figur figur 59 visas ett exempel pa sortering med en enkel variant av Quicksort. Pivot véljsi detta
fall som det forsta elementet i den aktuella partitionen och far vara kvar bland 6vriga element da
uppdelningen gors. Delfigur, a-d, i figur 59 visar de fyra forsta passen, vilket leder fram till att
rekursionen bottnar for forstagangen, i den vanstraste partitionen. Algoritmen for partitioneringen
ar foljande.

1. det forstaelementet i partitionen véljs som pivot

2. v sattstill det forstaelementet i partitionen och h till det sista elementet

3. salangev & mindre an h och pivot & mindre an elementet i h, ska h stegas ner.
4

. omv & mindre &n h ska elementen i h och v byta plats, v ska stegas upp med 1, fortsétt sedan
med punkt 5, annars & uppdelningen klar och pivot paplats (i v)

5. salangev & mindre &n h och elementet i v & mindre an pivot ska v stegas upp.

6. omv & mindre an h ska elementen i h och v byta plats, h ska stegas ner med 1, fortsétt sedan
med punkt 1, annars & uppdelningen klar och pivot paplats (i h)

Ovanstéende upprepas sa lange det finns fler partitioner att behandla med fler &n ett element.



(i 4]s]2]10[7]1]3]6[9]5] (3)4]1]2]8[7]10[8]6]9 1]

v Ah vk Ah
|5|4|8]2]10[7][1]3]6]9[11) [2|4|1[3)5]7]10[8]6]9]11]
) Ah vh  knh
|5|4|8]2]10[7][1]3]6]9[1y) [2[3]1]4]5] 710/ 8]6]9[11]
vAdh v
a) forsta passet [2]1[3]4]5]7]10[8]6] 0]
Vv
(5)4|8|2]10[7][1]3]6]9]a1] ¢) tredje passet
vA Ah
|3[4]8]2]10/7]1{5}6]9[11] (2Y1[3]4]5] 7[10] 8] 6] 0|
v Ah vh Ah
|3[4[5)2]10/7]1]8[6]9[11] [1[2)8] 48] 7[w0] 860 [i]
v An vhin
|3]4]1]2]10[7[5)8]6]9]11] d) fjarde passet
7 Ah
[3]4]1]2(5)7]10[8]6]9]11]
vAdh
b) andra passet

Figur 59. Quicksort.

| figur 59avisas det forsta passet i tre delfigurer. Efter det forsta passet har alltsa allaelement utom
pivot hamnar i den vanstra partitionen, den hogra blev tom och vi fick ett degenererat fall. |
figur 59b visas hur den vanstra partitionen fran figur 59a delas upp. Elementet 5 blir pivot i detta
fall och efter fyraerhdls en vansterpartition med fyra element, {3, 4, 1, 2}, och en hdgerpartition
med 5 element, {7, 10, 8, 6, 9}. | figur 59c behandlas vansterpartitionen fran figur 59 b, vilket ger
en vansterpartition med 2 element, {2, 1}, och en hogerpartition med endast ett element, {4}. |
figur 59d visas behandlingen av den vanstra partitionen fran figur 59c. Véansterpartition innehaller
bara ett element, vilket kommer att avbryta rekursionen for denna del i nésta steg. Annu obehand-
lade partitioner till vanster i den andra uppdelningen (5 som pivot) & antingen tomma eller inne-
haller endast ett element. Darmed & denna del klar och elementen ordnade, {1, 2, 3, 4}. Samma
procedur ska nu utféras pa den hogra partitionen i den andra delningen, dvsfoér {7, 10, 8, 6, 9}.

| en del partitioneringstekniker flyttas pivot ut ur partitionen (géms), sedan delas 6vriga element
upp och dutligen flyttas pivot intill sin réttaplats. Pivot flyttas exempelvislangst ut till héger i den
aktuella partitionen genom att byta plats med det elementet. Delfigur a-c i figur 60 visar de tre
forstapassen i en sadan Quicksort. Algoritmen for partitioneringen &r foljande:

1. véj mittelementet som pivot

2. byt plats med det hograste elementet, v séttstill det forsta elementet i partitionen och h till det
nast sista

salange v & mindre an h och elementet i v & mindre &n pivot stegas v upp

salange v & storre @n h och elementet i h ar storre an pivot stegas h ner

omvV < h skaelementeni v och h byta plats och proceduren upprepas fran punkt 3, annars &

S L

partitioneringen klar, pivot och elementet i v ska byta plats
Ovanstéende upprepas sa lange det finns fler partitioner att behandla med fler &n ett element.
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| figur 60avisasi forsta delfiguren att mittelementet, 7, valjs som pivot. | nasta delfigur har pivot
bytt plats med elementet 1angst till htger och indexen v och h har givits sina startpositioner. Tredje
delfiguren visar vilka positioner v och h anger efter att bade v och h har stegats forsta gangen, 11
skabytaplats med 6. | fjarde delfiguren har 11 och 6 bytt plats och v och h har stegatstill nésta par
som ska bytaplats, 8 och 3. Femte delfiguren visar 18get efter att 8 och 3 har bytt plats och indexen
stegats. | gétte delfiguren har 10 och 1 bytt plats och indexen stegats. | och med det & uppdel ning-
en klar och pivot byter plats med elementet i position v.

l11]4[8[2]10(7)1|3]|6]9]5] l6|4(3)2]1]5]7]8][11]9]10]
[11]4]8]2]10[5]1]3]6]9[7) l6|4|5]2]1(3)7]8][11]9]10]
v Ah v Ah
[11/4|8|2]10/5]1]3]6]9(7) l6|4|5]2]1{3)7]8][11]9]10]
vA Ah V‘ ‘h
[6]4]8]2]10]5]1]3]11] 9[7) [1]4]5]2]e6[38)7]8]11] 9]10]
v Ah v Ah
l6|4|3|2]10/5]1]8]11]9(7) [1]2]5]4]e6[3)7]8]11] 9]10]
vk An Y
[6]4]3][2]1]5]10]8]11] 9[7) [1]2]8]|4]6|5]7]8][11]9]10]
\

[6]4]3]2]1]5]7]8]11] 9]10] b) andra pesset

a) forsta passet (1)2]8]4]6]5]7]8]11]9]10]

[2[1)3]4]|6|5]7]8][11] 9]10]
vhih

[1]2]8]4]|6|5]7]8][11]9]10]

¢) tredje passet
Figur 60. Quicksort med undangdémd pivot.

Ett lite mer avancerat sétt att bestdmmapivot r att vajamedianen av det forsta, mitterstaoch sista
elementet i partitionen. Genom att ordna dessa tre element inbordes i faltet, far man medianen i
mitten och de andra elementen hamnar i den halva de ska vara aven efter uppdelningen och de
behover altsdinteingai savauppdelningen. Pivot goms undan genom att byta plats med elemen-
tet nast langst till hdger i partitionen. Detta kallas medianen-av-tre-uppdelning.

Dessutom visas i detta exempel att rekursionen inte alltid kors i botten, utan avbryts da en viss
minimistorlek pa partitionerna uppnas, sa kallad cutoff. Partitionerna slutsorteras med nagon enkel
metod, till exempel Insertionsort: Detta utnyttjar forhallandet att enkla metoder & effektivare an
avancerade for sma dataméngder. Empiriska forsok har visat att cutoff upp till 20 element ger bra
resultat. Anvander man medianen-av -tre-uppdelning &r det minsta meningsfulla antalet element i
en partition fyra, sa cutoff likamed tre &r i det fallet det minsta téankbara.

Algoritmen for partitioneringen & i grunden densamma som foregaende men med tillagg for
cutoff-hantering och medianen-av-tre-berdkning av pivot:

1. om antalet element & mindre an eller lika med cutoff ska partitionen inte delas upp ytterligare,
gaannarstill punkt 2

2. ordna elementen i forsta, mittersta och sista positionen i partitionen inbdrdes, medianen av
dessa hamnar i mittpositionen och véljs som pivot
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3. byt plats pa pivot och det andra elementet fran hoger i partitionen, v sétts till det forsta
elementet i partitionen och htill det tredje elementet fran hoger i partitionen

N o g k&

saléange elementet i v & mindre an pivot stegas v upp (pivot fungerar som vaktpost)

salange elementet i h ar storre an pivot stegas h ner (elementet langst till vanster ar vaktpost)
omv < h skaelementeni v och h byta plats och proceduren upprepas fran punkt 4, annars &
partitioneringen klar, pivot och elementet i v ska byta plats

Upprepa fran punkt 1 ovan sa lange det finns obehandlade partitioner.

| figur 61 nedan visas ett exempel pa Quicksort med medianen-av-tre-uppdel ning och cutoff vid 3.
Cutoff vid 3 innebér att det ska finnas minst fyra element kvar i en partition for att ytterligare en
partitionering ska genomforas.

a) forsta passet:

b) andra passet:

(1 4]8[2]10(7]1]3]6]9(5)

|5|4|8|210(7)1]3]6]9]11]

|5|4|8|210/9|1]3]6(7]11]
v Ah

|5|4|8|210/9|1]3]6[7]11]
) Ah

|5|4|6]|210/9|1]3]8[7]1]
v Ah
|5|4|6|2]3|9]1]10]8{7]11]
vA
|5|4|6|2]3]1]9]10]8{7]11]
hah Ay
|5|4|6|2]3|1][7]10]8]9]11]

(5)4(6)2]3[1]7]10[8]9]11]

[1]4[5)2]3]6|7]10[8]9]11]

[1]4|3]2[5)6|7]10[8]9]11]
vA

[1]4|3]2[5)6]7]10[8]9]11]
v

[1]4|3]2]5]6]7]10[8]9]11]
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medianen-av-tre

gém pivot, sdtt v och h

stegav och h

byt och stegav och h

byt och stegav och h

byt och stega v och h, h stegas férbi v

flytta pivot till position v genom byte

medianen-av-tre

gbm pivot, sdit v och h

stega v och h, v stegas forbi h

flytta pivot till position v (samma)

Figur 61. Quicksort med medianen-av-3-partitionering och cutoff vid 3.



) tredje passet: (LX4)3]2)5] 6] 7]10[ 8] 9]11]

|1@3|4|5|6|7|10|8|9|11| medianen-av-tre

|1[3[(2)4]|5]6[7]10[8]9]11]  gom pivot, it och stegav och h
hAhvA

|1]2]|3|4[5]|6[7]10[8]9]11] fiyttapivottill v:sposition
Avih

|1]2[3[4]5]6]7]|10/8|9]11] &erstar sedandelenth.om7
A

cutoff cutoff cutoff

Figur 61 (forts). Quicksort med medianen-av-3-partitionering och cutoff vid 3.

Efter tredje uppdelningeni figur 61 erhalls cutoff i partitionernatill vanster och till héger om 2 och
sedan i den hogra partitionen till den delning som hade 5 som pivot. Aterstdr behandling av
partitionen till hdger om den forsta delningen vid 7, {10, 8, 9, 11}.

5.2 Distributiva sorteringsmetoder

Den grundléggande idén bakom distributivametoder &r att data som ska sorteras kan placerasolika
destinationssekvenser med hjép av indexering, utan att det forekommer négrajamforelser nycklar
emellan. En forutséttning for att detta slags metoder ska kunna anvandas &r att nycklar antingen
direkt eller genom ndgon bearbetning kan anvandas som index. Ar detta mdjligt behover indata
endast |asas igenom for att utfora sorteringen och tidskomplexiteten blir altsa O(n).

Att data pa nagot vis ska kunna anvandas som index, innebar naturligtvis en pataglig begransning
och detta slags metoder &r inte s vanligamen véarda att kannatill.

5.2.1 Count Sort

Count Sort, &ven kallad Pigeonhole Sort eller Bucket Sort. Genom att ha réknare, dér varje vérde
som kan forekomma motsvaras av en egen réknare, kan de sorterade talen genereras ur réknarna.

Om heltal skasorteraheltal |asestalenigenom och respektivetal anvands somindex i en frekvens-
tabell dar det i varje positionen finns en raknare som stegas upp. Sedan gar man igenom tabellen
och for varje position &terskapas talet lika manga ganger som raknaren anger.

Arbetet med att |&saigenom indata & proportionellt mot antalet element, sa tidskomplexiteten for
detta & O(n). Att gaigenom frekvenstabellen och generera varje tal lika manga ganger som dess
raknare anger & ocksa en aktivitet med tidskomplexiteten O(n), och Count Sort &r foljaktligen en
O(n)-metod. Detta & béttre an vad nagon jamférande metod kan astadkomma i normalfallet,
O(nibgn) men det finns patagliga begransningar.

En begransning for Count Sort som redan namnts &r att de element som ska sortera maste kunna
anvandas som index, direkt eller genom nagon bearbetning. Om vérdeintervallet for de data som
ska sorteras & mycket stort krdvs mycket minne for att lagra frekvenstabellen och om antalet
element som ska sorteras patagligt underskrider storleken pa frekvenstabellen, innebér det daligt
minnesutnyttjande. Om vérdemangden & stor och fdljaktligen &en frekvenstabellen men de
element som faktiskt forekommer ar en liten delmangd, blir utnyttjandet av frekvenstabellen dalig
genom att endast ett litet antal av raknarna kommer att anvandas. Ett omfattande initieringsarbete
laggs ner pa att nollstdlla réknare dér de flesta aldrig anvands och en stor frekvenstabell dér de
flestaraknarna & 0, maste sedan gas igenom da utdata ska genereras.
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5.2.2 Radix Sort

Radix Sort, aven kallad Digit Sort, bygger pa principen att element som ska sorteras har nycklar
som kan behandlas som om varje element bestod av en f6ljd av siffror, dédrav namnet Digit Sort.
Decimalaheltal, dar varje element bestar av en foljd de decimalasiffrorna0-9 &r ett exempel. Varje
siffra har en vikt, beroende pa dess position i talet, entalssiffran har vikten 1 (100), tiotalssiffran
har vikten 10 (10%), osv. Det finns olikavarianter av Radix Sort, har beskrivs L SD (Least Sigificant
Digit) Radix Sort, vilken bdrjar distribueramed avseende pa den minst signifikanta siffran. Radix-
sortering anvandas for alla slags element som bestar av en foljd av symboler ur ett ordnat alfabet.

For att genomfora sorteringen anvands koer, lika manga som det finns symboler i alfabetet. De
element som ska sorteras gas igenom lika manga ganger som det maximala antalet symboler som
kan forekomma i ett element. | det forsta passet betraktas symbolerna i den minst signifikanta
positionen och symbolen avgor i vilken kd som elementet ska placeras. Nér alla element &r 1&sta
och distribuerade 6ver kderna, slas kdernaihop i alfabetisk ordning. | det andra passet tas den nast
minst signifikanta symbolen och elementen fordelas pa nytt dver kderna, vilka sedan slas ihop. |
det sista passet behandlas den mest signifikanta positionen och néar koerna slés ihop for sista
gangen & elementen sorterade.

Som exempel sorteras tresiffriga decimala heltal i intervallet 0..999. Antalet kder som behovs ar
alltsa 10 och tre pass behdver genomforas. Foljande element ska sorteras:

189 203 305 099 858 974 056 008 273 021

| det forsta passet fordel as el ementen med avseende pa den minst signifikanta, sistasiffran. Detio
koernainnehdller foljande efter detta:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
021 203 974 305 056 858 189
273 008 099
Koerna slésihop, fran vanster, och vi far foljande resultat av det forsta passet:
021 203 273 974 305 056 858 008 189 099

Elementen & nu ordnade med avseende pa den minst signifikantasiffran. Det andra passet genom-
for och elementen fordelas nu med avseende pa den andra siffran. Kéernainnehaller efter detta:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

203 021 056 273 189 099
305 858 974
008

Sammanslagning av koerna ger foljande, talen & ordnade efter de tva minst signifikanta siffrorna:
203 305 008 021 056 858 273 974 189 099

| det tredje och sista passet fordelas elementen med avseende pa den mest signifikanta, forsta
siffran,. Detta leder till foljande innehdl i kderna:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
008 189 203 305 858 974
021 273
056
099
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Sista sammanslagningen av kderna gors och ger slutresultatet:
008 021 056 099 189 203 273 305 858 974

Om man forsoker uppskatta tidskomplexiteten hos radixsortering, kan man konstatera att det bor
varaen funktion av antalet element n som ska sorteras, radix r och antalet symboler d i nycklarna.
Momentet att sprida elementen fran en (sammanslagen) listatill dellistornainnebér n forflyttning-
ar. Operationen att slaihop listornaberor pahur listan och dellistornaér realiserade,. Om man antar
att de ar lankade listor innebér ssmmanslagning att lanka ihop de r dellistorna. Antalet pass beror
av antalet siffror, dvs d. Man far alltsa en tidskomplexitet som ar O(d-(n+r)). For fixa element pa
d ochr & altsaradixsortering O(n) men observera att da kan som mest n= rd distinkta nyckelele-
ment hanteras. D& n 6kar maste vid vissa granser antingen r eller d okas, vilket for d innebér att
d=>"logn. Komplexiteten for radixsortering kan i sken av detta siagas vara O("logn-(n+r)).

5.3 Externa sorteringsmetoder

Externa sorteringsmetoder avser sortering av sekundarminnesl agrade data, dvs sortering av datapa
filer. Anledningen till att anvanda en extern metod kan vara att datamangden & sa stor att alladata
intekantasini primarminnet paen gang eller att det av andraskal inte & onskvart eller nodvandigt
att tillgripa en intern metod.

Externametoder bygger vanligtvis pa samsorteringsteknik, dvs att ur korta sorterade del sekvenser
successivt generera alt langre sorterade delsekvenser till dess en enda sorterad sekvens aterstar.
Man kan urskiljatvakategorier av samsortering, balanserad och naturlig. Balanserad samsortering
bygger pa att man arbetar med bestamda, successivt 6kande del sekvensangder, medan naturlig
samsortering innebér att man i varje pass forsoker generera sa langa sorterade del sekvenser som
mojligt. Som exempel pa dessa tva grundldggande varianter tas balanserad tvavags samsortering
och naturlig tvavags samsortering upp nedan.

Vid samsortering genererar man ibland sorterade del sekvenser (runs) innan §éva samsorteringen
startar. Det har fordelen att antalet passi sjalva samsorteringen reduceras patagligt och att sddana
initiala del sekvenser kan genereras effektivt genom intern sortering. Ska delsekvenser av 1angd m
genereras, lases melement i taget in fran indatafilen och sorteras. Varje sorterad del sekvens skrivs
pa nagon av tva eller flera utdatafiler. Hur manga filer och hur delsekvenserna distribueras pa
filerna beror pa samsorteringsmetoden ifraga.

5.3.1 Balanserad tvavags samsortering

Balanserad tvavags samsortering innebér att man anvander tvaindatafiler och tvautdatafiler i varje
pass, och att |angden pa de sorterade del sekvensernaférdubblasi varje pass. Deinitialadel sekven-
sernaav langd m, genereras genom att [asain melement i taget fran den fil som ska sorteras, sortera
med en intern metod och skriva ut del sekvenserna vaxelvis pade tvafiler som skavaraindatafiler
i det forsta samsorteringspasset. Sedan Oppnas de tva filerna for lasning och delsekvenserna
samsorteras parvistill delsekvenser av langd 2m, som vaxelvis skrivs patvautdatafiler. | nastapass
samsorteras till delsekvenser av langd 4m. Detta upprepas till dess en sorterad sekvens med de n
element erhdlls. Nedan visas detta med m=1, dvs de initiala delsekvenserna bestar av bara ett
element. A, B, C och D representerar filer, som vaxelvis anvands som indata- eller utdatafiler.
Foljande data som ska sorteras:

11 43 82 21 10 78 16 35 69 97 54

Forsta gors uppdelning patvafiler, A och B, i dettaexempel genom att skriva element vaxelvis pa
filerna. Lodstrecken avgrénsar del sekvenserna.
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A 11| 82| 10| 16 | 69 | 54
B: 43| 21| 78| 35| 97

Fyra samsorteringspass krévs for att erhalla en sorterad sekvens. Delsekvensernas langd blir 2, 4,
8 och 16. Som framgér récker inte altid elementen till for att fylla den sista delsekvensen som
genererasi ett pass.

C 11 43| 10 78 | 69 97
D 21 82 | 16 35 | 54

11 21 43 82 | 54 69 97
10 16 35 78 |

w >

10 11 16 21 35 43 78 82 |
54 69 97 |

Q0

10 11 16 21 35 43 54 69 78 82

w >

Antalet pass &r 2 og(nN)Hfér m=1, dvs O(logn). Fér m>1 fér vi 3 og(n/m)5 dvs log(n/m) pass. For
m>1 tillkommer arbetet med att genererade initiala delsekvenserna. | varje pass flyttas samtligan
element fran indatafilerna till utdatafilerna, vilket ger tidskomplexiteten O(n). Om den aktuella
delsekvenslangden &r d, sa varierar antalet jamforelser mellan d/2 och d-1. Det minsta antalet
jamforelser far man om samtliga element i den ena delsekvensen & mindre &n eller lika med det
forstai den andra delsekvensen, flest jamforelser far man om det endast aterstar ett element i en
delsekvens nér den andra tomts. Antalet jamforelser per pass a O(n).

5.3.2 Naturlig tvavags samsortering

Naturlig tvavags samsortering innebar att man genererar sa langa sorterade delsekvenser som
maojligt i varje pass, i stéllet for att anvanda fixa delsekvenslangder. Fordelen med detta ar att
antalet pass kan reduceras. Med sasmmaindata som i exemplet for balanserad tvavags samsortering
ovan, erhdlls foljande forlopp.

Ar 11 82 10 16 69 54
B: 43 21 78 35 097

C 11 43 82 « 35 54 97
Db 10 16 21 69 78

A 10 11 16 21 43 69 78 82
B: 35 54 097 .

C 10 11 16 21 35 43 54 69 78 82 97
D

Punkterna markerar de del sekvenser som genererats. Jamfort med exempl et pa bal anserad tvavags
samsortering ovan blev det ett pass mindre men antalet jamforelser per pass blir fler i naturlig
samsortering. Samtliga element i indatafilerna, utom de som aterstar i den enafilen nar den andra
helt tomts, jamfors bade med ett element i den andra indatafilen och med det sista elementet som
placerades i utdatafilen, for att avgdra om det gar att bygga vidare pa den aktuella del sekvensen
eler inte.
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5.3.3 Mangvags samsortering

Med anvandning av flerafiler kan man forvanta att antalet pass minskar. Den balanserade tvavags
samsorteringen, till exempel, kan generaliseras till en balanserad k-vags samsortering, med k
indatafiler och k utdatafiler, dvs totalt 2k filer. Det blir naturligtvis mer komplicerat att hitta det
minstaav k element, ett sétt &r att anvanda en prioritetsko. Efter att de initiala del sekvenserna med
langd m genererats, blir antalet pass som krévs for att samsorterai dettafall L] og(n/m)l

5.3.4 Polyphase Merge

Polyphase Merge & en avancerad balanserad samsorteringsmetod, som gor k-vags samsortering
med endast k+1 filer. Den bakomliggande idén &r att endast en indatafil toms helt i varje pass och
att fordelningen av antalet del sekvenserna pa de olikafilernagors optimal med tanke pa detta. Den
basta distributionen ar relaterad till Fibonaccitalen, vilka definieras enligt foljande.

Fo=0FH=1LF=F1+F

Detio forsta Fibonaccitalen ar alltsa0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34. Fibonaccital kan anvandas for att
bestamma distributionen for en tvavéags Polyphase Merge enligt foljande. Antag att de 21 talen
nedan ska sorteras. Den initiala del sekvenslangden valjs for enkelhets skull till 1.

21 58 85 18 64 96 37 47 72 51 29 87 13 69 44 82 25 75 32 93 54

Den forsta uppdelningen av de 21 (Fg) elementen gors med 8 (Fg) element pa fil A och 13 (F;)
element pafil B.

A 21| 58| 85| 18 | 64 | 96 | 37 | 47
B: 72| 51| 29| 87 | 13| 69 | 44 | 82| 25| 75| 32| 93 | 54

En utdatafil anvands i en tvavags Polyphase Merge. | varje pass kommer den kortaste av de tva
indatafilerna att tommas. Den langre kommer att vara indatafil dven i nésta pass, da den kommer
att tommas. Forloppet visas nedan och det behovs alltsa 6 pass for att sortera de 21 elementen.

A
B: 25| 75| 32| 93| 54
C 21 72| 5158 | 29 8 | 18 87 | 13 64 | 69 96 | 37 44 | 47 82

Ar 21 25 72| 5158 75| 29 32 85 | 18 87 93 | 13 54 64
B

C 69 96 | 37 44 | 47 82

A: 18 87 93 | 13 54 64

B: 21 25 69 72 96 | 37 44 51 58 75 | 29 32 47 82 85

C

A

B: 29 32 47 82 85

C 18 21 25 69 72 87 93 96 | 13 37 44 51 54 58 64 75

A 18 21 25 29 32 47 69 72 82 85 87 93 96

B

C. 13 37 44 51 54 58 64 75

A

B: 13 18 21 25 29 32 37 44 47 51 54 64 69 72 75 82 85 87 93 96
C

| en k-vags Polyphase Merge, anvands k:te ordningens Fibonaccital for distributionen.
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5.3.5 Replacement Selection

Replacement selection anvands for att genererainitiala del sekvenser paett sitt som kan varabéttre
an att baralasain melement fran en indatafil, sorteradem internt och skriva ut dem paen utdatafil.
Algoritmen bygger pa att det blir en intern plats ledig nér ett element skrivs pa utdatafilen. och att
denna lediga plats kan anvandas for nasta element i indatafilen. Det kan da uppsta tvafall:

* nastaelement & storre an eller likamed det utskrivna elementet och kan ingai den delsekvens
som héller pa att skapas och kan ordnasin i den interna strukturen.

« nastaelement & mindre an det utskrivnaelementet och kaninteingai den aktuelladel sekvensen
men om den interna strukturen kan delas upp i en del med element som ingér i den aktuella del-
sekvensen lagras och en del med element som inte gor det, kan ett sadant element |&sas och gora
det majligt att komma &t fler element i indatafilen som kan ingai den aktuella del sekvensen.

En datastruktur som uppfyller dessa krav &r en prioritetsko (binér heap). Forst |ases m element in
fran indatafilen och sétts in i en min-heap. Sedan gors delete-min och elementet som tas ut ur
prioritetskon skrivs pa utdatafilen. Nasta element 1ases fran indata. Om det & storre an eller lika
med det element som just skrivits pa utdatafilen kan det ingai den aktuella del sekvensen och sétts
ini priortetskdn med operationen insert. | annat fall placeras elementet i det i det tomma utrymme
som uppstod nér prioritetskons storlek minskade da delete-min utférdes. Detta upprepas till dess
prioritetskons storlek blir 0. D& pabdrjas en ny delsekvens, genom att dterstalla storleken pa
prioritetskdn och heapordna de element som finns i det tidigare doda utrymmet. Som exempel
visas hur nagra delsekvenser genereras for foljande element:

64 21 96 58 18 85 37 72 47 51 75 82 13 87 44 93 25 29 32 69 54

| figur 62 visas, steg for steg, hur den férsta delsekvensen genereras med en prioritetské med
storlek 3. Deklamrade siffrorna 1, 2 och 3 avser positionernai den bindra heap som implementerar
prioritetskon. De skuggade elementen ingdr inte i den del av minnet som prioritetskon omfattar.

prioritetsko
operation |[[1] [2] [3] utdata
toss 64 21 96
fix-heap 21 64 96
delete-min 64 96 21
insert(58) 58 96 64 | 21
delete-min 64 95 21 58
18 < 58 64 96 18 | 21 58
delete-min 96 18 | 21 58 64
insert(85) 85 96 18 |21 58 64
delete-min 96 18 | 21 58 64 85
37<85 96 37 18 | 21 58 64 85
delete-min 37 18 | 21 58 64 85 96
72<96 72 37 18 | 21 58 64 85 96

Figur 62. Generering av forsta del sekvensen.

| figur 63 visas, lite mindre detaljerat @n i figur 62, hur den andra del sekvensen genereras. | detta
fal finns redan tre element fran foregdende steg pa plats, sd den forsta atgarden & att ordna
elementen med fix-heap.
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prioritetsko
operation [1] [2] [3] utdata

fix-heap 18 37 72

delete-min, insert(47) 37 72 47 | 18

deletemin, insert(51) | 47 | 72 | 51 |18 37

delete-min, insert(75) 51 72 75 |18 37 47

delete-min, insert(82) 72 75 82 |18 37 47 51

delete-min, gdm 13 75 82 13 |18 37 47 51 72

delete-min, insert(87) 82 87 13 |18 37 47 51 72 75

delete-min, gbm 44 87 44 13 |18 37 47 51 72 75 82
delete-min, insert(93) 93 44 13 |18 37 47 51 72 75 82 87
delete-min, gdm 25 25 44 13 |18 37 47 51 72 75 82 87 93

Figur 63. Generering av andra del sekvensen.

De tre element som dterstar efter andra passet kommer att generera en tredje och sista del sekvens.
En 3-végs sortering skulle i dettafall bli klar i ett pass. Om vi hade 18st in och sorterat tre element
i taget, hade su delsekvenser erhdllits och en 3-vags sortering hade da behovt tre pass for att bli
Klar.

Omindatadr slumpvis ordnade kan man visa att replacement selection genererar del sekvenser vars
langd i genomsnitt & 2m. Detta kan dock innebéra att antal et pass inte reduceras men med lite tur
kan det bli s och med tanke pa att extern sortering & langsam & varje insparat pass vardefullt. |
situationer dar extern sortering anvands & det dessutom ganskavanligt att indata & nastan ordnade
och da kommer replacement selection att producera endast ett fatal mycket langa initiala del-
sekvenser och darmed fa pass. Detta sammantaget gor replacement selection till en véardefull
metod for att generera del sekvenser.

5.4 Indirekt sortering

Indirekt sortering innebdar att de element som ska sorterasligger i en struktur ochi en annan struktur
lagras enbart adresserna till respektive element. Sortering gors genom att ordna adresserna sa att
de hamnar i en ordning som vid en sekventiell genomlasning ger elementen i ordning.



6 Interpolationssokning

I nterpolationssokning tillhor en grupp av sbkmetoder som bygger pa en teknik som kallas tudel-
ningssokning. Mest kand bland dessa &r halveringssokning, oftakallad bindrsokning. Tudelnings-
sokning bygger pa att man har en linjar sokstruktur dar elementen &r direktadresserbara,
exempelvis ett falt, och att elementen & ordnade enligt en soknyckel.

Tudelningsokning innebar att man véljer ut en position ngonstansi den del av sokstrukturen man
for tillfallet opererar pa, initialt hela strukturen. Om nyckelvardena ar unika géler da att ala
nyckelvarden till vanster om den valda positionen & mindre &n nyckelvérdet i den valda positionen
och alla nyckelvéarden till hoger & storre an nyckelvardet i den valda positionen. Man jamfor
nyckelvéardet i den utvalda positionen med sokt nyckelvarde. Tre fall kan daintraffa:

» nycklarnaar lika, man har funnit det man soker och kan avbryta sékningen.

» soknyckeln & mindre 8n nyckelvéardet i den utvalda positionen och man kan eliminera den del
av sokintervallet som ligger till hoger darom.

» soknyckeln &r storre @n nyckelvardet i den utvalda positionen och man kan elimineraden del av
sokintervallet som ligger till vanster darom.

Sa lange man inte finner sokt varde reducerar man successivt sokintervallet genom delning och
eliminering av den enaintervallhalvan, till dess man antingen finner sokt varde eller inget element
aterstar i sokintervallet.

| halveringssokningsfallet valjer man ut det mittersta elementet for att jdmfora med. Om sokstruk-
turen &r ett falt och | och r anger index for sokintervallets andpunkter beréknad del ningspunkten p
som p = (I1+r)/2, vilket & hérlett ur foljande uttryck.

p=z+%z(r—1) o 7 '
p

Mittpunkten i intervallet berdknas genom att 1&gga till halva intervalllangden till dess vanstra
andpunkt.

| varje steg i halveringssokningen eliminerar man halva antalet element i den dterstéende delen av
sokstrukturen. Om det inte finns ngra statistiska faktorer, som att sskméangden har en speciell
sammanséttning eller att sokning normalt galler exempelvis framst sma nycklar, & halverings-
sokning det optimala valet av tudelningsstkning, svida man inte valjer interpolationssokning.

| nterpol ationssokning syftar till att forsokaoptimeravalet av del ningspunkt, genom att utifran sok-
nyckelns varde x och nyckelvardena i sokintervallets andpunkter, a[l].key respektive a[r].key,
interpolera en lamplig delningspunkt p. Det ar alltsa faktorn 1/2 man ersatter med en uppskattning
av var sokt element borde finnas, genom att interpolera.

all] a[r]

e x T
P

[ r

x —all] key
al[r] key —a[!] key Hr=10)

p =1+

| varstafall & interpolationssokning mycket sémre &n halveringssokning men dettainnebér att man
skulle réka vélja soknyckelsekvenser som & mycket osannolika. | normala fall, vilket avser att
valet av soknycklar &r likfomigt fordelat, & den forvantade tidskomplexiteten avsevart mycket
béttre an den for haveringssokning, namligen O(log log n), jamfért med halveringssokningen
O(log n).
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