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Grunder i matematik och logik (2021)

Logik och mangder

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Satslogik

Satser och konnektiv

En sats (eng. proposition) ar ett pastaende som ar antingen sant eller falskt.
Exempel pa satser ar 72 ar ett jamnt tal” (sant) och "2 ar ett udda tal” (falskt).
Satser betecknas ofta med bokstéver sasom p, g och r.

De tva sanningsvirdena sant och falskt kan skrivas pa olika satt. Exempel: sant,
S, T (eng. true), T, 1; falskt, F' (eng. false), L, 0. I den har kursen anvander vi
1 och 0.

En sats ar antingen atomdr eller sammansatt. En atomar sats bestar av antingen
virdet 1 (sant), virdet O (falskt) eller en satsvariabel. En sammansatt sats ar
konstruerad av en eller flera delsatser med hjalp av ihopkopplande ord som
kallas konnektiv. Ett exempel pa en sammansatt sats ar "Jag &r student och
jag gillar logik”.

De flesta programsprak innehaller syntax for sanningsviarden och konnektiv. I
Python betecknas sanningsviardena med de reserverade orden True och False,
och det finns tre operatorer som uttrycker konnektiv: not, and och or.

Negationen av en sats p ar sann om p ar falsk; annars dr den falsk. Negationen
av en sats p skrivs —p vilket utldses "inte p”. I Python uttrycker man negation
med hjialp av operatorn not. Negation ar en unéar operator, den har alltsa
endast ett invarde.

Konjunktionen av tva satser p och ¢ dr sann om bade p och ¢ ar sanna;
annars ar den falsk. Konjunktion av tva satser p och ¢ skrivs p A g vilket utlises
"p och q". I Python uttrycker man konjunktion med hjalp av operatorn and.

Disjunktionen av tva satser p och ¢ 4r sann om minst en av p och ¢ ar sann;
annars ar den falsk. Disjunktionen av tva satser p och ¢ skrivs p V q vilket
utlises "p eller ¢”.! I Python uttrycker man konjunktion med hjélp av operatorn
or.

!'Notera att detta dr samma, “eller” som i "mjélk eller socker”, inte som i ”déd eller levande”.
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P q pPAg P q pVg
0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1
(a) konjunktion (b) disjunktion

Figur 1: Sanningsvardestabeller for konjunktion och disjunktion.

Sanningsvardestabeller

For att analysera en sats kan man sédtta upp en sanningsviardestabell {or den.
I en sadan tabell tilldelar man de satsvariabler som férekommer i satsen alla
mojliga kombinationer av varden och rédknar sedan stegvis ut sanningsvérdet
for hela satsen.

Sanningsvéirdestabellerna for konjunktion och disjunktion visas i figur 1. San-
ningsvardestabeller for tva nya operatorer visas i figur 2.

En implikation p — ¢ (utléses "p implicerar ¢”) ér falsk endast om p ar sann
och q &r falsk; annars ar den sann. Sanningsvéirdestabellen for implikation visas
i figur 2a. Implikation har ingen motsvarande operator i Python.

En ekvivalens p <> ¢ (utldses "p ekvivalent ¢”) ar sann om p och ¢ har samma
sanningsvarde; annars ar den falsk. Sanningsvéardestabellen for ekvivalens visas
i figur 2b. I Python kan ekvivalens uttryckas med hjalp av likhetstestet (==).

Figur 3 visar sanningsvéirdestabellen for den sammansatta satsen

(pV(=q) = ((=r) Aq).

Satsen innehaller tre olika satsvariabler och fem konnektiv; detta ger samman-
lagt atta kolumner i tabellen. Att variablerna ar tre ger ocksa att antalet rader
i tabellen blir atta. (Exemplet ar taget fran Eriksson och Gavel 2005, s. 188.)

P 9 pP—4q P q pP—gq
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
(a) implikation (b) ekvivalens

Figur 2: Sanningsvardestabeller for implikation och ekvivalens.
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p g r —q pV(=q) —r (=r)Aq (pV(=q))— ((-r)Aq)
000 1 1 1 0 0
001 1 1 0 0 0
010 0 0 1 1 1
011 0 0 0 0 1
1 00 1 1 1 0 0
101 1 1 0 0 0
110 0 1 1 1 1
111 0 1 0 0 0

Figur 3: Sanningsvirdestabellen for en sammansatt sats.

Satisfierbarhet och ekvivalens

Varje rad i sanningsvardestabellen for en sats p representerar en tilldelning
av sanningsvarden till de satsvariabler som férekommer i p. Givet en sadan
tilldelning kan man lésa av vardet hos p fran den sista kolumnen.

En sats kallas satisfierbar om det finns minst en tilldelning av sanningsvéirden
till satsvariablerna (alltsa en rad i sanningsvardestabellen) med vilken satsen
far vardet 1 (sant). Ett exempel pa en satisfierbar sats ar p A g, som far virdet 1
med tilldelningen p = 1, ¢ = 1. Aven satsen i figur 3 ir satisfierbar, som
sanningstabellen visar.

For att avgora om en sats p éar satisfierbar kan man sédtta upp sanningsvar-
destabellen for den och testa om den sista kolumnen innehaller vérdet 1. Detta
kan ta lang tid om antalet variabler ar stort, men man kénner idag inte till
ndgon mer effektiv algoritm (férutom for vissa specialfall).?

Hur manga tilldelningar (rader i sanningsvardestabellen) behéver man i varsta
fall ga igenom for att testa om en sats med n stycken satsvariabler ér satisfierbar?

Svar: 2" manga tilldelningar

Tva satser p och ¢ éar logiskt ekvivalenta om de med samma tilldelning alltid
ger samma varde. Ett exempel pa tva ekvivalenta satser ar p — q och —p V q.

For att avgora om tva satser p och ¢ ar logiskt ekvivalenta kan man jamfora de
sista kolumnerna i deras respektive sanningstabeller; dessa bor vara identiska.

Tautologier och kontradiktioner

En tautologi ar en sats vars véirde alltid ar 1, oavsett tilldelning; en kontra-
diktion ar en sats vars véirde alltid ar 0, oavsett tilldelning. Ett exempel pa
en tautologi d&r p V —p; ett exempel pa en kontradiktion ar p A —p.

2Problemet att avgdra om en sats dr satisfierbar dr ett s kallat NP-hart problem.
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For att avgora om en sats p ér en tautologi eller en kontradiktion kan man pa
samma satt som nir man testar om den ar satisfierbar sédtta upp en sannings-
vardestabell for den. Ifall p ar en tautologi kommer da hela sista kolumnen
innehalla ettor; ifall p dr en kontradiktion kommer den endast innehalla nollor.

Predikatlogik

Ett predikat ar en sats om ett objekt som betecknas med en variabel. I motsats
till en sats ar sanningsvérdet for ett predikat beroende pa vilket konkret objekt
som sétts in for variabeln. Predikatet "z < 27 till exempel ar sant for x = 1
men falskt for z = 3.

I programsprak forekommer predikat t.ex. i test och i form av funktioner som
returnerar ett sanningsvéirde. Foljande exempel definierar ett predikat is_even
som representerar pastaendet "x ar ett jamnt tal”.

def is_even(x):
return x % 2 == 0

I samband med predikat anviands tva kvantorer: allkvantorn V, som star for
“for alla”, 7for varje” samt existenskvantorn 9 som star for "det finns”, "det
existerar”. Exempel pa satser formulerade med dessa kvantorer:

Va(z ar student A z gillar logik) Jdz(x &r student A z gillar logik)

I Python kan man uttrycka allkvantorn och existenskvantorn med hjélp av de
inbyggda funktionerna all och any, som testar om ett predikat ger vardet 1
respektive 0 for alla element i en samling:

all(is_even(x) for x in range(100)) # False
any(is_even(x) for x in range(100)) # True
Mangdlara

Mangder och element

En méngd (eng. set) dr en samling objekt. Tva standardexempel &r méngden av
naturliga tal (N) och méngden av heltal (Z); objekten i en méngd behéver dock
inte vara tal. De objekt som ingéar i en mangd kallas for méngdens element.

Det ar vanligt att anvinda sig av stora bokstéver for att beteckna méngder, och
av sma bokstaver for att beteckna element. (Vi kommer dock in pa méngder
som har mangder som element ganska snart.)

Man skriver a € A som en forkortning for "objektet a tillhér mangden A” och
a ¢ A som en forkortning for "objektet a tillhor inte mangden A”. Till exempel
giller att 2 € N (2 ar ett naturligt tal) och v/2 ¢ N (kvadratroten ur 2 ér inte
ett naturligt tal).



1.28 I Python finns en inbyggd datatyp for mangder som heter set. Elementsymbolen
€ har sin motsvarighet i det reserverade ordet in.

a = set([1, 2, 3])
1 in a # True
5 in a # False

Hur man beskriver mangder

1.29 Man kan beskriva en mangd genom att rakna upp dess element mellan klam-
merparenteser ("masvingar”). Har kommer, som exempel, mangden av san-
ningsvirden, mangden av alla naturliga tal och méangden av alla medlemmar i
Beatles ar 1964.

B = {sant, falskt} N = {0,1,2,...} B = {John, Paul, George, Ringo}

1.30 Man kan ocksa beskriva en méngd genom att specificera vilken egenskap som
utmarker de element som tillhér mangden. Exempel:

B = {xz | x var en medlem i Beatles ar 1964 }

Detta ska lasas som: "Méangden B ar mangden av alla x sidana att x var en
medlem i Beatles ar 1964.” Denna notation kallas for mangdbyggare.

Likhet mellan mangder

1.31 Tva mangder A och B réknas som lika (A = B) om och endast om de innehaller
exakt samma element. Detta innebar att vi inte tar hansyn till hur vi beskriver
en méangd; det enda som ar viktigt ar vilka element som ingar i mangden.

1.32  Ersitt symbolen O med antingen = eller # sa att pastaendena blir sanna:

a) {1,2,3}0{3,2,1} &) {2n| nEN}ON

b) {1,1} 0 {1} d) {|n|| n€Z}ON
Svar:

a) {1,2,3) = {3,2,1} &) {2n| neN}£N

b) {1,1} = {1} d) {Inf| neZ}=N
Grundmangd

1.33  Den mangd som innehaller alla element som é&r relevanta i ett visst sammanhang
kallas grundméangd. Om vi t.ex. arbetar med naturliga tal, sa ar det lampligt
att vilja N som grundméngd. Grundméngden betecknas ofta med bokstaven U
("universum?”).
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Anviander man en mangdbyggare sa kan man skriva grundméngden till vinster
om det lodratta strecket nar man definierar nya méngder. Exempel:

J = maéngden av alla jimna naturliga tal = {n € N | n ar jamt }

Kardinalitet

Storleken hos en méngd A kallas for A:s kardinalitet och skrivs |A|. For
andligt stora méangder anger |A| antalet element i A. Om vi som exempel tar
A ={1,3,5}, sé innehaller denna méngd tre element och vi skriver |A| = 3.

Den tomma mangden

Den tomma miangden ar mangden som inte innehéller nagra element och
skrivs ). Dess kardinalitet &r 0: || = 0.

Vilka av foljande mangder ar den tomma mangden?
a) A={n|neNn+2=0} ¢c) C={n|neQn?>=5}
b) B={n|neZn+2=0} d) D={n|neRn*=5}
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Svar:
a) A=1 c) C=10
b) B ={-2} d) B={—V5,+V5}

Ett vanligt misstag ar att blanda ihop () (den tomma méngden) och {#} (méng-
den som innehaller den tomma méngden som sitt enda element). Observera:

0 €0 érfalskt 0 € {0} &r sant

Delmangdsrelationen

En méangd A ar en delmangd till en mangd B om och endast om varje element
i A ar ett element i B. Som ett exempel kan vi ta A = {1,3} och B = {1, 3,5}.
Da ar A delméngd till B eftersom bada elementen i A dven finns i B; daremot
ar B inte delméngd till A eftersom 5 ingar i B men inte i A.

Vi skriver A C B for att uttrycka att A ar en delméngd till B och A ¢ B
for att uttrycka att A inte ar en delméangd till B. Med exempelméngderna
A ={1,3} och B={1,3,5} géller alltsi A C Boch B¢ A.

Ange alla delméngder till A = {svart, vit}.

Svar: Vi maste hitta alla mojliga mangder dér varje element ocksa ingar i
méangden A. Det finns tre sdidana méangder som innehéller minst ett element:
{svart}, {vit} och {svart,vit}. Dessutom sa ar den tomma méngden ) en
delméngd till A. Darmed finns det alltsa totalt fyra delméngder till A.

Potensméngden till en mangd A ar mangden som bestar av alla delméngder
till A. Potensméngden till A skrivs ofta P(A).

Vad ar potensméngden till den tomma mangden?
Svar: {0}

Om A ér delméngd till B, men B innehaller dven element som inte ar element i
A, sé siger man att A ar en dkta delméngd till B och skriver A C B. (Notera
parallellerna mellan symbolparet C, C for mangder och <, < for tal.)

Delméngdsrelationen kan illustreras med hjalp av ett venndiagram (efter John
Venn, 1834-1923); se figur 4a. I dessa diagram representeras méngder genom
cirklar. Cirklarnas placering representerar relationerna mellan mangderna.

Disjunkthetsrelationen

Tva mangder A och B éar disjunkta om de inte har nagra gemensamma element.
Ibland ser man notationen A | B som forkortning for A och B ar disjunkta’.
Disjunkthetsrelationen illustreras med hjalp av venndiagrammet i figur 4b.
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(4) 5

(a) ACB (b) A B

Figur 4: Tva relationer mellan méngder: ”ar delmangd till” och "ar disjunkt
till”.
Mangdoperationer

Nér vi rdknar med méngder har vi operationerna union, snitt, differens och
komplement. Dessa operationer illustreras genom venndiagrammen i figur 5.

Unionen mellan tva mangder A och B ar den méangd som bestar av alla
element som ingar i A, B eller bada mangderna. Unionen mellan A och B
betecknas A U B. Med hjalp av symbolen for logisk disjunktion kan vi skriva:

AUB = {z|z€ AVvx e B}

Snittet mellan tva mangder A och B dr den mangd som bestar av alla element
som ingar i bada méngderna. Snittet mellan A och B betecknas A N B. Med
hjélp av symbolen for logisk konjunktion kan vi skriva:

ANB = {z|x€ ANz € B}

Differensen mellan tva méngder A och B ar den méngd som bestar av alla
element som ingar i A men inte i B. Differensen mellan A och B betecknas
A\B. Med hjilp av en méngdbyggare kan vi skriva:

AB = {z|x€cANx ¢ B}
Komplementet till en mangd A dr den méangd som bestar av alla element

som ingar i grundméngden I/ men inte i A. Komplementet till A betecknas A°€.
Med hjalp av en méngdbyggare kan vi skriva:

A ={z|zelUNx¢g A} = U\A

I Python ser méngdoperationerna union, snitt och differens ut sa hér:

alb # union
a&b # snitt
a-»>b # differens



(a) AU B ar skuggad

(b) AN B ér skuggad

(c) A\B ar skuggad

(d) A€ ar skuggad

Figur 5: Méangdoperationer




