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Losningsforslag

Uppgift 2 — Sorteringsalgoritmer

1. Insertionsort (de forsta elementen &r sorterade, resterande dr pa sin originalplats)

2. Heapsort (alla element dr en heap forutom de sista, som ér pa korrekt plats)

3. Selectionsort (de forsta elementen ér pa riitt plats, resterande dr ungefiir pa sin originalplats)
4. Quicksort (nagra av pivotelementen, exempelvis 25, 5 och 91, dr pa rétt plats)

Notera att motivering ej kriavs for full poéng.

Uppgift 3 — Para ihop strumpor

Nedan finns tva bra losningsalternativ. Bada antar att strumporna representeras i form av heltal,
dér virdet pa heltalet representerar strumpans firg. Exempelvis 1 = bla, 2 = gron, etc. Vi har ocksa
ett speciellt virde, -1, som inte representerar en fiarg, utan i stillet markerar att strumpan redan
dr anvéind till nagot. Losningarna kan ocksa anpassas for att hantera andra datarepresentationer
med bibehallen komplexitet om sa énskas.

Alternativ 1

1. Ligg alla strumpor i en array O(n)
2. Sortera strumporna med lamplig sorteringsalgoritm, exempelvis heapsort O(nlog(n))
3. Iterera igenom den sorterade arrayen: n ganger

(a) Jamfor den nuvarande strumpan med nésta strumpa: 0(1)

Om de ar lika har vi hittat ett par. Ridkna upp antalet hittade par, och sitt sedan
bada strumporna till exempelvis -1 (vilket betyder "ingen strumpa”) sa att vi inte rakar
rikna en strumpa som en del av tva par.

Denna algoritm kriver totalt O(n) + O(nlog(n)) + nO(1) = O(nlog(n)) tid och O(n) minne (vi
anvénder bara ett array med alla strumpor 1).

Algoritmen kan goras effektivare om vi antar att vi har ett fatal olika firger och anvéinder exem-
pelvis bucketsort i stéllet for quicksort. Da blir tidskomplexiteten i stillet O(nk) dér k dr antalet
farger som finns.



Alternativ 2

1. Skapa ett set (lampligtvis en hashtabell), D, som kan innehalla firger. o)
2. For varje strumpa: n ganger
(a) Kontrollera om strumpans firg, k, finns i D: O(1) (amorterad)
(b) Om den inte fanns: lgg till ki D O(1) (amorterad)
(c¢) Annars: Rikna upp antalet hittade par, ta sedan bort k ur D O(1) (amorterad)

Denna algoritm kriver totalt O(1) + nO(1) = O(n) tid, och O(n) minne. I alla fall sa linge vi
antar att vi anviander en vettig hashfunktion.

Ett balanserat soktridd kan ocksa anvindas i stéllet for en hashtabell, da blir tidskomplexiteten
O(nlog(n)) i stéllet.

Uppgift 4 — Den rattvisa festen
Hér finns aterigen tva exempellosningar. T bada 1osningarna antar vi att réttvisekvotan i borjan

lagras i en array R, och att de konsumerade dryckerna lagras i en array K. Antalet element i R
och K noteras med r och k.

Alternativ 1

1. Sortera R med ldmplig algoritm, exempelvis quicksort O(rlog(r))

2. Sortera K med lamplig algoritm, exempelvis quicksort O(klog(k))

3. Initera tva heltalsvariabler a och b till 0 0(1)

4. Sa ldnge a < r och b < k: max. n + k ganger
(a) Om Rla] = K[b]: séitt a =a+ 1samt b=>b+1 o)
(b) Om R[a] < K[b]: ge gésten dryck R[a], sitt a = a + 1 o)
(¢) Om Rla] > Kb]: ska inte kunna héinda, gésten har fatt mer &n réttvisekvotan

5. Sa ldnge a < r: max. r ganger
(a) Ge giisten dryck R|[a] o)
(b) Sétt a=a+1 O(1)

Loopen i steg 4 kors maximalt en gang per element i de bada arrayerna eftersom vi alltid okar
minst en av a och b. Loopen i steg 5 kors maximalt r ganger i det vérsta fallet da K &r tom. Totalt
tar algoritmen alltsa O(rlog(r)) + O(klog(k)) + (r + k)O(1) + rO(1). Vi kan ocksa observera att
k < r, vi kan saledes forenkla uttrycket genom att séitta r = k (tidskomplexiteten blir da bara
sdmre, vilket dr okej da vi anvinder O): O(rlog(r)) + O(rlog(r)) +2rO(1) +rO(1) = O(r log(r)).
Notera ocksa att detta dr medelfallet for algoritmen, da vi har antagit att vi inte paverkas av
viirsta fallet for quicksort, som #r O(n?), vilket skulle ge ett vistafall pa var algoritm pa O(r?).
Detta kan vi dock sannolikt bortse fran eftersom vérstafallet for quicksort ytterst sillan intraffar
i praktiken.

Minnesanvindningen dr O(r + k) = O(rlog(r)) eftersom vi bara lagrar data i de tva arrayerna
R och K. I viirsta fall behover quicksort O(n) minne for att sortera n element, sa detta paverkar
inte den asymptotiska minnesanvindningen (O(n) + O(n) = O(n)).



Om vi vill effektivisera utlamningen av drycker med en konstant faktor kan vi ytterligare optimera
var algoritm genom att sortera R en gang i borjan i stillet for varje gang vi ska lista ut vilka
drycker en specifik gést ska fa.

Alternativ 2

1. Skapa en dictionary (implementerad med en hashtabell), D. o)
Nyckeln ar en dryck och vérdet &dr ett heltal

2. For varje dryck i R: r ganger
(a) Om drycken finns i D, dka véirdet med 1. o)
(b) Annars, sitt in drycken med vérdet 11 D. o)
3. For varje dryck i K: k ganger
(a) Minska virdet for drycken i D med ett. o)
4. For alla element i D (uttryckt som d for dryck, och n for antal): max. r ganger
(a) Ge gisten n stycken av drycken d. O(n)

Loopen som kors i steg 4 kraver ndrmare analys. Har itererar vi igenom alla element i D, det vill
séga en iteration for varje sorts dryck som finns pa festen. Detta dr maximalt r stycken. Inuti
loopen ger vi gésten ett visst antal glas av en dryck, detta tar O(n) tid, O(1) for varje glas. n kan i
detta fallet vara maximalt 7, sé till en bérjan kan denna loop tyckas ta totalt O(r?) tid. S& #r dock
inte fallet, eftersom vi vet att géisten kan fa maximalt r stycken glas, det vill séiga att summan av
alla virden som finns i D dr maximalt r. Alltsa blir tidskomplexiteten for den sista loopen O(r).

Totalt blir alltsa tidskomplexiteten: O(1) +rO(1) + kO(1) + O(r). Om vi som i forra alternativet
siitter k = r eftersom vi vet att k < r och eftersom vi underscker évre griansen sa far vi: O(1) 4+

2rO(1) + O(r) = O(r).

Minnesanviandningen dr dven hér O(r) eftersom en hashtabell anvinder O(n) minne for att lagra
n element. Eftersom vissa element dr dubbletter, kommer vi dessutom ibland anvinda mindre
minne eftersom.

Ett balanserat soktrid kan ocksa anvindas for att representera D. Da blir dock tidskomplexiteten
O(rlog(r)) i stallet for O(r).

Upptift 5

(a) Fran hashtabellen kan vi se att 0 maste sdttas in innan 20 och att 6, 7 och 8 maste séittas in
innan 26. Exempelvis:
0, 20, 13, 25, 6, 7, 18, 26
13, 0, 20, 25, 6, 7, 18, 26
18, 7, 25, 6, 26, 0, 20, 13
18, 7, 6, 25, 13, 0, 20, 26

(b) Alternativ 1: Tombstones — markera det borttagna elementet med "deleted”:

[0]20 [null [13 [null [ 256 | 7 [ del [ 26 |

Alternativ 2: Ta bort det valda elementet, iterera igenom kvarvarande element (till null
hittas) och se om de kan flyttas tillbaka till ritt position (ex.vis genom att anropa insert

igen):



(0720 [null [13 [null [25 [ 6] 7] 26 | null |

Uppgift 6

(a) O(n)

(b) Iteration fran m till 1 dir n halveras varje iteration. Om vi tittar pa iterationerna baklanges
ser vi att for iteration m — x (m #r antalet iterationer) &r ¢ = 2%. Antalet iterationer ges
alltsa av n = 2* <= x = logy(n). Alltsa: O(log(n))

(c) Hér kors funktionerna fun och more_fun n — 3 ganger. Alltsa far vi summan:

n

D 0(2i) + O(log(i))

=3

Den kan forenklas genom att sla samman de bada ordo-uttrycken till foljande:

Vilket kan kénnas igen som summan av alla heltal fran 3 till n, vilket ger: O (";) = O(n?).
Alternativt kan man ténka att vi forsoker beridkna arean av en triangel, vilket ger samma

svar.

(d) En kvadrat av storlek k innehaller 2k2 + 2k + 4k + 4 = 2k? + 6k + 4 € O(k?) tecken
(exklusive nyradstecken). Om vi skriver ut de n forsta storlekarna pa kvadrater far vi féljande
komplexitet:

. O(k?)

k=1

Detta liknar uttrycket i forra uppgiften, men dr svarare att 16sa analytiskt. Har kan vi ténka
oss att varje utskriven kvadrat bygger upp ett lager i en pyramid, och att vi férséker berédkna
volymen av pyramiden. Resultatet blir alltsa: O(n?).

Summan kan beriknas exakt enligt féljande (men det dr inget krav):

- n3 n2 n E
;00& =0 <3 +5+ 6> = O(n®)

Uppgift 7
(a) Nej. I ett binért soktrdd méaste varje nods viinsterbarn vara mindre #n noden sjilv och
hogerbarnet vara storre dn noden sjilv. Detta uppfylls exempelvis inte i rotnoden.
(b) Ja. Héjden av vénster och hoger deltrid till varje nod skiljer sig med maximalt 1.

(c) Ingetdera. For att tridet ska vara en heap maste det vara komplett. Nod 13 maéste vara ett
vénsterbarn till 67 for att tradet ska vara komplett, men det ar ett hogerbarn.



Uppgift 8

(a)

Nod 2 ar startnoden, den laggs pa kon forst:

Ko: 2

Nod 2 besoks forst. Dérifran hittar vi grannarna (i nagon ordning): 1, 3 och 4
Ko: 1, 3,4

Nod 1 besoks. Nod 2 &r redan besokt. Inget mer hénder.

Ko: 3, 4

Nod 3 besoks. Nod 2 dr redan besokt, men inte nod 8.

Nod 8 &r vart mal, sa sokningen avslutas. Vigen som hittats dr: 2 - 3 — 8

Detta ger inte alltid den kortaste vigen eftersom nodvikterna ignoreras. Vi far dock alltid
vigen som besoker minst antal noder, men detta behtver inte vara den kortaste vigen.

Hir skriver jag avstandet till noden i parentes efter nodens nummer. Om jag kan komma till
nod 8 med avstand 5 skriver jag alltsa 8(5).

Nod 2 &r startnoden. Vi kan komma dit genom att ga 0 lingdenheter:

Ko: 2(0)

Nod 2(0) bestks forst. Dérifran hittar vi grannarna (i nagon ordning): 1(2), 3(5) och 4(3).
Ko: 1(2), 4(3), 3(5)

Nod 1(2) besoks sedan. Dérifran hittar vi 2(4), men det &r en ldngre vig dn 2(0), sa vi gor
inget.

Ko: 4(3), 3(5)

Nod 4(3) besoks sedan. Dérifran hittar vi 2(6), 5(7) och 6(8). 2(6) ldggs inte till, den har vi
en battre vig till.

Ko: 3(5), 5(7), 6(8)
Nod 3(5) bestks sedan. Hér hittar vi 2(10) och 8(11). 2(10) ldggs inte till.
Ko: 5(7), 6(8), 8(11)

Nod 5(7) bestks sedan. Hér hittar vi 4(11), 7(9) och 8(11). 4(11) och 8(11) liggs inte till,
det finns redan bittre (eller lika bra) viigar till dem.

Ké: 6(8), 7(9), 8(11)

Nod 6(8) bestks sedan. Nod 4(13) hittas, men lidggs inte till.
Ko: 7(9), 8(11)

Nod 7(9) bestks sedan. Nod 5(11) hittas, men ldggs inte till.

Nod 8(11) besoks. Detta dr malet, sa vi drar slutsatsen att den kortaste végen &r 11 enheter
lang, och att den kortaste vigen hiar 2 — 3 — 8.

Eftersom vi hittade en annan vig som var lika lang hade vi ocksa kunnat svara 2 — 4 —
5 — 8 beroende pa hur algoritmen dr implementerad.

For att hitta kortaste vigen 2 — 7 — 8 sa kan vi helt enkelt kora Dijkstras algoritm tva
ganger. Forst hittar vi kortaste vigen mellan nod 2 och 7, sedan kortaste viigen mellan 7
och 8.



