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1. Den hér uppgiften handlar om algoritmanalys.

(a) Vad gor foljande algoritm? Analysera dess exekveringstid i viirsta fallet.
Require: tva heltal, a 20 och n >0

Ensure: ?
function Foo(a,n)
k<0
b+1
while £ < n do
k+—k+1
b<b-a
return b

(b) Vad gor foljande algoritm? Analysera dess exekveringstid i virsta fallet.
Require: tva heltal, a # 0 och n >0
Ensure: ?

function BAR(a,n)
k+n
b+1
c+a
while £ > 0 do
if £k mod 2 =0 then
k<« k/2
c+c-c
else
k+—k—-1
b«<b-c
return b

2. Lat T vara en minHeap som lagrar n nycklar. Beskriv en effektiv algoritm for att hitta
alla nycklar i T som &r mindre &n eller lika med en given nyckel x (vilken inte nédvindigt-
vis forekommer 1 T'). Observera att nycklarna inte behover rapporteras i sorterad ordning.
Exekveringstiden for din algoritm ska vara O(k), dér k &r antalet nycklar som hittas.

3. Antag att du far givet ett diagram Gver ett telefonndtverk ritat som en graf G vars noder
representerar telefonvixlar och vars bagar representerar kommunikationslinjer mellan tva
vaxlar. Bagarna ar mérkta med sin bandbredd. Bandbredden av en vég i G &r bandbredden
av den bage i vigen som har lagst bandbredd. Beskriv en algoritm som givet ett diagram
och tva telefonvixlar a och b returnerar den maximala bandbredden fér en vig mellan a
och b. (Returnera bara den maximala bandbredden; du behéver inte returnera den faktiska
viigen.) Du kan anta att grafen i diagrammet ér enkel och sammanhéingande samt att alla
bandbredder dr ickenegativa. Analysera tidskomplexiteten hos din algoritm.



4. Ett polynom av grad n ar ett uttryck pa formen
ap+ a1+ ... +a,z"
dér ag, . ..,a, ir konstanter, a,, # 0 och x &r en variabel 6ver R.

(a) Ge pseudokod for en algoritm som, utgaende fran uttrycket ovan, beréknar virdet av
ett polynom av grad n for ett givet virde pa x. Analysera tidskomplexiteten for din
algoritm under antagandet att z° inte &r en primitiv operation utan maste beriknas
genom multiplikation.

(b) Beskriv en annan algoritm for att, under samma antaganden, beriikna virdet av ett
polynom av grad n i tid ©(n). Kan du koppla lésningen till ett av de algoritmiska
paradigm som diskuterats i kursen?

5. Antag att du har fatt uppgiften att implementera ADT Stack med enbart tva kder Q1 och
()2 som instansvariabler.

(a) Beskriv pa svenska eller med pseudokod hur du skulle implementera metoderna push()
och pop().

(b) Karakterisera den asymptotiska exekveringstiden for dina implementationer av push()
och pop() som funktioner av antalet element i stacken n.

6. I en sokning efter ett element x i ett bindrt soktriad kallas listan av noder x jamfors med
nyckelsekvensen f6r sokningen.

Antag att vi har talen fran 1 till 1000 insatta i ett binért soktrad och att vi vill stka efter
talet 363. Forklara varfor foljande inte kan vara nyckelsekvensen for sékningen: 925, 202,
911, 240, 912, 245, 363.

7. Foljande kodsnutt upphittades i en datorsal:

public Object foo (Sequence S, Comparator C, int k, int a, int b)
{

int ¢ = partition(S,C,a,b);

if (¢ == k) { return S.elemAtRank(k); }

else if (c < k) { return foo(S,C,k,c+1,b); }

else { return foo(S,C,k,a,c-1); }
}

public int partition (Sequence S, Comparator C, int left_bound, int right_bound)
{
Object pivot = S.atRank(right_bound).element();
int left_index = left_bound, right_index = right_bound-1;
while (left_index <= right_index) {
while ((left_index <= right_index) &&
C.isLessThanOrEqualTo(S.atRank(left_index).element () ,pivot)) {
left_index++;
}
while ((right_index >= left_index) &&
C.isGreaterThanOrEqualTo(S.atRank(right_index) .element () ,pivot)) {
right_index--;
}
if (left_index < right_index) {
S.swap(S.atRank(left_index),S.atRank(right_index));
}
¥



S.swap(S.atRank(left_index),S.atRank(right_bound));
return left_index;

}

Olyckligtvis verkar inte forfattaren vara DALG-student, eftersom det inte finns nagra kom-
mentarer och vissa variabelnamn &r olyckligt valda. Kodens andra del kénns ldtt igen som
partitioneringssteget i Quicksort, men den forsta delen &r lite mystisk. Din uppgift &ar att
lista ut vad den hér algoritmen gor genom att gora foljande saker:

(a) Stega genom en exekvering av foo(S,C,5,0,7), dir S dr sekvensen
(C,H,B,E,J,G,D,A) och C &r en jamforelseoperator fér bokstdver som ordnar
dem i alfabetisk ordning. Det forsta steget visas nedan; fortsétt genom att visa alla
anrop till foo och partition och deras returvirden samt nir platsbyten sker och hur
de fordndrar S. Vilket virde returneras till slut av anropet foo(S,C,5,0,7)7

foo(8,C,5,0,7) // s is (C,H,B,E,J,G,D,A)
partition(S,C,0,7)
swap elements at ranks O and 7 // S is now (A,H,B,E,J,G,D,C)
return O
foo0(S8,C,5,1,7) // ¢ is 0; choose c¢ < k case since 0 < 5

(b) Vad gor foo(S,C,k,a,b) i allminhet? Antag att k, a och b har giltiga viirden.

8. Antag att Tommy har valt tre heltal och placerat dem pa en stack i slumpméssig ordning.
Skriv en snutt pseudokod (utan loopar eller rekursion) som bara anvénder en jamforelse
och en variabel z, men #nda kan garantera att sannolikheten att variabeln x innehaller det
storsta av Tommys tre heltal &r 2/3. Motivera varfér din metod fungerar.

9. Lisa och Sluggo bygger en robot i en projektkurs de ldser och har upptéckt att de behover
passa in tva legobitar sida vid sida i en 6ppning. Oppningen &r z centimeter bred och
summan av de tva bitarnas bredder maste vara precis lika med 6ppningens bredd, annars
faller roboten sénder under demonstrationen. De tva konstruktdrerna har tillgang till en
enorm méngd legobitar med varierande bredder och maste vilja tva bitar som uppfyller
ovanstaende villkor.

Eftersom vi pa IDA tycker att allt ska goras enligt vildefinierade algoritmer &r din uppgift
att forse Lisa och Sluggo med en asymptotiskt effektiv algoritm for att 16sa deras problem!

Mer specifikt far du en méngd S bestaende av n reella tal och ytterligare ett reellt tal
x. Beskriv en algoritm, med exekveringstid O(nlog(n)), som avgér huruvida det finns tva
element i S vars summa #r exakt x eller ej.

10. Ett forensiskt laboratorium far en leverans av n prover. Proverna ser likadana ut, men faktum
ar att vissa av dem har olika kemisk sammanséittning. Laboratoriet har tillgang till en maskin
som kan anviindas for att ta reda pa om tva prov har olika sammanséttning eller inte. Redan
i forvig vet man att de flesta (mer dn 50%) av proverna &r identiska. Hitta ett av dessa
identiska prover genom att anvinda jamforelsemaskinen som mest n ganger. (Se upp: det
ar fullt mojligt att tva prov dr identiska utan att tillhora den stora majoriteten av identiska
prover.)

11. (a) Rita ett bindrt soktrad T sadant att
e varje nod i T lagrar en bokstav,
e en traversering i preorder av T’ ger ordet EXAMFUN och
e en traversering i inorder av T ger ordet MAFXUEN.
(b) Ge en algoritm med exekveringstid O(n) for att beréikna djupet av varje nod i ett trid

T, didr n dr antalet noder i T. Antag att det finns tva metoder setDepth(v, d) och
getDepth(v) som anvinder O(1) tid.



12.

13.

14.

15.

(a) Antag att vi far en sekvens S innehallande n element, déir varje element ir firgat med
en av k fiarger. Antag att S representeras med en array och ge in in-place-algoritm for
att ordna S sa att alla element med samma firger ligger i foljd i arrayen. Algoritmen
ska ha exekveringstid O(nk) i vérsta fallet.

(b) Antag att vi far en sekvens S innehallande n element, dér varje element &r ett heltal fran
intervallet [0,n? — 1]. Beskriv ett enkelt sitt att sortera S i O(n) tid. (Tips: fundera
pa olika sétt att representera elementen.)

Betrakta foljande giriga strategi for att hitta kortaste vigen fran start till goal i en given
sammanhéngande graf.
i. Initialize path to start.
ii. Initialize VisitedVertices to {start}
iii. If start = goal, return path and exit. Otherwise, continue.

iv. Find the edge (start,v) of minimum weight such that v is adjacent to start and v is
not in VisitedVertices.

v. Add v to path.
vi. Add v to VisitedVertices.

vii. Set start equal to v and go to step iii.

Hittar den hér giriga strategin alltid kortaste végen fran start till goal? Ge antingen en
oversiktlig forklaring till varfor det fungerar eller visa ett motexempel.

Omojligt? Din kompis Egbert &r kind for att komma med fantastiska pastaenden. Vilka av
Egberts pastaenden nedan #r mojliga respektive omgjliga? Svar utan motivering ger inga
poéng.

(a) Egbert siiger: Jag har en ny algoritm som kan sortera listor i linjér tid, forutsatt att
varje elements position i den osorterade listan inte dr mer d&n 1000 steg bort fran rétt
position i den sorterade listan.

(b) Egbert séiger: Jag har en ny algoritm som kan hitta det storsta talet i en given osorterad
array i logaritmisk tid.

(c) Egbert séger: Jag har en ny algoritm som kan sortera vilken lista som helst i linjér tid,
bara jag far en lamplig jimforelsefunktion.

Om a ar en array av lingd m, dér varje element a[i] &r ett heltal mellan 0 och n — 1, vad
dr varstafallstiden for en korning av féljande kodsnutt?

k = 0;

for (int i = 0; i < m; ++i ) {
for ( int j = 0; j < alil; ++j ) {
blk] = i;
++k;

>

}

Om det ocksa dr kiant att summan av alla element i a &r n, vad blir da exekveringstiden for
kodsnutten ovan?



16.

17.

18.

19.

20.

Trad

(a) Den totala lingden av ett trdd T dr summan av avstanden fran roten av T till alla
andra noder i 7. Beskriv en algoritm som far som indata roten r till ett binédrt trad
och som returnerar den totala lingden av tridet. Analysera tidskomplexiteten hos din
algoritm.

(b) En grupp biologer lagrar information om DNA-strukturer i ett AVL-trdd dir de an-
vinder strukturens specifika vikt (ett heltal) som nyckel. Biologerna behéver hela tiden
svara pa fragor av typen “Finns det nagra strukturer i tridet med specifik vikt mellan
a och b (inklusivt)?” och de hoppas pa sa snabba svar som méjligt.

Beskriv en algoritm som, givet heltal a och b, returnerar sant om det finns en nyckel =
i tridet, sadan att a < x < b, och falskt om ingen sadan nyckel existerar i tridet. Vad
har din algoritm for tidskomplexitet?

En array &r bitonisk om den innehaller en strikt 6kande sekvens av nycklar omedelbart f6ljd
av en strikt avtagande sekvens av nycklar. Beskriv en algoritm som hittar den stérsta nyckeln
i en bitonisk array av lingd N i tid proportionell mot log(N).

Skriv om féljande pastaende som en sats om oriktade grafer och bevisa satsen. Antag att
om A dr vén till B, sa dr B vén till A och att for varje A giller att A inte &r vén till A. “I
varje grupp av n > 2 personer finns det tva personer med samma antal vénner i gruppen.”

Vilka av foljande pastdenden #r sanna och vilka &r falska? Svar utan motivering ger inga
poéang.

(a) En lista L bestar av n heltal. Alla tal i listan ligger mellan 1 och n. Det gar att sortera
dessa n tal i tid O(n).

(b) n'te/Vieen ¢ O(nlogn), e > 0.

Antag att du behover generera en slumpmdssig permutation av heltalen fran 1 till N. Ex-
empelvis #dr {4,3,1,5,2} och {3,1,4,2,5} giltiga permutationer, men {5,4,1,2,1} &r inte
en giltig permutation eftersom ett tal saknas och ett tal forekommer tva ganger. En sadan
metod kommer ofta till anvéindning i olika typer av simuleringar. Vi antar att vi har tillgang
till en slumptalsgenerator, r, med metoden randInt (i, j), som generar heltal mellan i och
j med likformig sannolikhet. Hér dr tre algoritmer:

1. Fyll arrayen a fran a[0] till a[N-1] enligt foljande: For att fylla i a[i], generera
slumptal till ett dyker upp som inte redan finns i a[0], a[1], ..., al[i-1].

2. Samma som algoritm (1), men hall reda pa en extra array used. Nir ett slumptal ran
forst sétts in i a, sétt used[ran] =true. Detta betyder att nir al[i] ska fyllas i med ett
slumptal kan vi testa i ett steg om slumptalet redan anvénts.

3. Fyll i arrayen sa att a[i]=i+1 haller. Gor sedan foljande:

for (int i = 1; i < N; i++ ) {
swap( al[il, al randInt( 0, i )] );
}

Det &r inte svart att se att alla tre algoritmer ovan genererar giltiga permutationer. De
forsta tva algoritmerna har tester som garanterar att inga dubletter genereras och den tredje
algoritmen blandar om i en array som initialt &r fri fran dubletter. Det &dr ocksa liatt att se att
de tva forsta algoritmerna &r helt slumpméssiga och att varje permutation ar lika sannolik.
Den tredje algoritmen, konstruerad av R. Floyd, ar inte lika ldtt att forsta sig pa, men det
gar att visa att dven denna algoritm dr helt slumpmiissig med hjilp av induktion.

(a) Gor en asymptotisk analys av den forvintade kortiden for varje algoritm.

(b) Vad &r exekveringstiden i viirsta fall fér respektive algoritm?



21. Vianvéander en array med indexen 0 till 6 for att implementera en 6ppet adresserad hashtabell
av langd 7 med foljande tabell som hashfunktion:

nyckel | hashvirde
A 5
B 2
C 5
D 1
E 4
F 1
G 3

Antag att linjér sondering (linear probing) anvinds for att hantera kollisioner.

(a)
(b)

Visa hur arrayen ser ut efter att nycklarna har satts in i alfabetisk ordning: A, B, C,
D, E, F, G.

Vilken/vilka av foljande skulle kunna vara innehallet i arrayen efter att nycklarna har
satts in i nagon ordning?

[ O0f1][2]3]4]5]6
" A[F|D|[B|G[E]|C
g Ol1[2[3]4]5]6
" FIA[D|B|G|E]|C
o Ol 1[2]3[4]5]6
" C|A|B|G|F|E|D

22. Binéra trad

(a)

Lat T vara ett fullt binért trad med rot r. Betrakta foljande algoritm:
Input: Rot r av ett fullt binart trad
Output: 7
function TRAVERSE(r)
if r &r ett 16v then return 0
else
t < TRAVERSE(vénster barn till r)
s <~ TRAVERSE(hoger barn till r)
return s+t +1

Vad gor algoritmen?

Lat T vara ett fullt binért trid med 7 noder: a,b, ¢, d, e, f,g. En preordertraversering
av T bestker noderna i ordningen b, g,d, a, ¢, f, e. En inordertraversering av T' bestker
noderna i ordningen d, g, ¢, a, f,b,e. Finns det nagra noder som #r pa avstand 3 fran
roten av T'7 Vilka i sa fall? (Tips: I tradet T dr noden d vénster barn till g.)

En mingd K = {k1,...,k,} av n > 1 nycklar ska lagras i ett AVL-trad. Vilket av
foljande pastaenden ar alltid sant?

(A) Om k; ér den minsta nyckeln i K sa kommer vénster barn till noden som lagrar k;
i varje AVL-trad som lagrar K vara ett 16v.

(B) Alla AVL-trad som lagrar K har exakt samma hojd oavsett vilken ordning nyck-
larna sétts in i tradet.

(C) En preordertraversering av ett AVL-trdd som lagrar K besoker noderna i skande
nyckelordning.

(D) I varje AVL-trid som lagrar K #r nyckeln som lagras i roten av tridet samma,
oavsett ordningen nycklarna sétts in i tridet.



(E) Inget av pastaendena ovan dr alltid sant.

23. Givet tva arrayer a[] och b[], innehallandes M respektive N punkter i planet (med N > M),
konstruera en algoritm som avgoér hur manga punkter som forekommer i bada arrayerna.
Exekveringstiden for din algoritm ska vara proportionell mot N log M i virsta fallet och far
bara anvidnda en konstant méngd extra minne. Motivera att din algoritm klarar av dessa
krav.

24. Kolumnen nedan till véinster innehaller stringar som ska sorteras, kolumnen nedan till hoger
ar stréngarna i sorterad ordning, 6vriga kolumner visar innehallet vid nagot mellanliggande
steg i ett anrop till de fyra sorteringsalgoritmerna listade nedan. Para ihop varje algoritm
med rétt kolumn. Anvénd varje algoritm exakt en gang.

COS ARC ARC ARC REL ARC
PHY CHE CHE ART PHY ART
ELE COS COS CEE PHY CEE
COS COS COS CHE ELE CHE
MAT ECO ECO CHM PHI CHM
MOL ELE EEB COS ORF COS
LIN GEO ELE COS ORF COS
ARC LIN ELE COS COS COS
ECO MAE ENG COS ELE COS
CHE MAT GEO COS EEB COS
MAE MOL LIN COS MUS COS
GEO PHY MAE ECO GEO ECO
ORF ORF MAT ORF ORF EEB
EEB EEB MOL EEB MAT EEB
ENG ENG ORF ENG LIN ELE
ELE ELE PHY ELE COS ELE
COS COS ART MOL COS ELE
ELE ELE CEE ELE ECO ENG
CEE CEE COS ELE CEE GEO
EEB EEB EEB EEB CHE LIN
ART ART ELE PHY ART MAE
MUS MUS MUS MUS MAT MAT
PHI PHI ORF PHI MAE MAT
ORF ORF PHI ORF ELE MOL
COS COS COS GED COS MUS
PHY PHY PHY PHY MOL ORF
COS COS COS LIN COS ORF
MAT MAT MAT MAT EEB ORF
CHM CHM CHM MAT CHM PHI
ORF ORF ORF ORF ENG PHY
COS COS COS MAE COS PHY
REL REL REL REL ARC REL

1:a 2: 3: 4: 5: 6:b

(a) Indata (c) Selection-sort (e) Merge-sort
(b) Sorterad sekvens (d) Insertion-sort (f) Heap-sort (in-place)

25. Nycklarna i den hér uppgiften om binéra heapar &r stora bokstédver och vi anvénder bok-
stavsordning for att ordna dessa nycklar.

Betrakta foljande max-heap representerad som ett binért trid.



26.

27.

28.

Max-heapen ovan &r resultatet av en sekvens av insert- och removeMax-operationer. Antag
att sista operationen i denna sekvens var ett anrop till insert. Vilken/vilka nyckel/nycklar
skulle kunna vara de(n) som sattes in sist?

Randomiserade prioritetskoer.

Beskriv, gidrna med pseudokod, hur man kan ldgga till metoderna sample() och
removeRandom () till en implementation av ADT PRIOKO. De tva metoderna returnerar
en nyckel som véljs ut slumpméssigt med likformig sannolikhet bland nycklarna som for
tillféllet &r insatta i prioritetskén, diar den senare metoden ocksa tar bort den nyckeln ur
prioritetskon.

PQQO skapa en tom prioritetsko
void insert(Key key) | sétt in en nyckel i prioritetskén
Key min() returnera den minsta nyckeln
Key removeMin() ta bort och returnera den minsta nyckeln
Key sample() returnera en nyckel vald med likformig sannolikhet
Key removeRandom() ta bort och returnera en nyckel vald med likformig sannolikhet

Antag att du har tillgang till en slumptalsgenerator Random.uniform(N) som returnerar
slumptal mellan 0 och N — 1 med likformig sannolikhet. Din implementation av sample ()
far bara anvinda konstant tid, medan removeRandom() far anvinda tid proportionell mot
log N, dar N ar antalet nycklar i datastrukturen.

Lat A och B vara tva méingder av heltalsnycklar. Vi siger att A separerar B om det finns
tre nycklar x < y < z, sddana att z och z finns i B och y finns i A. Antag att alla nycklar &r
distinkta, att nycklarna i A lagras i ett balanserat binért soktrid T4 av lamplig sort och att
nycklarna i B lagras i ett balanserat binért soktriad Tz. Konstruera en algoritm som tar T4
och T som indata och avgor ifall A separerar B. Din algoritm ska ha exekveringstid O(log n),
dér n ar det totala antalet nycklar i A och B, i vérsta fallet. Notera att din algoritm far
anvéinda sig av ev. interna metoder soktriaden har och inte beh6ver begréinsa sig till insert,
remove och find. Beskriv din algoritm med pseudokod eller naturligt sprak och forklara
varfor dess virstfallskomplexitet dr O(logn).

Den hér uppgiften handlar om grafer.
Betrakta tva noder x och y som bada finns samtidigt pa anropsstacken (den som haller reda
pa alla rekursiva anrop) vid nagon tidpunkt i exekveringen av en djupetforstsokning fran
noden s i en riktad graf. Vilka av foljande maste vara sanna utsagor?

I. Det finns bade en riktad stig fran s till x och en riktad stig fran s till y i grafen.

II. Om det inte finns nagon riktad stig fran x till y sa finns det en riktad stig fran y till .
ITI. Det finns bade en riktad stig fran x till y och en riktad stig fran y till z.



(a) Endast I. (d) I, IT och IIL.
(b) Endast I och II.
(c¢) Endast I och II1. (e) Ingen av utsagorna.

29. Analysera den asymptotiska exekveringstiden for nedanstaende kodsnuttar.

(a) sum = 0;
for (i = 0; 1 < n; i++)
for (j = 0; j <i*1i; j++)
for (k = 0; k < j; k++)
sum++;
(b) sum = 0;
for (i = 1; 1 < n; i++)
for (j =1; j < i * 1i; j++)
if (j % 1i==0)
for (k = 0; k < j; k++)
sum++;

30. Stackar

(a) Foresla en datastruktur som stédjer stackoperationerna push och pop samt en tredje
operation findMin som returnerar det minsta elementet i datastrukturen, samtliga i

O(1) vérstafallstid.

(b) Visa att om vi ldgger till en fjirde operation deleteMin som hittar och tar bort det
minsta elementet, sa maste minst en av de fyra operationerna anvinda Q(logn) tid.

31. Sant eller falskt? Givet en max-heap med n distinkta nycklar blir resultatet av att séitta in en
nyckel som &r storre &n de n nycklarna i heapen och sedan anropa removeMax exakt samma

heap som den vi ursprungligen hade.

32. En sammanhingande oriktad graf G = (V, E) kallas 2-fdrgbar om och endast om det finns
en funktion f : V — {red,blue} sadan f(v) # f(w) nér det finns en bage mellan v och w;
med andra ord, inga grannar tilldelas samma firg. Konstruera en algoritm med polynomisk
vérstafallstid som avgor ifall en sammanhéngande oriktad graf dr 2-fargbar eller ej. Forklara
noggrannt varfor din algoritm fungerar och varfér den bara anvinder polynomisk tid. Tips:

anvand en girig approach.



