Nagra svar till exempeltentafragor i
TDDC91 Datastrukturer och algoritmer

15 oktober 2015

Foljande dr 1osningsskisser och svar till exempeltentafragorna. Losningarna som ges hir ska
bara ses som véigledning och dr oftast inte tillrickliga som svar pa tentan.

1. (a) Den hir algoritmen berdknar a™. Kortiden for algoritmen &dr O(n) eftersom
e de initiala tilldelningarna tar konstant tid
e varje iteration av while-looopen tar konstant tid
e det blir exakt n iterationer

(b) Den hir algoritmen beriknar ocksa a™. Koértiden for algoritmen dr O(logn) av foljande
skél:
Initialiseringen och if-satsen med sitt innehall tar konstant tid, sa vi behover lista ut hur
manga ganger while-loopen nas. Eftersom &k minskar (antingen halveras eller minskas
med ett) i varje steg och ir lika med n initialt kommer loopen som viirst att exekveras
n ganger. Men vi kan gora en béttre analys.
Notera att k halveras om k &r jaimnt och att k minskas med ett och halveras i nésta
iteration om k #r udda. Sa atminstone varannan iteration av while-loopen halverar k.
Det gar att halvera ett tal n som mest [logn] ganger innan det blir < 1. (Varje gang vi
halverar ett tal skiftar vi det at hoger med en bit, och ett tal n har [logn] bitar.) Om vi
minskar talet med ett mellan att vi halverar det kan vi fortfarande inte halvera det fler
dn [logn| ganger. Eftersom vi bara kan minska &k med ett mellan tva iterationer som
halverar k (om inte n &r udda eller det &r sista iterationen) far vi gora en interation som
minskar k& med ett hogst [logn] +2 ganger. Sa vi har som mest 2[logn] + 2 iterationer.
Vilket ger oss tidskomplexiteten O(logn).

2. Notera att om v dr en nod i T som &r storre dn x sa dr alla nycklar lagrade i dess deltrdd
ocksa storre dn x. Alltsa ar det tillrdckligt att soka med start i roten efter noder i T som
ar mindre &n eller lika med x. Vi visar hiir ett rekursivt sétt att gora detta pa. Genom att
anvéinda en ko eller en stack gar det att formulera iterativa losningar.

Require: en heap T, en nod v i T, en fragenyckel x
Ensure: hittar nycklarna i deltrddet av T rotat i v som &r mindre &n eller lika med =
procedure FINDSMALLER(T, v, x)
if v # null then
if (v.KEY()) <« then
REPORTKEY (v.KEY())
FINDSMALLER(7T, T.LEFTCHILD(v), x)
FINDSMALLER(T, T.RIGHTCHILD (v), x)

Exekveringstiden for algoritmen blir O(k) av foljande skil. Nar vi flyttar oss nedat i trédet
tittar vi pa varje nod med en nyckel mindre &n eller lika med x exakt en gang. De enda 6vriga
noder vi tittar pa ar deras barn. Givet k hittade nycklar har de k motsvarande noderna i
heapen 2k barn. Trots det faktum att nagra av deras barn ocksa &r bland noderna vars
nycklar dr < x ger detta oss fortfarande den sckta 6vre gransen: vi tittar pa 3k noder, vilket
dr O(k) noder.



3. Det hir kan astadkommas genom att modifiera Dijkstras algoritm. I stéllet for att represen-
tera den kortaste vigen fran a till u later vi mérkningen D[u] representera den maximala
bandbredden 6ver alla vigar fran a till u. Den maximala bandbredden for en vig fran a via u
till en nod z som &r granne till v &r min{D[u], w((u, z))} s& att relaxeringssteget uppdaterar
D[z] till max{D[z], min{D[u], w((u,z))}}.

Require: Viktad sammanhingande enkel graf G och tva skiljda noder a och b
Ensure: Returnerar den maximala bandbredden 6ver alla viagar fran a till b
function MAXBANDWIDTH(G, a, b)
initialisera Dla] <— oo och D[u] < 0 for varje nod u #a i G
lat en prio-k6 @ innehalla alla noder i G med D-virdena som nycklar
while @ &r icketom do
u < Q.REMOVEMAX()

if v = b then > hittade slutnoden — kan stanna héar
return Dlu)
else

for each granne z till v som &ri @ do
d + min{D[u], w((u, z))}
if d > D[z] then
D[z] +d
indra z:s nyckelvirde i @ till D][z]

En avslutande return-sats dr onddig eftersom v = b vid nagot tillfélle i huvudloopen varfor
algoritmen terminerar och returnerar resultatet da.

Genom att representera grafen med en grannlista blir exekveringstiden densamma som for
Dijkstras algoritm — O((n 4+ m)logn), dir n dr antalet noder i G och m antalet bagar i G,
om prioritetskén implementeras m.h.a. en heap och O(n?) om prioritetskén implementeras
med en osorterad sekvens. (Det gar att komma ner till O(nlogn + m) genom att anvénda
en dnnu tjusigare datastruktur for prioritetskon.)

4. (a) res = 0;
for (i = 0; i <= n; i++) {
ai = alil;
xi = 1;
for (j = 0; j < 1i; j++) {
xi = xi * x;
}
res = res + ai * xij;
}
return res;
Tidskomplexitet O(n?).
(b) res = aln] * x;
for (i = n-1; i >=1; i--) {
res = res + al[il;
res = res * Xx;
}
res = res + al[0] ;
return res;
Detta dr ett exempel pa dynamisk programmering.

5. Push: gor enqueue pa Q1. Tar O(1) tid.

Pop: dequeue:a alla element i ()1 och enqueue:a dem i )2, féorutom sista elementet som vi
sparar i en temporér variabel. For tillbaka elementen till (); genom att dequeue:a dem fran
Q2 och enqueue:a dem i Q. Returnera temporirvariabelns element. Pop kommer att ta ©(n)
tid.



6. 240 finns efter 911, sa vi letar i vanster deltrdad till 911. Dér dr alla element mindre &n eller
lika med 911 sa alla nycklar i sekvensen maste vara mindre &n 911. Men 912 bestks efter 240
vilket dr en motségelse.

7. (a) foo(S,C,5,0,7)

partition(S,C,0,7)

swap elements at ranks O and 7

return O
foo(S,C,5,1,7)
partition(S,C,1,7)

swap elements at ranks 1 and 2
swap elements at ranks 2 and 7

return 2
foo(S,C,5,3,7)
partition(S,C,3,7)

// S is (C,H,B,E,J,G,D,A)

//

//

//
//

//

swap elements at ranks 4 and 6 //
swap elements at ranks 6 and 7 //

return 6
foo0(S,C,5,3,5)
partition(S,C,3,5)

//

swap elements at ranks 5 and 5

return 5
return G
return G
return G

return G
Resultatet av foo(S,C,5,0,7) ar G.

//

S

n

n

is

is

is
is

is

is
is

now (A,H,B,E,J,G,D,C)

0; choose ¢ < k case since

c is 6; choose ¢ > k case since

// S is now (A,B,C,E,D,G,H,J)

c is 5; choose ¢ = k case since

(b) Om a = 0 och b = S.size() — 1 sa returnerar foo(S,C,k,a,b) elementet vid rank k i

8. x <= S.pop()
if x < S.top() then
x <= S.popO

den sorterade sekvensen. (Annars finns tva méjligheter. Om k < a eller k > b far vi en
krasch. Om a < k < b returneras elementet vid rank &k — a i den sorterade sekvensen
bestaende av element med rank mellan a och b i indatat S.)

Notera att om det storsta heltalet ar det forsta eller andra elementet i S sa lagras det i z.
Alltsa lagrar x det storsta elementet med sannolikhet 2/3.

9. Losningen anvinder en teknik som paminner om merge sort.

Find-2-Numbers(S, z,n)
S is a set of n numbers.
x is the sum we are aiming for.

(a) A< MergeSort(S)

)
(b)
)

left <0

(¢c) right + (n—1)
(d) while (left < right)

@

)
)
f)

)
)

(
(
(g
(h
(i

if ((Alleft] + Alright]) = x)
then return TRUE.

else if ((Alleft] + A[right]) < z)
left + (left+1)

else



10.

11.

() right < (right — 1)
(k) return FALSE.

Steg (a) tar O(nlogn) tid och resten av stegen tar O(n) tid. Algoritmen evekverar i tid
O(nlogn).
Ett alternativt sdtta att gora detta skulle kunna vara att sortera arrayen och att sedan, for

varje y i arrayen, soka efter (z —y). Varje sokning skulle ta tid O(logn) och algoritmen totalt
O(nlogn) tid.

Den grundliiggande idén dr att om tva prov &r olika sa kan de forkastas eftersom ett av dem
inte tillhor majoriteten och majoriteten bevaras om vi gor detta.

Algoritmen behandlar proverna ett och ett och haller reda pa en kandidat c till att vara ett
majoritetsprov och dess "multiplicitet” k. Invarianten vi anvénder ar att om vi lagger till
k kopior av prov c till de obehandlade proverna sa &r majoritetsprovet i ursprungsuppsétt-
ningen av prover och denna nya uppséttning prover samma.

Algorithm 0.1: FINDMAJORITY (5)

k<« 0
for i+ 0ton—2
ifk=0
k+1
do then ¢ Sli+1]
if Si+1]=c¢
else then k+— k+1
else k«+ k—1
return (c)

Alternativa losningar skulle kunna innebéra att ga genom arrayen med prover och jamfora
varje konsekutivt par. Om ett par innehaller distinkta prov, kasta bort dem. Om ett par
innehaller tva "likadana” prov, behall ett av dem. Utfor sedan samma procedur pa resterande
prover. I varje sadant svep 6ver alla kvarvarande prover kastas atminstone hilften av proverna
bort. Lat oss, for enkelhets skull, anta att n = 2F. D& #r antalet jamforelser som behéver
utforas inte fler in n/2 +n/d+n/8+... +1 =214 4+1=2V-1=n—-1.

()

(b)
Djupet av en nod v &r lika med djupet av fordldern plus ett. Darfér kommer var algoritm
att hiirma en preordertraversering (varje forilder maste behandlas fore sina barn). For
att berdkna djupet av varje nod i T anropas foljande algoritm med T och T'.root() som
indata.



12.

Algorithm 0.2: CoMPUTEDEPTH(T, v)

if T.isRoot(v)
then setDepth(v,0)
else setDepth(v, 1 + getDepth(T.parent(v)))
children + T.children(v)
while children.hasNext()
d {child + children.next()
ComputeDepth(T, child)

Vi antar att children(v) gar i tid O(c,) 1 vérsta fallet, dér ¢, &r antalet barn v har. Da
tar varje rad i if -satsen tid O(1). Tilldelningen till children tar O(c,) tid och while -
loopen exekveras ocksa ¢, ganger for att rekursivt berdkna djupen av alla noder i
deltriidet rotat i v. Om vi exkluderar de rekursiva anropen tar COMPUTEDEPTH O(c,)
tid.

Hur lang tid tar COMPUTEDEPTH(T, T'.root())? Notera att for varje nod v i T anropar vi
CoMPUTEDEPTH(T, v) exakt en gang (eftersom varje nod har som mest en férélder och
vi borjar med roten i T'). Dérfor &r exekveringstiden for COMPUTEDEPTH(T, T.root())
lika med den sammanlagda tiden det tar att exekvera den icke-rekursiva delen av COM-
PUTEDEPTH for varje nod i T. Det blir totalt ) . O(c,) = O3, cp o), vilket ar
O(n). En alternativ 16sning till det hér problemet behover en extra datastruktur som
kan gora inséttningar och borttagningar i O(1) tid (t.ex. stackar och kéer). Foljande #r
en algoritm som anvénder en stack for att berdkna djupet. For att fa till en algoritm som
anvander en ko far vi starta med en tom ko och ersétta alla push- och pop-operationer
med anrop till enqueue respektive dequeue.

Algorithm 0.3: CoMPUTEDEPTH(T)

current < T.root()
S + en tom Stack
S.push(current)
while !S.isEmpty()
current < S.pop()
if T.isRoot(current))
then setDepth(current,0)
do else setDepth(v, 1 + getDepth(T.parent(v)))
children «+ T.children(v)
while children.hasNext())
do S.push(children.next())

Anledningen till att vi kan anvénda bade stack och ko hér &r att det inte spelar nagon
roll i vilken ordning vi behandlar barnen till varje nod, sa linge vi behandlar noden
sjalv fore alla dess barn. Vi sdkerstéller detta genom att ta ut en nod och sedan sétta
in dess barn i vilken extra datastruktur det nu &r vi anvénder. Observera att varje nod
sétts in och tas ut exakt en gang. Antalet insdttningar &r en 6vre grians for hur manga
ganger den yttre while -loopen exekveras och antalet uttagningar begréinsar antalet
iterationer i den inre while -loopen. Allting annat dr enkla operationer och metoder
som tar O(1) tid, sa den hér algoritmen gar ocksa i O(n) tid.

For att illustrera 16sningsprincipen ger vi forst en algoritm baserad pa antagandet att
elementen har en av tva fiarger: rod eller bla. Vi haller reda pa tva index i arrayen front
och end. front och end ror sig mot varandra till de méts och da terminerar algoritmen.
Medan de traverserar sekvensen gor vi foljande: sa fort front ser ett rott element och
end ser ett blatt element byter vi plats pa dessa element. Det betyder att alla platser i



arrayen front traverserar kommer att innehalla blaa element, medan alla element end
traverserar kommer att innehalla roéda element.

Algorithm 0.4: REDBLUESORT(S)

n < S.size

front <0

end <+ n—1

while front < end

if S[front].color() = red and S[end].color() = blue
comment: swap the two elements

then J tmp < S[front]
S[front] + Slend]
Slend] < tmp

do { comment: find the leftmost red element if such exists

while S[front].color() = blue and front < end
do front + front+1
comment: find the rightmost blue element if such exists

while S[front].color() = red and front < end
do end +—end —1

Algoritmen &r in-place och eftersom front och end ror sig mot varandra besoks varje
element i sekvensen av nagon av dem exakt en gang. Varje gang vi inkrementerar
front eller dekrementerar end utférs som mest en swap-operation och som mest tre
kontroller (firgkontroll och mdojligtvis tva kontroller av front < end). Alla dessa tar
konstant tid att utfora. Darfor &r kortiden f6r REDBLUESORT O(n).

Algoritmen for fallet med k firger ar baserad pa ovanstaende algoritm. k ganger gor vi
foljande:

Vi haller reda pa right_boundary for S (initialiserad till n).

Vi viljer en av k farger, color; som vi inte valt forut.

Vi sorterar arrayen S precis som ovan férutom att vi anvéander color; som den réda
fargen och alla firger som inte &r color; som den blaa firgen. Dessutom sorterar vi
endast element i S som finns mellan 0 och (inte inklusive) right_boundary.

Efter att vi dr klara sétter vi right_boundary till det varde indexen front och end
konvergerat till.

Observera att en iteration av den hér algoritmen har exekveringstid O(n) eftersom det,
i princip, 4r samma algoritm som for fallet med tva farger och den koérs & ganger. Darfor
blir den totala exekveringstiden O(nk).



Algorithm 0.5: SINGLECOLORSORT(S, right_boundary, currcolor)

front < 0

end < right_boundary — 1

while front < end

if S[front].color() = currcolor and S[end].color() # currcolor
comment: swap the two elements

then J tmp < S[front]
S[front] « Slend]
Slend] < tmp
do { comment: find the leftmost currcolor element if such exists

while S[front].color() # currcolor and front < end
do front «+ front +1
comment: find the rightmost non-currcolor element if such exists

while S[front].color() = red and front < end
do end < end — 1

if S[front].color() = currcolor
then return (front)
else return (end)

Algorithm 0.6: COLORSORT(S, C)

right_boundary < S.size()
for colorind < 0 to C.size() — 1
currcolor < Clcolorind]
{rightboundary <+ SINGLECOLORSORT(S, right_boundary, currcolor)

(b) Lat k vara ett heltal i intervallet [0,n% — 1]. Om vi representerar talet i bas n skulle
det besta av tva tal (I, f), sddana att k =1-n+ f, dir [ och f bada dr fran intervallet
[0,n—1]. Lampligt nog &r den lexikografiska ordningen pa bas n-representationen precis
samma som ordningen for heltalen vi vill sortera. Darfér kan vi anvéinda Radix-sort for
att sortera sekvensen i linjér tid.

Algorithm 0.7: LIMITEDSORT(S, n)

comment: change the representation

for i< 0ton—1

do AJi] «+ ((S[i] = S[i] mod n)/n, S[i] mod n)
RADIXSORT(A)
comment: restore the representation

fori+—0Oton—1
do S[i] + AJi][0] - n + A[4][1]

13. Det hér kan misslyckas av tva skél. For det forsta ar det inte sidkert att strategin hittar nagon
stig alls, eftersom den inte har nagon mekanism for att backa om den hamnar i situationen
att alla utgaende bagar fran noden den befinner sig i leder till noder som redan besokts. I
figuren nedan till vanster besoks noderna i ordningen start, a och b. V&l i b har alla grannar
till b redan besokts, sa algoritmen fallerar vid steg iv.

For det andra kan strategin misslyckas om det finns tre noder v;,v;, v, dér bagvikterna
mellan dem uppfyller f6ljande egenskaper:



o w((vi,v;)) < w((vs,vg)) (sa stigen algoritmen viljer mellan v; och v;, gar genom v;)
o w((vi,v;)) +w((vj,ve)) > w((vi, vx)) (triangelolikheten)

Figuren nedan till héger visar ett exempel pa detta — noderna bestks i ordningen start,
a, b, goal med 70 som total véiglingd. Den kortaste vigen, ddremot, &dr start — ¢ — goal,
med lingd 15. Att bagvikterna uppfyller triangelolikheten &r rétt sa vanligt, sirskilt om de
representerar ett faktiskt fysiskt avstand mellan noderna.

14. (a) Méjligt. Anviind insertion sort. 1000 dr en konstant, sa detta &r “néstan sorterat data”.

(b) Omdojligt. Maste titta pa allt data = Q(n) tid.

(c) Omdjligt. Jamforelsebaserad sortering gor Q(nlogn) jamforelser i virsta fallet.

15. O(mn) resp. O(m + n).

16. (a)

tl (root r)
if (r == null)
return O
else
return tl(r, 0)
}

tl (node r, len x) {
s1 =0
s2 =0
if (r.hasLeft)
sl = tl1(r.left, x+1)
if (r.hasRight)
s2 = tl(r.right, x+1)
return x + sl + s2

}

Algoritmen har linjar tidskomplexitet.

Om q eller b finns dr svaret ja. Annars? Att soka efter a+1,a+2,...,b— 1 blir vildigt
langsamt. (Beror pa virdena, inte antalet noder i tridet.) Om sokning efter a och b
terminerar i ag och by (ag # bp), sa finns specifik vikt mellan a och b: forfadern till ag
och by dr en av dem. Om bada misslyckade sokningarna terminerade i samma l6v ar
svaret nej. Tidskomplexiteten blir O(logn).

17. Algoritmen liknar binérstkning.

pub

lic static int max (int[] a, int lo, int hi) {
if (hi == lo) return alhil;
int mid = 1o + (hi - lo) / 2;

if (a[mid] < almid + 1]) return max(a, mid + 1, hi);
else if (a[mid] > al[mid + 1]) return max(a, lo, mid);
else return al[mid];



18. Om G i#r en oriktad enkel graf med |V (G)| > 2 sa finns det tva noder med samma antal
grannar i grafen.

19.

20.

22.

23.

24.
25.

Antag att G ej har isolerad nod. Detta medfor att varje nod har [1,n — 1] grannar. Men det
finns n noder, sa da maste tva noder ha samma antal grannar enligt duvslagsprincipen. Om
G har en isolerad nod finns det n — 1 noder med [1,n — 2] grannar. ..

(a)
(b)

(a)

Sant. Anvind riknesortering.

Falskt. Antag motsatsen. Da viixer n/VI°8™ langsammare &n logn. Logaritmera =
logn - £/+y/log n viixer langsammare #n loglogn. Men logn - ¢/y/logn = ¢ - v/logn. Om
vi sitter L = logn far vi att ev/L viixer langsammare #n log L eller, ekvivalent, att
eL vixer langsammare #n log” L, men log? L viixer strikt langsammare &n L, si vart
ursprungliga antagande maste vara falskt.

Algoritm 1: Iteration 4: O(7) tid for att kolla om tal ej redan finns. Forvéintat antal
slumptal som behéver genereras for a[i] dr N/(N — i) eftersom ¢ av talen &r dubletter
(och sannolikheten att fa icke-dublett &r (N — 1)/N). Vi far

=

Ry N e 1 ol
> 7 < > N gNQngsz - € O(N?log N).
i i=0 j=1

7=

S

Zjvzl % = Hy, det N:te harmoniska talet. Antingen kénner man till att lim,, o, (H,, —
Inn) =~~~ 0.5772... eller s kan man anvéinda att le Lldz =Inn.

Algoritm 2: Sparar faktor i {6r varje position = O(nlogn) forvintad tid.

Algoritm 3 &r alltid linjar.

Det finns ingen begriansning pa vérstafallstiden for algoritm 1 och 2 eftersom det alltid
finns en nollskiljd sannolikhet att programmet inte terminerat vid en given tid T.

0|1]|2|3|4]5]6

GID[B|F|E[A|C
I dr resultatet av insdttning i ordning F, D, B, G, E, C, A. II & omdjlig, da forsta
nyckeln som sétts in hamnar pa en plats i tabellen som motsvarar dess hashvirde, men
ingen nyckel har denna egenskap. III 4r omdjlig — B och G &r i ratt position, sa vi kan
anta att de sattes in forst. Men da skulle den tredje nyckeln ocksa vara i ritt position.

Algoritmen berdknar antalet interna noder i tradet.

Sortera a[] med heapsort (genom att anvinda nagon naturlig ordning for punkterna). For
varje punkt b[j] anvéand bindrsokning for att leta efter punkten i den sorterade arrayen al[].
Kortiden dr M log M for sorteringen och N log M for de N binérsokningarna. Bade heapsort
och binérsokning kan goras in-place.

l:a, 2:d, 3:e, 4:c, 5:f, 6:b

KMR



26. .

27. Idén

sample (): Vilj ett slumpmiissigt arrayindex r (mellan 1 och N) och returnera nyckeln
alr].

public Key sample() {
int r = 1 + Random.uniform(N);
return alr];

3

removeRandom():

— Vilj ett slumpméssigt arrayindex r (mellan 1 och N) och spara undan nyckeln
al[r] som ska returneras.

— Byt plats pa alr] och a[N] och minska N med ett.

— Aterstill heapordningen genom att utféra anropen downHeap(r) och upHeap(R)
for att fixa till att heapordningen ev. inte &r uppfylld kring r. Notera att a[N] i
ursprungsheapen inte behover ha varit den storsta nyckeln i heapen, sa anropet till
upHeap (R) &r nodvandigt.

public Key removeRandom() {
int r = 1 + Random.uniform(N) ;
Key key = alr];

swap(r, N--);
downHeap(r) ; // om a[N] var fér stor
upHeap(r) ; // om a[N] var f6r liten

a[N+1] = null; // st&da upp
return key;

}

ar att om det finns nagon trippel z < y < z som i uppgiftslydelsen sa &r det ocksa sant

att miny, < y < maxp,. Alltsa letar vi forst upp det minsta och det storsta elementet i Tz
och soker sedan efter dessa i T4. Beroende pa resultatet av dessa sokningar kan vi avgora

om v

i ska returnera true eller false. Det blir en del specialfall att halla reda pa, men om

vi anvéinder t.ex. AVL-triad klarar vi oss med O(logn) tid for att leta reda pa min, max och
de tva modifierade sokningarna.

28. Endast I och II. Anropsstacken innehaller en sekvens av noder pa en riktad stig fran s till
nuvarande nod (med s pa botten och nuvarande nod pa toppen).

29. (a)

(b)

30. (a)

(b)

31. Sant.

j kan bli sa stort som i2, vilket kan bli sa stort som n?. k kan bli s& stort som j, vilket
ar n?. Exekveringstiden #r dérfor proportionell mot n - n? - n?; vilket ir O(n®).

if-satsen exekveras som mest n? ganger, enligt argumentet ovan, men dr endast sann
O(n?) ganger (eftersom den dr sann exakt i ganger for varje i). Alltsd exekveras den
innersta loopen bara O(n?) ganger. Varje gang tar den O(j?), eller O(n?) tid, vilket ger
totalt O(n?) tid. Det fungerar inte alltid att multiplicera looparnas storlek.

Vi anvénder tva stackar. En stack S anvinds for att halla reda pa de push och pop som
gors. Den andra stacken M haller reda pa det minsta elementet. For att implementera
push gor vi push pa S. Om det nya elementet dr mindre dn 6versta element pa M gor
vi ocksa push pa M. For att implementera pop gor vi pop pa S. Om elementet som
pop:as dr samma som det Oversta elementet pa M pop:ar vi M ocksa. findMin gors
genom att undersoka oversta elementet pa M. All dessa operationer gar uppenbarligen
att utfora i tid O(1).

Med dessa fyra operationer gar det att sortera en indatasekvens med O(n) operationer.
Vi vet att (jamforelsebaserad) sortering tar tid Q(nlogn) i vérsta fallet vilket ger att
minst en av operationerna maste anvinda Q(logn) tid.
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32. Losningsforslag: Vilj en godtycklig nod v och firga den red. Férga alla dess grannar blue
och kolla om nagon konflikt uppstatt. Om inte, farga alla noder som grénsar till de blue-
fargade red och sa vidare. Antingen lyckas man firga hela grafen eller sa uppstar en konflikt
nagonstans. Det kan vara lite for mycket begért att man ska prestera ett helt formellt kor-
rekthetsbevis men en vettig diskussion kan man kréva.

11



