Kapitel 4

Relationer

Om du hittar ett fel i ndgon av uppfiterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till mikael.asplund@liu.se.

4.1. (a) Ja, R r reflexiv, eftersom for alla x € A giiller att (z,z) € R:
(0,0),(1,1),(2,2) e R

(b) Nej, R dr inte symmetrisk. Till exempel (0,1) € R, men (1,0) ¢ R.
(¢c) Ja, R dr antisymmetrisk, eftersom for alla (z,y) € R géller att x =y eller (y,z) ¢ R

(d) Ja, R ir transitiv. Fér att inse detta maste vi rikna upp alla par av par (z,y),(z,w) € R
sadana att y = z och kontrollera om (z,w) € R (vi hoppar 6ver fallen da x = y eller z = w
eftersom dessa foljer omedelbart). Da aterstar endast ett par av par: (0,1),(1,2) € R, vilket
dr OK eftersom (1,2)

42. (a)
R=RUR?>UR?UR*...=
{(1,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}u
{(1,3),(1,4),(2,1),(2,4),(3,2)}u
{(1,1),(1,4),(2,2),(3,3),(3,4) }u
{(1,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}u...=
{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)
(b) Nej, (4,4) ¢ R
(c) Nej, (3,4) € R* men (4,3) ¢ R*
(d) Nej, (1,2),(2,1) e R*
(e)
(a) B = {(1,1),(1,2), (3,4), (4,2)} U{(1,1),(2,2), (3,3), (4,4)} -
{(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(3,4),(4,2), (4,4)}
(b) Symmetriska holjet av Ry: Ry u Ryt =
{(1,1),(1,2),(3,4), (4,2)} u{(1,1),(2,1),(4,3),(2,4) } =
{(1,1),(1,2),(2,1),(2,4),(3,4),(4,2),(4,3)}

(¢) Lat R= RiuRs ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,4), (4,2),(4,4)}. Det symmetriska holjet
av R blir da:

Nej, eftersom den inte &r reflexiv och inte heller antisymmetrisk.

4.3.

RUR™={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,4), (4,2), (4,4) }u

{(1,1),(2,1),(1,2),(2,2),(1,3),(4,3),(2,4), (4,4)} =
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1),(3,4),(4,2), (4,3), (4,4)}
(d) Rf =RiUR?UR}UR]...=

{(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} u{(1,2),(3,2)} o =
{(1,1),(1,2),(3,2),(3,4),(4,2)}
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ar inte en partialordning pa N eftersom < inte &r en reflexiv relation. Till exempel 2 £ 2
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< ar en partialordning pa N.

e < idr reflexiv eftersom for alla i e N géller att i <4
e < dr transitiv eftersom for alla i, j, k € N géller att
1<jnj<k—-i<k
e < dr anti-symmetrisk eftersom for alla i, j € N géller att
1<JAJ<i—=>i=]
(¢) > dr en partialordning pa N av samma skil som ovan (byt ut < mot >)

(d) R dr inte en partialordning eftersom den inte #r anti-symmetrisk. s(1) = s(10) vilket innebér
att (1,10) € R och (10,1) € R, men 1 # 10.

(e) R &r inte en partialordning eftersom den inte dr reflexiv. 2-1¢1sa (1,1) ¢ R
4.5. Relationen drEnSorts bor definieras som en partialordning. Vi gar igenom egenskaperna en i taget:

o Reflexivitet. Det dr rimligt att siga att en klass A drEnSorts A

e Transitivitet. Om en klass A drEnSorts B och B drEnSorts C sa dr det ocksa rimligt att A
drEnSorts C

e Anti-symmetri. Om en klass A drEnSorts B och B drEnSorts A, d&r da A = B? Ja det ar ett
rimligt, men inte sjéilvklart. I vardagligt sprak kan vi séiga att “en gang &r en sorts stig” och
att en “stig dr en sorts gang”, men gang dr inte exakt samma sak som stig. For klasser vill vi
dock ha en mer exakta definitioner.
4.6. (a) Ja, R #r reflexiv, transitiv och symmetrisk.
(b) Nej, ¢ ér inte symmetrisk: {0} € {0,1} men {0,1} ¢ {0}
(¢) Ja. Vi konstaterar forst att Fy <> Fo om sanningsvirdet f6r de tva formlerna #r samma for

alla tolkningar (rader i sanningstabellen).

e Reflexiv: F' < F eftersom F' has samma sanningsvirde som sig sjilv.

e Transitiv: Om F; < F5 och Fy < F3 sa har Fy, Fy och F3 samma sanningsvirde for alla
tolkningar alltsa mase F; < Fj3

e Symmetrisk: Om F); < F5 sa giller ocksa Fy < F enligt definitionen av < pa méngden
av satslogiska formler.

(d) R innehaller endast ett element: (0,0). Alltsa dr R inte reflexiv och dérmed inte en ekviva-
lensrelation.

(e) R ir reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv: (1,2) € R och (2,3) € R, men (1,3) ¢ R, sa
R dr inte en ekvivalensrelation.
4'7' (a) R = {(A’ A)7 (A7 B)’ (B7 A)’ (B7 B)7 (C’ 0)7 (D7D)}
(b) {(4,4),(A,B),(4,C),(B,A),(B,B),(B,C),(C,A),(C, B),(C,C)}
(c) {(0,0),(1,1)}
4.8. Betrakta relationen R ¢ N x N som defineras enligt
R={(i,5) | In,m e N[i-3n=j-3m]}
(a) Vi behover visa reflexivitet, transitivitet och symmetri:

e Reflexiv: Lat i vara godtyckligt tal i N. Da finns det tal n och m néamligen n = m =0
sadana att i —-3n=91-3-0=4=49-3-0=1¢-3m. Alltsa dr (,7) € R.

e Transitiv: Lat ¢, 7, k vara godtyckliga tal i N sadana att (4,5) € R och (j,k) € R. Da finns
det heltal n,m,n’,m’ € N sadana att

i-3n=j-3moch j-3n =k-3m’
Vi kan skriva om dessa uttryck till

i-3n+3m=joch j=k-3m'+3n



Kombinerar vi dessa (eliminerar j) far vi:
i-3n+3m=Fk-3m'+3n

Skriver om:
i-3(n+n')=k-3(m+m')

Eftersom n,m,m’,m’ e N dr &ven (n+n') € N och (m+m') e N. Alltsa dr (i,k) € R och
R &r ddrmed transitiv.

e Symmetri: Om (,7) € R sa finns n,m € Nat sadana att i—3n = j—3m vilket av definitionen
ger att dven (j,7) € R
(b) e [0]={0,3,6,...} ={neN | Ik eN[3k=n]}
o [1]1={1,4,7,..} ={neN |k eN[3k+1=n]}
e [2]={2,5,8,...} ={neN | JkeN[3k+2=n]}

4.9. Inget 16sningsforslag finns fér denna uppgift.

4.10. Inget 16sningsforslag finns for denna uppgift.



