Lektionsuppgifter for TDDCT75 Diskreta strukturer
Uppgifter

Mikael Asplund

9 augusti 2017



Om du hittar ett fel skicka ett mejl till mikael.asplund@liu.se.



Innehall

5

6

Satslogik
Deduktion
Maingder
Relationer
Funktioner

Rekursion, induktion och ordning

A Satslogiska lagar

11

13

14



Kapitel 1

Satslogik

1.1. Gor sanningstabell for nedanstaende satslogiska formler

(a) (rAp)

(b) (P ((prg)—>p))
(c) (((g=q)=p)~>-9)
(d) (((rer)ep) > (r(r—19))
(e) ((=r = (grp)) < p)
() ((pe(gvp)) <)
(g) ~(=p~>(pvr))
(h) (rv-(pvaq))
(i) =(~g=> (p<r1))
(G) (((rvr) >q) < --p)
(k) (((gva)v(gnp))vp)
(1) ~(~q Vv (grp))

(m) ((=pvp)vp)

(@) (gn((p—>1)v(g<q)))
(©) (((rer)—>(g->7))AT)
() (gn((pvr)—>(q—1)))
(@) (=~¢~q)

1.2. Tva satslogiska formler Fy och F kallas logisk ekvivalenta (eller semantiskt ekvivalenta) och skrivs
ofta Fy < F5 om de har samma sanningsvirden for alla tolkningar. Anviind sanningstabeller for

att visa lagarna nedan.

O

(a) Lagen om dubbel negation:
P =p

(b) De Morgans lagar:
~(prg) = (=pVv-q)
~(pvaq) = (~pr-9)

(c) Associativa lagarna:

(pn(gnr)) < ((prg)ar)
(pv(gvr)) = ((pva)vr)

(d) Distributiva lagarna:
(pr(gvr)) = ((prg)v(par))
(pvgnr)) = ((pva)Alpvr))

(e) Idempotens:

(pAp)=p
(pvp) =p



(f) Identitetslagar:
(prAl)=p
(pv0)=p

(g) Dominans:

(pr0) <=0
(pvl) <=1

(h) Inversa lagar:
(pA-p) <=0
(pv-p) =1

(i) Absorptionslagar:
(pr(pva) =p
(pv(png))=p

(j) Implikationslagen:
(p—a) = (=pva)

(k) Kontrapositiva lagen:
(p=4q) = (-¢~-p)

(1) Ekvivalenslagen:
(req) = ((p=>a)r(g—>p)

1.3. Anvind lagarna ovan for att forenkla uttrycken nedan sa langt som méjligt. For varje steg ange vil-

ken lag du hénvisar till nér du gér omskrivningen. Strikt formellt har vi inte introducerat mojligheten
att skriva om delar av ett uttryck (substitutionsregeln), men det ér tillatet.

Exempel:
(pAp)—>-p <= (Idempotens)
p—=>-p < (Implikation)
—pV=p < (Idempotens)
-p

(a) Forenkla uttrycket: (p < ((pAg) = p)), om du fatt rétt svar kan du verifiera mha sanningstabell
for uppgift 1(b).

(b) Forenkla uttrycket: (((¢ = ¢) = p) = —q) , om du fatt rédtt svar kan du verifiera mha san-
ningstabell for uppgift 1(c).

1.4. En tautologi har sanningsvirdet 1 for alla mojliga tolkningar och ar alltsa logiskt ekvivalent med

uttrycket 1. Visa genom omskrivningar pa samma sétt som forra uppgiften att foljande satser ar
tautologier.

(a) (((grg) A (pVvq))—q)

(b) (=(rer)—>=(prp))

(c) (a=(qgv(qvr)))
(d) ~(p < -p)
(e) (~(¢—r)—>q)



Kapitel 2

Deduktion

2.1. Anviénd deduktion for att hirleda foljande (for att underldtta har de vanligaste reglerna samman-
fattats i tabell A.1):

(a) Bevisa att Modus ponens ir en giltig logisk konsekvens utan att anvinda Modus ponens.
(b) Bevisa att p < ¢ < (pAq) Vv (-p A -q). Notera att p < ¢ omm p = ¢q och g = p.
2.2. En av mdjligheterna vid ett deduktionsbevis &r sa kallad indirekt hérledning, eller motségelsebevis.

Ett exempel pa detta ar foljande bevis for att
(p—=>q)(g=r)-r=-p:

(1) p—>¢q Premiss
(2) g—>r Premiss
(3) - Premiss
4 --p Hypotes
(5) p (4) och dubbel negation
6) ¢ (4), (1) och Modus ponens
(7 r (6), (2) och Modus ponens
(8) ra-r (3),(7) och konjunktionsregeln
9) 0 (8) och inversa lagen
(10) -p (4)-(9) och Motségelseregeln

Notera att raderna 4-9 dr inskjutna for att markera att de behandlar en hypotes. Detta kan &ven
markeras med linjer el dylikt.

Anvind motségelsebevis for att bevisa foljande:

(a) ((p— q) A—=q) = —-p (utan att anvéinda kontrapositiva lagen)
(b) Vad som helst kan hirledas fran ett falskt pastaende, exempelvis: p A —-p = ¢
(©) (=gvr)=(p<p)
d) (pra)rg) = (pVp)
(€) (-per)=(p~p)
() ((¢=>q) > -a) = -q
2.3. Oversitt foljande pastaenden till predikatlogiska formler:

(a) Alla bilar har fyra hjul.
(b) Ingen kan vara forilder till sig sjélv.

(c) Antingen &r alla bollar svarta eller sa dr ingen boll svart.

2.4. Antag att vi har foljande kombinatoriska krets:

A
& ——D

& ———F

NN



Visa att D och E inte kan vara 1 samtidigt genom att logiskt beskriva kretsen och den 6nskade egen-
skapen. Utfor beviset med naturlig deduktion. Du far endast anvéinda de primitiva hérledningsreglerna
fran bilaga A, men far hirleda egna regler om de hirledda reglerna redovisas och utférs med hjélp
av primitiva regler.

2.5. Ange for foljande pastaenden doméner for x och y sa att pastaendet &r en tautologi.

)
(c) Yavylz =y
(d) Vavy[z <y]
(e) FzVyla® =y]



Kapitel 3
Miangder

3.1. Forenkla foljande uttryck:

(a) {A,B,C}u{C,D}
(b) {A,B,C}n{C,D}
(c) {A,B,C}u{{C,D}}
(d) {4,B,C}n{{C,D}}
) {4,B,C}ug@

f) {A,B,C}u{z}

(e
(
3.2. Bestdm kardinaliteten av foljande méangder:
(a) {1,2,3}

(b) {a,b,c}

(c) {J

(d)

(e) {0,{1,2}}

(f) {B,2.{2}}

3.3. Lat A={0,1,2,3,4} och B={0,2,4,6,8}. Vad &r resultatet av f6ljande uttryck:

3.4. Antag att A ={1,2,5}, B ={2,3,4,5}. Vad blir resultatet av féljande uttryck givet att universum
ir {1,2,3,4,5,617

we”

3.5. Visa eller motbevisa var och en av foéljande likheter, dar “\” betecknar méngddifferens:
(a) (ANB)NC=(A~C)\B.
(b) (ANB)U(ANC)=AN(Bn(C).
(c) 24°B =24\ 2B,



3.6.

3.7.

3.8.

Lat A och B vara tva méangder om vilka vi vet att
|[AuB|<2|AnB|.

(a) Kan endera eller bada av méngderna A och B vara tomma méngden?

(b) Kan A och B vara samma icke-tomma méngd?

(¢) Om |A| =|B| = 10, hur manga gemensamma element maste da A och B minst ha?
Definiera den symmetriska differensen A mellan méngder pa vanligt séitt, dvs. AAB = (AN B)u
(B~ A), dir \ betecknar vanlig méingddifferens). Visa att foljande likheter giiller for godtyckliga
miéngder A och B.

(a) AA@=A

(b) AAB=BAA

(c) AAB=(AnB)u(AnDB)
Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska och antingen bevisa eller motbevisa pastaendenas:

(a) ANB=B~ A
(b) (ANB)n(BNA)=g



Kapitel 4
Relationer

4.1. Lat A={0,1,2} och lat R c A x A vara en relation definerad enligt f5ljande

R ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2)}
(a) Ar R reflexiv?
(b) Ar R symmetrisk?
(c) Ar R antisymmetrisk?
(d) Ar R transitiv?

4.2. Lat A={1,2,3,4} och lat R vara en relation pa A definierade enligt foljande:
R={(1,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}

(e) Ar R* en partialordning?
4.3. Lat Ry och Ry vara foljande relationer pa {1,2,3,4}

Ry = {(1’1)7(172)7(374)a(4a2)}
Ry = {(1’1)7(271)7(371)a(474)’(2’2)}

Skriv ut foljande relationer (pa samma form som relationerna ovan):

(a) Reflexiva holjet av R;.

(b) Symmetriska holjet av R;.

(¢) Symmetriska holjet av Ry U Ra.
(d) Transitiva holjet av R;.

4.4. Avgor om foljande relationer utgor partialordningar. Motivera varfor eller varfor inte.

(a) < pa de naturliga talen, N

(b) <paN

(¢) 2pa N

(d) ReAx Adar A={0,1,...,100}, R={(4,5) e Ax A | s(3) < s(j)}, och s(i) &r siffersumman
for talet ¢ (exempelvis s(13) =1+ 3 =4).

() ReNxNdidr R={(4,j) e NxN | 2; < j}

4.5. T objektorienterad programmering kan en klass drva egenskaper av en annan klass. Som ett exempel
kan vi tédnka oss en klass Fordon. En barnklass (eller subklass) till Fordon é&r till exempel en Bil.
En barnklass till bil 4r exempelvis en Elbil. Vi kan nu ténka oss en relation mellan klasser som
vi kallas d@rEnSorts, sa att Elbil drEnSorts Bil, och Bil drEnSorts Fordon. Ta stéllning till om
relationen drEnSorts bor definieras som en partialordning.



4.6. Avgor om foljande relationer utgor ekvivalensrelationer. Motivera varfor eller varfor inte.

(a) RcAx Adir A={0,1,2,3} och R={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),
(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

(b) < pa 24 for A=1{0,1,2,3}.
(¢) < pa méingden av satslogiska formler.
(d) R={(i,) eNxN | i+j=0}
() R={(i,j) eNxN | Ji-j|<2}
4.7. For varje partition nedan, ange vilken ekvivalensrelation den genererar.
(a) {{4,B},{C},{D}}
(b) {{4,B,C}}
(c) {{0},{1}}
4.8. Betrakta relationen R € N x N som defineras enligt
R={(i,7) | In,meN[i-3n=7-3m]}
(a) Visa att R dr en ekvivalensrelation.

(b) Karakterisera (beskriv) ekvivalensklasserna [0],[1],[2]

4.9. Lat Pc Ax A och @ € Ax A vara tva godtyckliga ekvivalensrelationer. Visa att ocksa P n () maste
vara en ekvivalensrelation. Géller detsamma for P u Q7

4.10. Antag att R < A x A dr en partialordning pa A. Antag vidare att P € (Ax A) x (Ax A) ér definerad
enligt foljande
(21,22)P(y1,y2) omm x1 Ry, och z2Rys.

Visa eller motbevisa att P dr en partialordning pa A x A.
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Kapitel 5

Funktioner

5.1. Lat P vara méingden av alla méjliga personnummer och f: P~ N vara en (partiell) funktion som
anger nuvarande alder for alla som har ett personnummer.

(a) Ar f injektiv?
(b) Ar f surjektiv?
(c) Ar f bijektiv?
5.2. Lat A = {z,y,z}, B = {0,1,2,3} och funktionerna f : A - B och g : B - A definieras som
f={xz~»1ly~2,23ochg={0p 2,1 > y,2 2,3 z}.
(a) Vad blir sammanséttningen go f?
(b) Vad blir ssammanséttningen f o g7
5.3. Antag att f:N — N definieras enligt
fn)y=n+1
och att g:IN — N definieras enligt

(n) = 0 om n &r jamn,
g " | 1 om n éir udda.

(a) Ar f eller g injektiv och/eller surjektiv?

(b) Vad blir (f o g)(n) for de fem minsta naturliga talen n?
(¢) Vad blir pa motsvarande siitt (go f)(n)?

(d) Beskriv funktionen (f o f)(n)

5.4. Antag att vi har fyra olika funktioner fi, fo, f3, f4 dér

e fi &ar injektiv men inte surjektiv,
e f5 ar surjektiv men inte injektiv,

f3 ar bijektiv, och

o f4 &r varken injektiv eller surjektiv.

Ge exempel pa hur funktionerna f1, fa, fs, f4 kan se ut givet att funktionernas doméner och virdeméngder
kan véljas bland féljande méngder:

A={a,b,c} B={0,1,2} C={0,1}.

5.5. En logisk grind (i digitaltekniken) med m st. ingangar z1,...,z,, kan betraktas som en funktion
f:{0,...,2™ -1} » {0,1}, ddr ingangarna betraktas som en binir kodning av ett naturligt tal.
Bestam for var och en av foljande definitioner av f vilken typ av grind den motsvarar, eller om den
inte motsvarar nagon av de vanliga grindtyperna alls.

omn=2"-1
annars

@ sw-{ o
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annars

() f(n)={ é: om n <2™ -1

annars

(b) f(n)z{‘fj om0

5.6. Lat f: N+ 2N vara en funktion definierad som f(n) = {i € N | i <n} for alla n e N.

(a) Ange funktionsvirdena for f(0), f(1), f(2) och f(5).
(b) Ar f injektiv?
(c) Ar f surjektiv?
)

(d) Existerar den inversa funktionen f~!:2N s N?

12



Kapitel 6
Rekursion, induktion och ordning

6.1. Visa att 2" < n! for alla heltal n > 3.

6.2. Visa att n? < 2" for alla heltal n > 4.

6.3. Visa att alla heltal n > 3 kan skrivas pa formen n = 2a + 5b dir a,be N

6.4. Lat ap =0, a; =1 och a,, = an_1 + an_2 f6r n > 2. Visa att a,, < (7/4)" for alla n > 0.

6.5. Lat E={neN | n/2e N} och visa att [N| = |E| genom att skapa en bijektion f: N — E.

6.6. Lat D vara foljande binéra relation pa de naturliga talen N:
x Dy omm det existerar z € N sadant att -z =y

Visa att (N, D) &r en poméngd.
6.7. Lat A= {A,B,C,D,E,F}.

Finns det nagon relation S ¢ R som ocksa &r en partialordning?

f) Finns det nagon relation T sadan att R c T och T &r en partialordning?
6.8. Lat A vara en icke-tom méngd och R vara en relation, R ¢ A x A och lat

RO = ddy
R™! = RoR" (n>0)

Visa med hjélp av induktion att om R &r symmetrisk sa &r dven R™ symmetrisk for alla n > 0.
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Bilaga A

Satslogiska lagar

Regel

Bendmning

—=p =P

Lagen om dubbel negation

=(png) = (-pv-q)
-(pvq) = (-pAr—q)

De Morgans lagar

(pr(gar)) = ((prg)ar)
(pv(gvr)) = ((pvgvr)

Associativa lagarna

(pAr(gvr)) <= ((prg)Vv(par)) | Distributiva lagarna
(pv(grr)) = ((pva) r(pvr))

(pAp)=p Idempotens
(pvp)=p

(pAl)<=p Identitetslagarna
(pv0) =p

(pA0) <=0 Dominans

(pvl) <=1

(pA-p) =0 Inversa lagarna
(pv-p) =1

(pA(pvq)) ep Absorption
(pv(prg)) <p

(p—>q) = (-pva) Implikationslagen
(p—~q) < (-q—~-p) Kontrapositiva lagen
(peq)=((p=>q)r(g—>Dp)) Ekvivalenslagen

(r—q),p=4q

Modus ponens

(p—4q),~q=-p

Modus tollens

(p=q),(g=r)=p->r

Syllogism

PANG=DP

Konjunktiv forenkling

p=>pVgq Disjunktiv férstédrkning
(pvaq),~qg=p Disjunktiv syllogism
P,g=png Konjunktionsregeln

Tabell A.1: Logiska ekvivalenser och konsekvenser
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