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Syftet med detta dokument dr att komplettera kursmaterialet i kursen TDDC75

Diskreta strukturer med grundldggande begrepp géllande relationer och holjen.
Framstéillningen hir &r rent matematisk utan att gora kopplingar till tillamp-
ningar dér relationer och holjen faktiskt kan vara anviandbara.

1 Relationer

Vi borjar fran borjan och definierar begreppet par som kommer utgora grunden
for resten av dokumentet. Dérefter gar vi vidare med kartesisk produkt och
binéra relationer.

Definition 1. Ett par (x,y) &r en ordnad samling av tva (mojligen lika)
element = och y.

Exempel 1. Exempel pa par ar (0,2), (1,2),(0,0), (a,b), (&,{0,1}), (0, (0,1)).
Som synes sa kan forstas dven méngder och par vara element i ett par. Exempel
som inte ar par ar

e (1) eftersom det innehaller bara ett element
e {0,1} eftersom en méngd &r oordnad
e (0,1,2) eftersom det innehéaller tre element

Det ar forstas mojligt att generalisera definitionen av par och gélla ett storre
antal element, vi kallar det d& en n-tupel, och i det specifika fallet (0,1, 2) kan vi
siga att det ar en 3-tupel. Vi kommer dock i denna framstéllning att begréinsa
oss till par och binéra relationer, eftersom det dr grunden for relationshéljen.

Nér vi nu har definierat och forstatt begreppet av par sa kan vi enkelt utcka
detta till den kartesiska produkten.

Definition 2. Lat A och B vara méngder. Den kartesiska produkten (eller
kryssprodukten) av A och B definieras som

AxB={(z,y) |z € AochyeB}

Exempel 2. Lat A = {0, 1,2} och B = {a, b}, da blir den kartesiska produkten
A x B = {(0,a),(0,b),(1,a),(1,b),(2,a), (2,b)}. Observera dock att (a,0) ¢
A x B, eftersom paren dr ordnade. Det gar tex ocksa bra att bilda den kartesiska
produkten B x B = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}.



Som synes s& innehaller den kartesiska produkten A x B sex element, dvs
|A x B| =6 och |B x B| =4. I allménhet géller att |A x B| = |A]| - |B].

Vi kan nu definiera begreppet relation, vilket vi gbér genom att séga att
en relation ar en delméngd av den kartesiska produkten mellan tva méngder.
Precis som att par kan generaliseras till att géla tupler sa kan relationer ocksa
generaliseras till att gélla pa fler 4n tva méngder. De relationer som vi arbetar
med hér ar dock bindra (tvastélliga).

Definition 3. Lat A och B vara méngder. En bindr relation R pa A och B &r
en delmiangd till A x B, dvs
RCAXxB

Observera att (z,y) € R ofta skrivs R(x,y) eller zRy. I de fall som A = B
dvs vi definerar en relation R C A X A sa séger vi att R ar en relation pa A.
Om ett par (z,y) tillhor relationen R si kan man séiga att x relaterar till y.

Exempel 3. Vi fortsitter pa exemplet ovan diar A = {0, 1,2} och B = {a,b}.
Foljande ar d& nagra av de manga mdjliga relationer som finns pa A och B.

e R=1{(0,a),(1,b)}

o R=1{(0,b),(1,a),(2,a)}

e R = A x B (dvs alla méjliga par)
e R = & (relationen &r tom)

Innan vi gar vidare ska vi definiera tva speciella relationer, identitetsrelatio-
nen och inversrelationen.

Definition 4. Lat A vara en méngd. Indentitsreltationen pa A definieras som
ida = {(z,2) | = € A}.

Exempel 4. Lat A ={0,1,2,3} da &r identitetsrelationen pa A
ida =4{(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)},
dvs den innehéller alla element i A, men som dublettpar.

Inversrelationen definieras utifran en redan existerande relation R. Principen
ar enkel. Alla par viinds &t andra hallet si att alla par (z,y) omvandlas till (y, x).

Definition 5. Lat R C AxB vara en relation. Inversen R~! till R defineras som

R™'={(y,2) | (z,y) € R}
Exempel 5. Lat R = {(0,1),(1,2),(2,3)}, da blir R—' = {(1,0), (2, 1), (3,2)}.

2 Egenskaper

Vi har sett att en relation definieras som en delméingd till den kartesiska produk-
ten mellan tva méngder. Uppenbarligen finns det alltsa ett stort antal mojliga
relationer 6ver tva méngder. Vi ska nu ga igenom ett antal egenskaper som dessa
relationer kan ha for att skapa en sorts systematik for att forsta relationer. De



egenskaper som vi tar upp i denna framstdllning &ar reflexivitet, transitivitet,
symmetri och anti-symmetri. Det finns &ven andra egenskaper som kan defi-
nieras for relationer, men vi begrénsar oss till de mest vanligt férekommande.
Alla dessa egenskaper dr definierade 6ver relationer pa formen R C A x A, dvs
det ar samma sorts element i bada delar av de ingaende paren. Vi kommer ge-
nomgéende att anvinda A = {0,1,2,3} och relationerna nedan for att forklara
begreppen:

e R =1{(0,1),(0,2),(0,3)}

e Ry =1{(0,1),(1,0),(1,2),(2,1)}

e R3=1{(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)}
e Ry =1{(0,1),(0,2),(1,2)}

e Ry =0

2.1 Reflexivitet

Forst ut ar begreppet reflexivitet vilket betyder att alla element fran ursprungs-
méngden (A) ska relatera till sig sjélva. Det kan dock finnas andra par i rela-
tionen férutom de som krévs for att relationen ska vara reflexiv.

Definition 6. En relation R C AX A &r reflexiv omm (z,x) € R for alla x € A.
Exempel 6. Vi gar igenom relationerna ovan och underséker om de &r reflexiva.
e R, ar inte reflexiv eftersom tex (0,0) ¢ Ry
e R, ar inte reflexiv eftersom tex (0,0) ¢ Ry
e Rj &r reflexiv eftersom (0,0),(1,1),(2,2),(3,3) € Rs
e R, ar inte reflexiv eftersom tex (0,0) ¢ Ry

e Rj &r inte reflexiv eftersom tex (0,0) ¢ Rs

2.2 Transitivitet

Nésta begrepp ar transitivitet. Detta kan intuitivt forstas som att den fortplan-
tar kopplingar.

Definition 7. En relation R C Ax A &r transitiv omm (z,y) € Roch (y,z) € R
medfor att (z,2) € R, for alla z,y, 2z € A.

Hér ar det viktigt att komma ihég att vi har att géra med en implikation
(medfor att), sd att om premissen dr falsk sd &r implikationen sann.

Exempel 7. Vi gar igenom exemplen och undersoker transitivitet.

e R; ar transitiv eftersom det inte finns tva par (z,y), (v, 2) 1 Ry (premissen
ar falsk).

e R, &r inte transitiv eftersom (0,1), (1,2) € Ry men (0,2) ¢ Ro.



e R &r inte transitiv eftersom (0,1), (1,2) € R3 men (0,2) ¢ Rs.

e R, ir transitiv eftersom for alla méjliga par (x,y), (v, z) ndmligen (0, 1)
och (1,2) s& finnz ocksa (x, z) € Ry, dvs (0,2) € Ry.

e Rj ar transitiv eftersom inte finns tva par (x,y), (y,2) i Rs (premissen &r
falsk).

2.3 Symmetri

Vi géar vidare med egenskaperna och tar upp begreppet symmetri. Detta kan
forstas som att alla par i relationen ska ha sin egen spegelbild med i relationen
ocksa.

Definition 8. En relation R C A x A dr symmetrisk omm (z,y) € R medfor
att (y,x) € R, for alla x,y € A.

Exempel 8. Vi gar igenom exemplen och undersoker symmetri.
e R; ir inte symmetrisk eftersom tex (0,1) € Ry men (1,0) ¢ R,

e R, dr symmetrisk eftersom for varje par (z,y) € Rs sa finns dven (y,z) €
R

R3 &r inte symmetrisk eftersom tex (0,1) € Ry men (1,0) ¢ Ry

R, &r inte symmetrisk eftersom tex (0,1) € Ry men (1,0) ¢ R

e R5 dr symmetrisk eftersom det inte finns nigra par i Rs (premissen ar
falsk)

2.4 Anti-symmetri

Sist ut &r begreppet anti-symmetri vilket i princip séger att det inte far fin-
nas nagra spegelbilder i relationen, forutom reflexiva element som &r sina egna
spegelbilder.

Definition 9. En relation R C A x A dr anti-symmetrisk omm (z,y) € R och
(y,x) € R medfor att x =y, for alla z,y € A.

Exempel 9. Vi gar igenom exemplen och underséker symmetri.

e Ry ar anti-symmetrisk eftersom det inte finns ndgra par (x,y), (y, ). No-
tera att det andra elementet i det ena paret ska vara samma som det forsta
elementet i det andra paret.

e R, &r inte anti-symmetrisk eftersom (0,1) € Ry och (1,0) € Ry och 0 # 1.

e R3 ar anti-symmetrisk eftersom de enda paren (z,y), (y,x) som finns &r
fore=y=0r=y=lr=y=22=y=3

e R, &r anti-symmetrisk eftersom det inte finns nagra par (z,y), (y, x).
e R; dr anti-symmetrisk eftersom det inte finns nigra par (z,y), (y,x).

En relation kan alltsa bade vara symmetrisk och anti-symmetrisk pa samma
gang (tex den tomma relationen). Det &r dven mojligt for en relation att vara
varken symmetrisk eller anti-symmetrisk.



3 Sammansattning

Relationer kan sédttas ihop med varandra och déarigenom ge upphov till nya
relationer. Detta kallas for sammanséittning.

Definition 10. Lat R C A x B och S C B x C. Sammansdttningen av R och
S betecknas S o R och defineras som

SoR={(z,z) e AxC| 3y € B[(z,y) € RA (y,2) € 5]}

Exempel 10. Lat R = {(0,1),(1,2)} och S = {(1,3),(2,4)}. Da blir samman-
séttningen S o R = {(0,3),(1,4)}

I de fall som relationen ar definerad 6ver en enskild méngd s kan vi ut-
féra sammanséttningen av relationen med sig sjalv. Det kan néstan liknas vid
att multiplicera ett tal med sig sjdlvt. Och pa samma sétt kan vi anvdnda po-
tentsnotation for relationer.

Definition 11. Lat R C A x A vara en relation. Vi definierar da

R = ida
R = RoR" (n>0)
Hir har vi ett exempel pa en rekursiv definition. Till exempel relationen R®

definieras som R® = Ro R*. Genom att utveckla uttrycket kommer man till slut
ner till R! = Ro R® = Roida =

4 Héljen

Det sista avsnittet i detta dokument beskriver relationsholjen (eng. closure).
Intuitivt kan vi férsta detta begrepp som att man lagger till par till en relation
till relationen uppfyller en viss dnskad egenskap.

Vi borjar med det reflexiva holjet som for en viss relation ldgger till de
noédvindiga par sa att relationen blir reflexiv.

Definition 12. Det reflexiva héljet R~ av en relation R C A x A ar
R™ = RUida

Exempel 11. Lat A = {0,1,2} och R C A x A, R = {(0,1),(1,2)}, d& blir
det reflexiva héljet R~ = RUidy = {(0,1),(1,2)} U {(0,0),(1,1),(2,2)} =
{(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2)}

P& motsvarande sitt dr det symmetriska holjet att helt enkelt lagga till de
spegelbildspar som saknas.

Definition 13. Det symmetriska holjet av R C A x A ar
RUR™!

Exempel 12. Lat R = {(0,1),(1,2)}, d& blir det symmetriska héljet RUR™!
{(0,1),(1,2)} U {(1,0),(2, 1)} = {(0,1),(1,0),(1,2),(2,1)}



Det transitiva holjet &r lite lurigare och definieras som unionen av alla posi-
tiva potenser av relationen.

Definition 14. Det transitiva héljet RT av R C A x A ar
Rt =|JR
i>0

Observera att det finns oéndligt manga 7 > 0 sd gor denna definition nagot
svarhanterlig nir man ska rikna ut R*. Som tur finns det en metod som gor att
det transitiva holjet kan berdknas. Principen dr ganska enkel, anta att R C Ax A
ar en relation och vi vill berikna R*.

1. Lat So =R

2. Lat Sp41 = (Ro S,) US,, dvs ldgg till alla element som kommer av att
applicera R

3. Om S, 1 = Sy, si dr det klart, Rt = S,,, annars gi till 2.

Det dr mojligt att matematiskt bevisa att denna metod leder fram till det
onskade resultatet, men vi uteldmnar det eftersom det kridver anvindning av
induktionsbevis.

Exempel 13. Vi kan illustrera med ett exempel. Lat R = {(0,1), (1,2),(2,3)}.

e So=R=1{(0,1),(1,2),(2,3)}.
o 51 = (RoSo)USo = {(0,2),(1,3)}{(0,1),(1,2), (2,3)} = {(0,1),(0,2),(1,2), (1,3),(2,3)}
o Sy = (ROSI)USI = {(Ov 2)7 (0’ 3)v (173)}U{(0’ 1)7 (07 2)’ (17 2)7 (1’ 3)7 (27 3)} =
{(07 l)a (07 2)7 (Oa 3), (17 2)a (173)7 (23 3)}
o SS - (Rosl)usl = {(Oa 2)7 (07 3)a (173))}U{(Ov 1)7 (07 2)3 (073)7 (lﬂ 2)7 (L 3)a (27 3)} =
{(07 1)a (Ov 2)7 (Oa 3)7 (17 )a (1’3)7 (2a 3)} =52

* Rt = Sy = {(07 1); (Ov 2)7 (Oa 3)7 (17 2)7 (17 S)a (2»3)}
Till sist, vi kan kombinera de reflexiva och transitiva héljena enligt foljande.

Definition 15. Det reflexiva transitiva héljet R* av R C A x A ar

R*=|JR (=R"Uida)
i>0



