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Regressionsmodell for icke-hierarkiska data (repetition)

Antag att vi observerar n oberoende varden y1, ..., y, och vill férklara dem
med n vdrden pa p férklarande variabler x11, ... x1p, X21, ..., X2p, Xn1, .-\ Xnp-
Standardregressionsmodellen dr, fér individ i,

Yi = ﬁo + ,le,-l + ...+ :BprP + €

dair €; ~ N(0,0'g).
| matrisform kan modellen skrivas som

Y=XB+e

dir e ~ N(0,021).
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Hierarkiska data

@ Hierarkiska data, "Clustered" data, fler-nivé data, grupperade data
o Enheter grupperade i olika nivaer

@ Vi har ett urval av skolor - inom varje skola har vi ett antal klasser -
inom varje klass har vi ett urval av elever

e Niva 1: elever
e Niva 2: klasser
o Niva 3: skolor

o Vi har ett urval av familjer - inom varje familj underscker vi alla/négra
barn

o Niva 1: barn
o Niva 2: familjer
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Exempel: Samband mellan medelbetyg och poing p& prov

Inritad regressionslinje
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Exempel: Samband mellan medelbetyg och poing p& prov

Inritad regressionslinje for varje skola
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Varfor ska vi ta hansyn till den hierarkiska strukturen pé

data?

@ Vi kan vil bara anvinda den ldgsta nivén (tex elev) som enhet och
anvianda vanliga analysmetoder?

@ Eller - vi kan vil anvdnda den hogre nivan (tex klass / skola) som
enhet och anvinda vanliga metoder?

e Individer (observationer) inom en grupp tenderar att vara lika
varandra

o Familjer: syskon (samma foraldrar, samma miljépaverkan)
o Skolor: klasser: elever (p&verkar varandra, mer lika frén bérjan?)

@ lIgnorerar vi grupperingar kan vi missa viktiga gruppeffekter

@ Ignorerar vi korrelationen mellan observationer inom grupper far vi
missvisande skattningar p& varianser
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Exempel: Studie om l&sinldrning i skolan (Bennet, 1976)

@ Slutsats: Barn som lar sig ldsa enligt den "traditionella tekniken" lar
sig fortare dn de som inte gor det

o Multipel regressionsmodell med elever som enheter (inga grupperingar)
o Statistisk signifikant skillnad

o Aitkin et el (1981) analyserade om datamaterialet och tog hansyn till
att eleverna var grupperade i klasser

e Inte ldngre statistiskt signifikant skillnad
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Exempel: Mean PIAT Scores

Data fr&n Rodgers, J.L., Cleveland, H.H., van den Oord, E., & Rowe, D.C. (2000).

Resolving the debate over birth order, family size and intelligence. American Psychologist,
55, 599-612.
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Mean Piat Score uppdelat p& familjestorlek
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Fixed effects modeller

@ Definiera dummyvariabler for att skatta skillnader mellan skolor,
klasser, familjer...

@ Detta fungerar om vi har ett mindre antal skolor, klasser, familjer...
och endast vill generalisera till dem

o Vill vi generalisera resultaten till ett stérre antal skolor, klasser,
familjer - anvand inte fixed effects modeller

@ Fungerar inte heller bra om vi har fa observationer (tex elever) i ndgra
av grupperna (tex klasser)
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General linear mixed model

Multilevel model (Goldstein)
Hierarchical linear model (Raudenbush & Bryk)
Variance component model (Longford)

Random coefficient model (De Leeuw & Kreft, Longford)

Random effects model, mixed effects model etc...
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Antag att vi har ett urval av klasser - inom varje klass har vi ett urval av
elever dar vi har observerat en respons. For den j:te klassen kan vi skriva
responsvektorn

Yj1
Y= || j=12..n

dar n ar antalet klasser och k; ar antalet elever i klass j.
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Har vi dven observerat oberoende variabler kan vi skriva

K/ass(j) Elev(l) Yii Xij1 Xij2 - Xijp

1 1 yii X111 X112 —e o Xl1p
1 2 Y21 X211 X212 ... X2lp
1 kq Yigl  Xkgll  Xk12 o Xkqlp
J 1 yij X1 X2 . Xijp
J 2 Y2j  Xoj1 X2 .. Xjp
J ki Yij Xkl Xkj2 e Xkip
n 1 Yin  X1n1  X1n2 —o Xlnp
n 2 Y2n X2n1 X2n2 -e Xonp
n Kn Ykon  Xkonl  Xk,n2 - Xk.np
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General linear mixed model (GLMM)

Y=XB+Zu+e
e~ N(0,R)
u~ N(0,G)
Covu e =0
Modellens parametrar bestér av fixa effekter i vektorn § och alla okédnda

parametrar i matriserna G och R. De slumpmissiga effekterna u och e &r
inte parametrar utan bestdr av slumpmdssiga variabler.
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General linear mixed model

Betingade férdelningen Y |u och marginalfédelningen for Y &r

Y|u ~ N (XB+ Zu,R)
Y ~ N (XB,V)

V = Var[Y] = ZGZ' +R
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Skattning av parametrar

—2LL fé6r GLMM 3&r

—2/(8, Biy) = log|V| + (y — XB)' V" (y — XB) +

ML-skattningen av fix effekt-parametrarna ar

B = (X'V(6) X)XV (6) 1y
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Skattning av parametrar

@ Vid kind varians V dr GLS-skattning av fixa parametrar
[3: (XTv- 1X) XTV’ly
V(B) = (X"V1X)~
@ Vanliga startvarden for fixa parametrar: OLS
@ Vektor med residualer skapas, och anvinds for att uttryckas som
funktion av varianser fér slumptermerna och dessa skattas (kravs att
dessa dr normalférdelade)
@ Skattad V anvinds for att ta fram nya GLS-skattningar, och nya
varianser for slumptermerna skattas
@ osv till konvergens
@ Om slumptermerna (residualerna) &r normalférdelade 4r skattningarna
ML-skattningar
e Skattningarna for varianserna for slumptermerna &r inte VVR (tar inte
hansyn till samplingvariation av fixa parametrar)
e En modifikation ger REML - VVR skattningar (anvinds i SAS)
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Multilevelmodell - enklaste fallet: Varianskomponentmodell

Yij = :501' te€j
ﬁoj = By + uoj

Yij = By + toj + €
yi = (Bo) + (woj +€5)

e~ N (0,02)
uoj ~ N (0, o)

En fix (intercept) och tvd slumpméssiga parametrar (tva varianser) att
skatta
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Multilevelmodell: Varianskomponentmodell

Vi = By + (uoj +€j)

e ~ N (0,02)
uoj ~ N (0,0%)

var(y;j) = var(uoj + €;5) = 0o + 07
cov(y1j, yo;) = cov(ugj + €1, tgj + €2j) = 0%
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Intraklass-korrelation

Varianskomponentmodell

2
o= 42%0 2
Tuotoe

@ Andelen av variationen som ir mellan grupper (klasser)

@ Om den &r stdrre dn noll bér vi inte anvinda vanliga metoder (som
tex OLS) som inte tar hansyn till varianser p3 flera nivder
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Multilevelmodell: "random coefficent"-modell

Yii = Boj + BrjXij + €j
50] = By + uoj
ﬁlj =Py + uy

Yij = Bo + toj + Prx + tjxij + €
Yii = (Bo + Byxj) + (uoj + u1jxij + €j)

ej ~ N (0,02)
FARUIR )
uij 0 ' 0410 0—12,1
Tva fixa (intercept och slope) och fyra slumpmaissiga parametrar (tre
varianser och en kovarians) att skatta
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Hypotestest

@ Test for fixa parametrar

e "Vanliga" hypotestest / konfidensintervall baserade p& skattningarna
och standradavvikleserna for skattningarna fran IGLS (REML)

@ Test for slumpmissiga parametrar (varianser och kovarianser)

o Z-test (vid stora stickprov)
o Bittre med Likelhood ratio test

Do = —2LL(Ag/ A1)

dar Ag, A1 &r likelihood under noll respektive alternativhypotesen. Dy &r
x°—fordelad med g frihetsgrader, dir g &r skillnaden i antalet skattade
parametrar under de tvd modellerna.

o Vid REML-skattning bor likelihood ratio-testet endast anviandas vid
jamférande av modeller som skiljer sig &t endast genom slumpmaéssiga
parametrar (ej fixa).
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Exempel (data fran Hox (2010). Multilevel Analysis)

2000 elever fran 100 olika klasser (skolor)

Popularity (skala 0-10, elevniva)
Sex (elevniva)

Extraversion (skala 0-10, elevniva)

Teacher experience (Ar, klassniva)
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Spridningsdiagram mellan popularity-scores och

extraversion for eleverna i de tv3 forsta klasserna
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Uppdelat pa de tvd klasserna
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Varianskomponent-modell

Basmodell

popularj = By + €jj,
/SOj = By + ;)

popularij = By + upj + €

€0,'j ~ N(O,(Tg)
uoj ~ N(0,0%)
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Varianskomponent-modell

SAS

proc m xed data=popdata covtest;
cl ass cl ass;
nodel popul ar= /sol ution
random i ntercept / subject=class;
run;
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The[Mixed[JProcedure
ModelInformation

DataflSet(00000000000000000000WORK . POPDATA
Dependent[Jvariable[(000000000popular
CovarianceJStructure(J0000000VarianceComponents
SubjectEffect(N0000000000000C1ass
Estimation[Methodd00000O0DOOOREML
Residual[JVariance[JMethod[JJJ]{Profile
Fixed[JEffectsOSEOMethodIIOO0OModel(Based
Degrees[Jof[JFreedom[Method(JJ][JContainment

Class(lLevelJInformation

ClassO00LevelsO000Values

class[0000001000000102030405060708090110011 1012013
1401150]16]1701819020021022123
24[125(126(127[128[1290130(131(3233
34[1350136(1370138(1390140014 1042043
44[145[146[147[148[149[J50[J51[152[153
54[155056(157 (1581590160016 1162063
64[1650166[167[168(169(170(17 1072073
7401750760177078017908008 101820183

84[1850J86(187[188(189[190(19 1192093
94[1950196[197[198[1991100

Dimensions

Covariance[Paraneters0000000000002
Columns(1in0X00000000000000000000001
ColumnsOin{z{PerJSubjectO00ONO0NONT
Subjects 100
Max00bsPerOsubjectO000000000000026

NumberfJof[JObservations

Number{Jof[JObservations[JRead[J]00000000002000
Number{Jof[JObservations(Used000000000002000
Number(Jof[JObservations[Not[Used(00000000000

Tteration[History

Iteration[{{Evaluations  [20Res[Log[Like(O00000Criterion

00000000000000010000006975 . 50576364
10000000000000020000006330 . 5096699310010 - 00000008

20000000000000010000076330 . 5095632900000 - 00000000
Convergence[lcriteria[jnet.
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Covariance[JParameter[JEstimates

StandardJ000000002
Cov[ParmJJ000SubjectOO00Es timate(000000Error ValueOOOOOPrO~0Z

UN(1,1)000000c1assO00000000 . 70210000000 . 10860000006 - 46000000< . 0001
Res idual(000000000000000001 - 2218000000 - 039640000030 . 82000000<. 0001

Fit[JStatistics
[J20ResLogLikelihoodJ0000000006330.5
AIC[(smaller[is(jbetter)00000006334.5
AICCO(smaller{is[better)00000006334.5
BIC[(smaller[is[better)J00000006339.7

Null[jModel[JLikelihood[JRatio[JTest

DFO000Chi0Square000000PrO>0ChiSq

100000000645 - 000000000000< - 0001

Solution[Jfor[JFixedJEffects

Standard
EffectJ000000EstimateJ000000ErrorJ00000DFOOO0tOValueddoOPrI>0] |

Intercept000005 - 0779000000 - 087390000009900000058 - 10000000<- 0001
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Resultat: skattning och test

B, = 5.0779(0.07839), p < .0001

02 = 1.2218(0.03964), p < .0001
02, = 0.7021(0.1086), p < .0001

Intraklass-korrelation: p = W.lm 0.365
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Varianskomponent-modell med kon (sex) p& individniva -

fix effekt

Vi lagger till kon (sex) som fix effekt

popularityjj = By, + By sexij + €j;
ﬁOj = ,BO + Uoj

popularity;; = By + uoj + By sex; + €

€0,'j ~ N(0,0’g)
uoj ~ N(0,0%)
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Varianskomponent-modell med kon (sex) p& individniva -

fix effekt
SAS

proc m xed dat a=popdata covtest;
cl ass cl ass;

nmodel popular = Csex / solution;
random i ntercept [/ subject=class;
run;

Winstréom  (Linkdpings universitet) HIERARKISKA DATA



Covariance[JParameter[JEstimates

Standard00000000Z
Cov[JParmJO000SubjectO000Es timate(000000Error0d000valueJ00000Pr0>0Z

UN(1,1)000000c1assO00000000 . 4838000000 . 07494 6.46000000<.0001
Residual(000000000000000000. 8308000000 -026960000030 . 81000000<.0001
Fit[JStatistics
[020Res[LogLikelihood0000000005564 . 1
AIC[(smaller[is[better)J00000005568. 1
AICC[(smaller[is[better) 5568. 1
BIC[(smaller[is[better)000000005573.3
Null[JModel[JLikelihood[JRatio[JTest

DFJ000ChifSquare00000PrO>0ChiSq

1 635.96[]000000000<. 0001

Solution[Jfor[JFixed[JEffects

Standard
Effect000000Estimate000000ErrorO00000PFOOO0tOValueOOOPrO>0| t|

Intercept{000005 - 0769000000 . 072510000009900000070.02000000<.0001
CsexJ00000000001 - 3501000000 - 044030000189900000030 - 66000000< - 0001
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Resultat: skattning och test

B, = 5.0769(0.07251), p < .0001
B, = 1.3501(0.04403), p < .0001

o2 = 0.8308(0.02696), p < .0001
02, = 0.4838(0.07494), p < .0001
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Multilevel-modell med kén (sex) p& individniva - fix och

slumpmaéssig effekt

Vi ldgger till kon (sex) ocksd som slumpmissig effekt

popularityjj = By; + By ;sexij + €jj
Boj = Bo + o;
Bij = By + w

popularity; = By + uo; + By sex; + uyjsex; + €

ej~ N(0,02)

(o) [ )
uyj 0 ' 0410 0-[2,1
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Multilevel-modell med kén (sex) p& individniva - fix och

slumpmaéssig effekt
SAS

proc m xed dat a=popdata covtest;
cl ass cl ass;

nmodel popular = Csex / sol ution;
random i ntercept Csex/ subject=class type=un;
run;
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Covariance[JParameter(JEstimates

Standard00000000Z
Cov{Parmgg00SubjectO000Es timateO000000ErrorJ0000Valuel0000000PDZ
UN(1,1)000000class 0.4824[J00000. 07554000006 - 390000J00< - 0001
UN(2,1)000000c1ass [00.04911[J00000 . 03999 01.230000000.2194

UN(2,2)000000¢assO0000000 - 05461000000 - 035520000001 - 540000000 0621

CovarianceParameterEstinates

Standard(000000002
Cov[JParm{JJ000SubjectJ00Es timateO00000ErrorJ0000Valued000000PDZ

Res idual(000000000000000000 8190000000 027200000030 . 11000000<- 0001

Fit[JStatistics
[20Res[JLog[]L ikelihood 000000005559 . 1
AIC[(smaller{isObetter) 00000005567 .1
AICC[(smaller(Jis[better)(0000005567 .1
BIC[J(smallerJis[Jbetter)00000J0I5577.5

Null[Model[JLikelihood[Ratio[JTest

DFO000Chifgsquared00000PrO>0ChisSq

300000000640 - 980000000000<- 0001

Solution[jfor(JFixed[JEffects

Standard
Effect(000000Estimate(000000Error000000DFONO0tOValued0O0PrO>0l t|

Intercept[I0000S - 0803000000 - 072500000009900000070 . 07000000< - 0001
Csex000000000001 - 8522000000 . 050300000008700000026 . 88000000<. 000
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Resultat: skattning och test

B, = 5.00803(0.07250), p < .0001
B, = 1.3522(0.05030), p < .0001

o2 = 0.8190(0.02720), p < .0001
02, = 0.4824(0.07554), p < .0001

02, = 0.05461(0.03552), p = .0621
0u01 = —0.04911(0.03999), p = .2194

Do1 = 5564.1 — 5559.1 = 5
q=2
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Varianskomponent-modell med individnivavariabler - fixa

effekter

Vi lagger till extraversion som fix effekt

popularityj = By + By sexij + pyextrajj + €j;
rBoj = By + uoj

popularity;; = By + uoj + By sex; + B,extraj + €

€0,'j ~ N(0,0’g)
uj ~ N(0,0%)
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Varianskomponent-modell med individnivavariabler - fixa

effekter
SAS

proc m xed dat a=popdata covtest;

cl ass cl ass;

nodel popul ar = Csex Cextrav / solution;
random i ntercept / subject=class;

run;
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Covariance Parameter Estimates
Cov Parm Subject Estimate Standard Error Z Value Pr>Z

UN(L1) class 0.6271 0.09386 6.68 <.0001
Residual 0.5921 0.01922  30.80 <.0001
Fit Statistics

-2ResLogLikelihood 4948.3
AIC (smaller isbetter) 4952.3
AICC (smaller isbetter) 4952.3
BIC (smaller isbetter) 4957.5

Null Model Likelihood Ratio Test
DF Chi-Square Pr >Chisq
1 1037.03 <.0001

Solution for Fixed Effects
Effect Estimate Standard Error DF tValue Pr > |t|

Intercept  5.0773 008105 99 62.64 <.0001
Csex 1.2530 0.03743 1898 33.48 <.0001
Cextrav 0.4416 0.01616 1898 27.33 <.0001
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Resultat: skattning och test

B, = 5.0773(0.08105), p < .0001
B, = 1.2530(0.08743), p < .0001
B, = 0.4416(0.01616), p < .0001
02 = 05921(0.01922), p < .0001

02, = 0.6271(0.09386), p < .0001
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Multilevel-modell med individnivavariabler: kén (fix) och

extraversion (fix och slumpmadssig)

Vi lagger till extraversion ocksd som slumpmissig effekt

popularityj = By, + B sexij + B, extrajj + €jj
/50j = By + o,
521' =By +

popularity; = B, + uo; + By sexj + B,extraj + upjextraj; + €

ejj~ N(0,02)

(o) [0 )
up; 0 ' J4u20 0-[2,2
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Multilevel-modell med individnivavariabler: kén (fix) och

extraversion (fix och slumpmadssig)
SAS

proc m xed dat a=popdata covtest;

cl ass cl ass;

nodel popul ar = Csex Cextrav / solution;
random i ntercept Cextrav/ subject=class type=un;
run;

Winstréom  (Linkdpings universitet) HIERARKISKA DATA



Covariance Parameter Estimates
Cov Parm Subject Estimate Standard Error Z Value PrZ

UN(1,1) class 0.6744 0.1020 6.61 <.0001

UN(2,1) class -0.1052 0.02259 -4.65 <.0001

UN(2,2) class 0.02979 0.007911 3.76 <.0001

Residual 0.5540 0.01853  29.89 <.0001
Fit Statistics

-2ResLogLikelihood — 4873.1
AIC (smaller isbetter) 4881.1
AICC (smaller isbetter) 4881.1
BIC (smaller isbetter) 48915

Null Model Likelihood Ratio Test
DF Chi-Square Pr>ChiSq
3 1112.28 <.0001

Solution for Fixed Effects
Effect Estimate Standard Error DF tValue Pr>|t|

Intercept  5.0238 0.08413 99 59.71 <.0001
Csex 1.2444 0.03651 1799 34.08 <.0001
Cextrav 0.4438 0.02344 99 1893 <.0001
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Resultat: skattning och test

B, = 5.0238(0.08413), p < .0001
B, = 1.2444(0.03651), p < .0001
B, = 0.4438(0.02344), p < .0001

02 = 0.5540(0.01853), p < .0001
02, = 0.6744(0.1020), p < .0001

2, = 0.02979(0.007911), p < .0001
Ta02 = —0.1052(0.02259), p < .0001

Do = 4948.3 — 4873.1 = 75.2
q=2

Winstréom  (Linkdpings universitet) HIERARKISKA DATA



Multilevel-modell med individnivavariabler kén (fix),
extraversion (fix, random) och teacher experience

(klassniva)
Vi lagger till teacher experience pé klassniva

popularityjj = By + By sexij + B, extrajj + €j;
ﬁoj' = By + B3texj + ug;
Baj = By + Bytexj + )

popularity;; =
By + Bstex; + ugj + By sexjj + B,extrajj + B, texjextraj + urjextraj + €

ej ~ N (0,02)
(] )
us; 0|’ T 420 (732

HIERARKISKA DATA
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Multilevel-modell med individnivavariabler kén (fix),
extraversion (fix, random) och teacher experience

(klassniva)
SAS

proc nmi xed dat a=popdata covtest;
class cl ass;

nodel popular = Csex Ctexp Cextrav Ctexp*Cextrav/ solution;
randomintercept Cextrav / subject=class type=un;
run;
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Covariance[JParameter Estimates

Standard00J000000Z

Cov{ParmgO00SubjectO000Es timatelO0000O0Error0d000Valued0000000PrOZ

UN(1,1)000000¢ LassO00000000 - 2859000000 - 045260000006 - 32000000<- 0001
UN(2,1)000000c1ass [00.004370J0000 . 009726 [00.450000000. 6531
UN(2,2)000000¢ 1assO000000 - 00540900000 . 0044110000001 - 230000000 1101
Residual(000000000000000000 . 5528000000 018420000030 .00000000<.0001

Fit[JStatistics
[2[Res[LogLikelihood0I00000004780.5
AIC[(smaller[Jis[Jbetter)(00000004788.5
AICC[(smaller{Jis[better)(J000004788.5
BIC[(smaller(is[better)d00000004798.9

Null[JModel[JLikelihood[JRatio[JTest

DFO000Chi0SquaredO0000PrO>0ChiSq

300000000870 . 550000000000< - 0001

Solution[Jfor[JFixedJEffects

Standard

Effect(0000000000Estimate0000000Error0000000FO000tOValuedO00PrO>0]t]

InterceptO0000000004 - 9952000000 . 056590000009800000088 - 27000000<-
Csex(000000000000001 . 2407 0.036230000179900000034 - 24000000< -
Ctexp{0000000000000 - 0972400000 . 0086900000179900000011 - 19000000< .
Cextrav(000000000000 4509000000 . 017420000009800000025 - 8e000000< -
Ctexp*Cextrav [00.0247300000 . 0025550001799 09.68000000<-
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Resultat: skattning och test av parametrar

B, = 4.9952(0.05659), p < .0001

B, = 1.2407(0.03623), p < .0001

B, = 0.4509(0.01742), p < .0001

B, = 0.09724(0.008690), p < .0001
B, = —0.02473(0.002555), p < .0001

02 = 0.5528(0.01842), p < .0001
02, = 0.2859(0.04526), p < .0001

02, = 0.005409(0.004411), p = .1101
0402 = —0.00437(0.009726), p = .6531
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Fler &n tva nivder: féregdende modeller kan enkelt

utvecklas till fler nivier

Yiin = Bojn T BajpXijh T €ijh
501/1 = Bon + Uojn
ﬁljh = Byt tjn
Bon = Bo + von
Bin = By + vin

ijh &r tex i:te eleven i j:te klassen i h:te omradet.
Yijh = .BO + ,le,-jh + von + VinXijn + Uojh + UijnXjjn + €jjn

€ijh ~ N (0,(72)

e

|: th:|NN(|: :| |: 50 h :|>
Uijn 0 , 0410 0 31
Vih 0 ’ Ovi10 0 31

Winstréom  (Linkdpings universitet) HIERARKISKA DATA



Exempel pd SAS-kod 3 nivaer, varianskomponentmodell

proc m xed data=popdat a2 covtest;
cl ass cl ass area;
nodel popular = / solution;
random i ntercept / subject=area;
random i ntercept / subject=class(area);
run;

Winstréom  (Linkdpings universitet) HIERARKISKA DATA



