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Oversikt kategoriska data

m Kategoriska data

m oordnade data (nominal)

e

m “ja" eller “nej", vilken yrkesgrupp en individ tillhér, en kunds val av
tvattmedel

m ordnade data (ordinal)
m betyg, preferenser for olika frégor
» Korstabeller: goodness-of-fit test for att testa om samband foreligger
mellan variabler som antar olika kategorier
» Multinomialférdelning: generalisering av binomialférdelning
» Qualitative response (QR) models: beroende variabeln i en
regressionsmodell antar diskreta utfall

m Logit och probit modeller: binir beroende variabel

= Multinomial logit modell: beroende variabeln antar flera oordnade
kategorier

m Ordnad logit och probit modell: beroende variabeln antar flera ordnade
kategorier
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Oordnade data (nominal)

m En nationell rapporteringsservice for brander har konstaterat bland
bostadsbrander att 73 % intraffar i familjehem, 20 % i lagenheter och
7 % i andra typ av bostader.

m Frdgestillning: vad &r sannolikheten en slumpméssigt vald dag att 2
brander dr i familjehus, 1 4r i en ldgenhet och 1 i en annan typ av
bostad? (Multinomialférdelning)

m Forsidljning av ett samlarmynt p& en auktion: forsiljning sker om det
hogsta budet blir hdgre dn siljarens hemliga reservationspris. Kodas
med vardet 1 vid forsiljning och 0 vid ingen forsiljning.

m Fr&gestillning: hur p8verkas sannolikheten for f6rsiljning av specifika
auktionsegenskaper? (Logit/Probit modell)

m Konsumenters val av tandkrdm i en livsmedelsbutik en viss dag.

w Fragestillning: vad beror val av tandkram pa? Alder? Kon?
Utbildning? Lon? TV-tittande? (Multinomial logit modell)
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Ordnade data (ordinal)

m Instéllning om en utbyggnad av kommunens tennishall. Lt 5 vara
“mycket positiv”, 4 “positiv’, 3 “neutral”, 2 “negativ”, 1 “mycket
negativ”. Instdllningarna kan rankas gentemot varandra, men
skillnaderna mellan nivderna behover inte vara samma.

m Fragestillning: kan grad av instdllning forklaras med hjalp av
bakgrundsvariabler fér kommunens invdnare? (Ordnad logit/probit
modell)

m Betyg pd en kurs. Kategorierna VG, G och U kan kodas till numeriska
vérden och rankas gentemot varandra.
m Fragestillning: vad beror betyget p& en kurs av? Tidigare kursbetyg?

Forkunskaper? Intelligens? Alder? Akademisk &lder? (Ordnad
logit/probit modell)
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Analys av korstabeller - chitvatest (nominal el. ordinal)

m Exempel: test av nollhypotes om inget samband mellan kdn och
flygplansreservationer.

Kvinna | Man | TOTALT

Resebyra 256 74 330
Internet 41 42 83
Telefon 66 34 100

TOTALT | 363 150 513

m Urvalet om n st. individer har kors-klassificerats inom r = 3 st. olika
kategorier av flygplansreservationer och k = 2 kategorier for kon.
Under nollhypotesen férvantar vi oss inget samband mellan dessa
egenskaper. Antalet forvintade observationer i varje cell (7,/) under
nollhypotesen ges av

Ej = Rin.
n
dar R; och K; ar antalet observationer i respektive i:te rad och j:te

kolumn.
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Analys av korstabeller - chitvatest (nominal el. ordinal)

m Ett goodness-of-fit test ger att nollhypotesen forkastas om

OI I
E E ( J 2) X%r—l)(k—l),a

i=1j=

ddr Oj; &r den observerade frekvensen i cell (i, ).

m Enligt data frén tabellen forkastas nollhypotesen pa alla rimliga
signifikansnivaer, eftersom x2, = 26.8 > x%3_1)(2_1),0_005 = 10.60.
Alltsa finns det stod i data att kdn och flygplansreservationer ar
associerade med varandra.
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Multinomialférdelningen

m Generaliserar binomialférdelningen for 2 st. kategorier till k > 2 st.
kategorier.

m Om man kanner till sannolikheterna (p1, p2, ..., px) for de olika k
kategorierna, s& ges sannolikheten frdn multinomialférdelningen som

X1 X2

n
POa xa, -0 x) = (Xl o Xk) Pr Py Py

m En nationell rapporteringsservice for brander har konstaterat bland
bostadsbrander att 73 % intraffar i familjehem, 20 % i lagenheter och
7 % i andra typ av bostader.

m Frdgestillning: vad &r sannolikheten en slumpméssigt vald dag att 2

brander ar i familjehus, 1 4r i en ldgenhet och 1 i en annan typ av
bostad?
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Regressionsmodell fér binara val

m Den beroende variabeln Y 3r binér, d.v.s. antingen dr Y = 0 eller
Y = 1. Vivill skatta hur det férvdantade vardet p& Y beror p& olika
forklaringsvariabler i en regressionsmodell.

m Det férvintade vardet for Y ar E[Y] = P(Y = 1). Exempel: hur
paverkas sannolikheten for forsiljning, P(Y = 1), av specifika
auktionsegenskaper?

m Vi vill alltsg forklara sannolikheten for den ena kategorin utifran
forklaringsvariablerna i regressionsmodellen. Detta kan uppnds med
hjalp av olika funktioner, F(Bx’), av parametervektorn
B = (Bo.B1, B2 - -, Br) till vektorn med forklaringsvariabler
x=(1,x1,x,...,xk), d.v.s.

P(Y = 1) = F(gx)

m Linjar regressionsmodell, F(Bx") = Bx/, ar inte lamplig for detta

dndamal, eftersom det maste gilla att 0 < px’ < 1.
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Probit och logit modellerna

m Normalférdelningen ger upphov till probit modellen dar
pr!
P(Y=1)= [ ¢(t)de=(px),

dir ®(-) ar fordelningsfunktionen for standard normalférdelningen.

» Logit modellen kommer frén log-oddset som en linjarkombination av

forklaringsvariablerna, In <PEZ ég) =In (%) = ,Bx’, vilket ger

¥
PY =1) = 15 = A(X),

dir A(+) ar den logistiska fordelningsfunktionen.
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Probit och logit modellerna

m Den logistiska fordelningsfunktionen liknar fordelningsfunktionen for
standard normalfordelningen, forutom i svansarna nara sannolikheterna
0 och 1 dar den &r tjockare.

Fordelningsfunktionerna for logit och probit modellerna

—+— Logit
—+— Probit

P(Y=1)
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Maximum likelihood skattning i bindra valmodeller

= Y; % Bernoulli (0 =P(Y;=1)= F(Bx{)). Likelihoodfunktionen ges
som

P(Yi=yi,Ya=y2,....Ya=yn|0) = HP(Y,-zO)HP(Y;zl)
yi=0 yi=1

n

=TT - FeO] TTFex) =TT~ F(Bx) ] ™ [F(Bx)]”

i=1
m Log Likelihoodfunktionen blir d&

n

InL=Y [yinF(Bx) + (1 —y;)In (1 - F(Bx))]

i=1

m Maximum likelihood skattningen f&s genom att maximera
log-likelihooden numeriskt.
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Effekt p& oddset frén forklaringsvariablerna i logit modellen

u | logit modellen ar B; den marginella effekten pa log-oddset fran
respektive forklaringsvariabel x;, givet att (xi,...,Xj—1, Xj+1, ..., Xk)
halls konstanta. Marginell effekt p& log-oddset &r svartolkat!

m Oddset forvintas forandras med en faktor e™Pi da en
forklaringsvariabel x; 6kar med m enheter, givet att
(X1, .-, Xj—1, Xj4+1, - - ., Xk) halls konstanta.
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Marginella effekten frén forklaringsvariablerna

m Vad 4r den marginella effekten p& P(Y =1) = E [y]? Generellt,

DEY] (A (B s
ik e SR ()

m Logit modellen:

E[y] _ fdA(B)\, _ ™ 1 A lE
an _{ d(ﬁxl) }ﬁj (1+ ﬁx)leJ (/3 )(1 A(,B )):BJ

m Probit modellen:

OE[y] _ {d<1> (Bx')
9x; d (px)

bei =0 (6x)
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Exempel: skattning av logit och probit modellerna

m Spector och Mazzeo (1980) analyserade effekten av en ny
undervisningsmetod i nationalekonomi. Datamaterialet bestod av

m beroende variabel GRADE, en indikator med vardet 1 om studentens
betyg forbattrades och 0 annars.
m forklaringsvariabel GPA: genomsnittsbetyg for varje individ i urvalet.
m forklaringsvariabel TUCE: podng p3 ett test om forkunskaper.
m forklaringsvariabel PSI antar virdet 1 om den nya
undervisningsmetoden anvandes och 0 annars.
m Skattning av probit och logit modellerna kan utféras m.h.a. statistiska

programvaran R:
myl<-gIm(GRADE~GPA+TUCE+PSL family="binomial")

summary(my]l)
myp<-glm(GRADE~GPA+TUCE+PS], family="binomial"(link="probit"))

summary(myp)
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Hypotestest av koefficienter i probit och logit modellerna

m ztest for att testa om varje koefficient for sig ar skild fran noll, dar
koefficienternas skattade standardavvikelser ges fr&n den skattade
kovariansmatrisen S [B].

m Wald test kan anvdndas for generella restriktioner p& formen

Hp : RB = q med Walds teststatistika (appr. x>—fordelad med antalet
restriktioner som f.g. under nollhypotesen.)

W= (Rp—aq) {R(S[B)R} " (Rp—a).

m Foljande definitioner giller for Walds teststatistika:

no ni -+ Nk ﬁo a1

ro 1 - Nk .31 Q2
R= : : .. : ! ‘B - : F A= : !

mo rn1 - TInk ,Bk an

dar rjj, q; ar reella tal och n ar antalet restriktioner under
nollhypotesen.
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Hypotestest av koefficienter i probit och logit modellerna

m Detta ger att

no-Po + ni-P1 + - + nk-Pxk = @
mo-Po + m1-P1 + - A+ nk-Pk = @
R =q <= _ : : :
rmo-Bo + rm-P1 + - + rk-Pxk = an

m Skattade koefficienter och kovariansmatris for logit modellen i R:
coef(myl), vcov(myl)

m Wald test for att bdde GPA och TUCE inte bidrar som
forklaringsvariabler i logit modellen:

wald.test(b = coef(myl), Sigma = vcov(myl), Terms = 2:3)
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Hypotestest av koefficienter i probit och logit modellerna

m Likelihood kvottest fér allmdnna restriktioner under nollhypotesen:
LR=—2[InL, —InL],

dar L, och L ar log-likelihood funktionerna utvirderade i de respektive
restriktade (under nollhypotesen) och icke-restriktade skattade
koefficienterna. Sannolikhetsférdelningen for teststatistikan dr appr.
x°—fordelad med antalet restriktioner som f.g. under nollhypotesen.

m Likelihood kvottest for att bdde GPA och TUCE inte bidrar som
forklaringsvariabler i logit modellen:

modelUnRestricted <-
gIm(GRADE~GPA+TUCE+PSI family="binomial ")

modelRestricted <- glm(GRADE~PSI, family="binomial”)
Irtest(modelUnRestricted, modelRestricted)
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Likheter/olikheter for Wald test och Likelihood kvottest

m Ger testen samma resultat? Varfor eller varfor inte?

m Dokumentation om detta finns har...

https://stats.idre.ucla.edu/other/mult-pkg/faq/general /faghow-are-
the-likelihood-ratio-wald-and-lagrange-multiplier-score-tests-different-
andor-similar/
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Goodness-of-fit statistika i probit och logit modellerna

m Likelihood kvotindexet dr ett matt mellan 0 och 1 p& hur bra modellen
anpassar data:

InL

In Lo '
dirInLo = n[PIn P+ (1 — P)In(1 — P)] &r log-likelihooden d& alla
lutningskoefficienter ar lika med noll och P &r andelen 1:or eller O:or
for responsvariabeln.

LRI =1—

m Perfekt anpassning ger LRI = 1 och LRI = 0 om den skattade
modellen inte ens 3r bittre 4n en tom modell utan parametrar.

m Ej tolkningsbart mellan 0 och 1.
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Modeller for flera val

m Ett beslut tas mellan fler dn tva alternativ. Vi skiljer mellan ordnade
och icke-ordnade beslutsalternativ.

m Exempel p& icke-ordnade alternativ: transportsatt till jobbet, val av
tvattmedel, val av kandidatprogram, o.s.v.

m Exempel pa ordnade alternativ: instéllningsfragor i surveys, grad av
anstillning, nivd av forsidkringsskydd
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Multinomial logit modell

m Berdkning av multipla integraler for normalférdelningen innebér att en
multinomial probit modell inte &r sarskilt lamplig.

» Multinomial logit modellen kan definieras som

e,BJ'xI

P(Y =j) = =12

1+ Y e

dar B; ar radvektorn av parametrar for kategori j av totalt J + 1
kategorier och x ar radvektorn av férklaringsvariabler.

1
= —1 + Z-l{:]- e‘ka, .
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Multinomial logit modell

m Log-likelihooden for multinomiala logit modellen generaliserar den
binomiala logit modellen:

InL=ZidijInP(Y;=j),

i j=0

dar djj = 1 om alternativ j viljs av enhet i, och 0 annars.

m Maximum likelihood skattningen fds genom att maximera
log-likelihooden numeriskt.

m Log-likelihooden d3 alla lutningskoefficienter &r lika med noll:

J
InLo =Y njinP;.
J=0
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Multinomial logit modell

m Koefficienterna ar svartolkade! Marginella effekten fran
forklaringsvariabel x p& sannolikheten for kategori J:

— J
P =0 —p(y = [ﬁjk ~Y Py = r)ﬁrk] ,
Xk r=1
dar Box = 0.

m Modellen ger log-odds kvoten for kategorier j och k som

n |ty =5 | = (B B0
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Exempel: studenters val av studieprogram

m Studenter viljer ett av foljande tre studieprogram: akademiskt
(academic), allmant (general) eller yrkesprogram (vocation).

m Deras val kan bero p3 skrivningspoang pa ett test (write) och deras
socioekonomiska status (ses).

m | exemplet p3
https://stats.idre.ucla.edu/r/dae/multinomial-logistic-regression/

har data samlats in for variablerna ovan.

® En multinomial logit modell ska anpassas till datamaterialet, se
dokumentationen i exemplet.
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Ordnad logit modell

m Multinomial logit och probit modellerna kan inte hantera ordnade data
for den beroende variabeln.

m Linjar regression fungerar inte heller. Exempel: survey om instéllning
till en fraga dar svaren rankas och kodas med 0, 1, 2, 3, 4. Linjar
regression behandlar skillnaden mellan 4 och 3 p.s.s. som skillnaden
mellan 3 och 2, dven om virdena bara dr en ranking mellan dem.

» Ordnad logit bygger pa latent regression. Definiera

vy =px'+e,
dar y* ar icke-observerat, men det giller att
y=0omy" <y,
=1lom u; <y* <o,
=2om pu; < y* < s,

=Jom puy; <y*
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Ordnad logit modell

» Antag den logistiska fordelningsfunktionen for €, d.v.s.
P (e < Bx') = A(Bx"). D4 foljer det att

P(y =0)=P(y" <) =P(Bx' +e <) =A (- px),

Ply=1)=A(p2— Bx') — A (p1 — Bx')
P(y=2) = A (ps—px') = A (p2 — px'),

Ply=J)=1-A(us—px),
dar pg < pp < pz < --- < py.

m Log-likelihood funktionen dr en generalisering av logit modellen och
maximering av log-likelihood funktionen ger skattade varden pé

B, u, p2, p3, - 1.
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Ordnad logit modell

m Marginell effekt fran respektive forklaringsvariabel x; pa respektive
sannolikhet for tre kategorier, givet att (xi,..., Xj—1, Xj4+1, ..., Xk)
halls konstanta:

%}:0) — — A — Bx) (1= A(ur — BX)) B},
oP(y=1) _
ox; N
[A(u = Bx') (1= A — X)) = Az = Bx') (1= Az — px'))] B
%{2) Alps = Bx') (1= Ay = Bx)) B

m Antag att B; > 0. D3 géller att aP(y 9 <0 och aP(yj 2 > 0.
Marginella effekten pd P(y = 1) ar dock tvetydig!
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Exempel: studenters ansdkan till Graduate school

m Studenter anger hur troligt det &r att dom ansoker till Graduate
school. Responsvariabeln Apply antar ndgot av fdljande alternativ:
“unlikely’, “somewhat likely', “very likely'.

m Deras tilltro kan bero p& foljande variabler:
m om minst en av fordldrarna har en universitetsutbildning (pared = 1)

= grundutbildning dr p& en offentlig Graduate school (public = 1)

m genomsnittsbetyg for en student (gpa)

m | exemplet p3
https://stats.idre.ucla.edu/r/dae/ordinal-logistic-regression/
har data samlats in for variablerna ovan.

m En ordnad logit modell ska anpassas till datamaterialet, se
dokumentationen i exemplet.
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