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Spanneroar och spannervagar

Sammanfattning

I det hér magisterarbetet understks om det &r mojligt att pa ett effektivt satt dela
upp en graf i spannerdar, dvs. 6ar som uppfyller spanneregenskapen som bestar i
att avstandet mellan tva noder via grafens bagar inte far vara for stort i forhallande
till det euklidiska avstandet mellan noderna. Att hitta en uppdelning som skapar sé
fa kontaktpunkter mellan 6arna som mojligt eftersoks. Ett antal heuristiker testas
och utvarderas med resultatet att en heuristik som anvénder sig av MAX-FLOW
for att dela upp noder som bryter mot spannervillkoret presterar bast for tata grafer
medan en heuristik av typ single-link clustering presterar bast for glesa grafer.

I arbetet visas att problemet att finna en spannervig, en vdg dir noderna
som passeras uppfyller spannervillkoret, mellan tva noder i en graf av storlek n ar
NP-komplett om spannerkonstanten r storre dn n'TVk\/k for nagot heltal k. En
algoritm for att hitta spannervigar med komplexiteten O(2%-8227) presenteras.

Ett specialproblem dér grafen ligger ldngs tallinjen och bara har noder pa hel-
talspunkter studeras slutligen och hér konstrueras en algoritm med komplexiteten
O(2¢0°e™?) dér ¢ dr en konstant som beror pa spannerkonstanten. Till exempel
nas O(25-32006m)) fi1 stretch 1.5.

Spanner Islands and Spanner Paths

Abstract

In this Master Thesis the possibility to efficiently divide a graph into spanner is-
lands is examined. Spanner islands are islands of the graph that fulfill the spanner
condition, that the distance between two nodes via the edges in the graph cannot
be too far, regulated by the stretch constant, compared to the Euclidian distance
between them. In the resulting division the least number of nodes connecting to
other islands is sought-after. Different heuristics are evaluated with the conclusion
that for dense graphs a heuristic using MAX-FLOW to divide problematic nodes
gives the best result whereas for sparse graphs a heuristic using the single-link
clustering method performs best.

The problem of finding a spanner path, a path fulfilling the spanner condition,
between two nodes is also investigated. The problem is proven to be NP-complete
for a graph of size n if the spanner constant is greater than n't1/%\/k for some
integer k. An algorithm with complexity O(20-822n)

A special type of graph where all the nodes are located on integer locations
along the real line is investigated. An algorithm to solve this problem is presented
with a complexity of O(QC(log”)Q), where ¢ is a constant depending only on the
spanner constant. For instance, the complexity 0(25'32(1°g”)2) can be reached for
stretch 1.5.

is given.
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Kapitel 1

Inledning

1.1 Bakgrund

Betrakta problemet med att bestdmma avstandet mellan tva stader. Att 16sa detta
problem for ett lands alla stdder utmynnar ofta i en tvadimensionell tabell, med
stdderna ldngs viansterkolumnen och over forsta raden samt de inboérdes avstanden
i tabellen. Man inser att tabellen troligen innehéaller redundant data eftersom av-
standet fran A till B troligen &r lika med avstandet fran B till A. Pa s& vis kan
man fa ner tabellen till halva storleken, men den &r fortfarande O(n?) stor givet n
stader.

Om man inte ldngre kréver att avstanden &r exakta dr det mojligt att minska
det utrymme som anviands men &ndéa leverera svaret i konstant tid. Andersson et
al. [1] visar att givet en graf Hy; = (V, Ey), dar V' &r noderna och E; &r bagarna,
som bestar av N olika disjunkta komponenter som uppfyller spanneregenskaper (se
kapitel 2.1), samt en graf Hy = (V, E3) med bagar mellan M olika noder, s& ar
det dr mojligt att konstruera en datastruktur med storlek O(M? + nlogn) som
svarar pa (1+e)-approximativa fragor om kortaste vigar i grafen G = (V, Ey U
E,). Héar &ar det téankt att de M noderna fungerar som kopplingar mellan de N
disjunkta komponenterna med spanneregenskaper, men det &r ocksa mojligt att
flera av noderna som sammanbinds i Hs finns i samma komponent. Man kan se
de disjunkta komponenterna som dar och de M bagarna som flygforbindelser dem
emellan.

Andersson et al. [1] ger ingen fingervisning om hur man transformerar en god-
tycklig graf till det format som kravs for att kunna utnyttja den algoritm de pre-
senterar. Det gar alltid att transformera en graf till deras format, men i vérsta fall
kommer den inte att ge en mindre tabell &n den triviala. For att via algoritmen
né ett sa bra resultat som mdjligt vill man transformera den givna grafen pa ett
sitt som ger M? sa nira nlogn som mojligt. Enligt tidigare resultat (se kapitel
1.4) kommer det att vara omdjligt att samtidigt halla tabellen liten och na en bra
approximation.
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Ett underliggande problem nér en graf skall delas upp i 6ar ar huruvida tva
noder kan ligga pa samma 6. Detta leder till fragan om det finns en vig mellan
dessa noder som uppfyller spannervillkoret fér varje par av noder langs vigen.

Algoritmen som ges i Andersson et al. [1| kommer hédanefter att bendmnas
AGL-algoritmen da den diskuteras.

1.2 Syfte

Mot den nyss presenterade bakgrunden férsoker examensarbetet att svara pa fol-
jande fragor: Ar det mojligt att hitta ett hitta optimalt M-vérde givet en fix stretch
t? Finns det en effektiv algoritm som ger det optimala viardet? Om inte, vilka ef-
fektiva algoritmer kan ténkas ge bra approximationer? Gar det att hitta en effektiv
algoritm for det underliggande problemet, att finna en spannerviag mellan tva no-
der? Om inte, finns det nagon delméngd av grafer som tillater en effektiv algoritm?

1.3 Metod

Fragorna behandlas en efter en och det underliggande problemet angrips forst. Oli-
ka algoritmer som kan l6sa detta presenteras och analyseras. Sedan komplexitets-
bestdms problemet och slutligen undersoks en begréansad variant av det. Déarefter
angrips huvudproblemet och olika heuristiker testas och analyseras.

1.4 Tidigare resultat

En oversikt 6ver tidigare resultat nar det géller huvudproblemet ges i Thorup och
Zwick [12]. Deras tabell aterges i tabell 1.1 dér n anger antalet noder, m antalet
bagar, w < 2.376 &r exponenten for matrismultiplikation och k &r en heltalskon-
stant. Hér &r det framforallt resultaten med svarstid O(1) som é&r av intresse da
AGL algoritmen har konstant svarstid. Vidare levererar AGL algoritmen en (1+¢)-
approximation sa for att den skall vara effektivare &n motsvarande metod i tabellen
maste M < n.

1.5 Oversikt

I kapitel 2 redovisas grundldggande definitioner och teori som sedan anvinds fram-
over i arbetet. Har finns definitioner som ror spanners, flédesgrafer, asymptotisk
notation, klasserna P och NP samt en redovisning av hur de valkdnda algoritmer
som anvands i arbetet fungerar. Resten av kapitlen fokuserar antingen pa huvud-
problemet, att dela upp en graf i spannerdar, eller det underliggande problemet att
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Stretch | Svarstid Utrymme Byggtid
1 O(1) O(n?) O(mn)
O(m) O(m) 0
1+¢ 0O(1) O(n?) O(n¥)
2 O(1) O(n?) O(m'?n3/%)
7/3 O(1) O(n?) O(n™3)
O(1) O(n?) O(n?)
3 O(1) O(m'Bn +n?/m'/3) | O(m?3n)
O(1) O(n3/?) O(mn!/?)
O(n1+1 k) O(n1+1 k) O(mnlJrl k)
2k — 1 | O(kn'/%) O(kn'*1/k) O(mn*/*)
O(k) O(kn'*1/k) O(kmn'/*)
2k +¢ | O(kn'/F) O(kn'T1/k) O(kmn'/F)
64k | O(kn'/*) O(kn™+1/F) O(kmn'/*)

Tabell 1.1: Tidigare resultat hamtade fran Thorup och Zwick [12].

hitta en spannervig i grafen. Kapitel 3 dgnas helt &t det underliggande problemet.
Hir formuleras problemet SPANNERVAG (se definition 3.1.1). T kapitel 3.1 redo-
visas tre olika algoritmer som l6ser det. Den bésta av dem nar en komplexitet av
storlek O(2°822). Algoritmernas analys finns i appendix A.

I kapitel 3.2.2 presenteras kapitlets huvudsakliga resultat, att problemet SPAN-
NERVAG #r NP-komplett for stretch vEn't1/* (se sats 3.2.1). Detta bevisas ge-
nom en reduktion fran ett annat NP-komplett problem, Path with Forbidden Pairs.
Detta resultat foregas i kapitel 3.2.1 av en reduktion direkt fran 3SAT som ger ett
nagot svagare resultat, NP-kompletthet for stretch §(n?). Ett resultat som behovs
for reduktionen fran Path with Forbidden Pairs ar att detta problem visas NP-
komplett dven for oriktade grafer och disjunkta nodpar. Detta gors i kapitel 3.2.2.

Kapitel 4 dgnas at att studera spannervagar i heltalsgrafen som &r en speciell
typ av graf dar alla noder ligger pa heltalspositioner langs tallinjen. I kapitel 4.2
visas att SPANNERVAG i heltalsgrafen &r polynomiellt 16sbart for stretch 1 (sats
4.2.1) och stretch n? (sats 4.2.2). Kapitel 4.3 redovisar ett forsta forsok att 16sa
problemet via en algoritm som &r specialanpassad for heltalsgrafen. Algoritmen
presterar biittre #n den generella med en komplexitet av storlek O(2°-27) for stretch
1.1. Detta kan jimforas med den generella algoritmens O(2%-8227), Kapitlets huvud-
resultat finns i kapitel 4.4 och utgors av en béttre algoritm som far komplexiteten
O(2¢0°8™)) diir ¢ &r en konstant som beror pa stretchkonstanten.

Slutligen sa undersoks huvudproblemet i kapitel 5. Har testas tolv olika heu-
ristiker och deras prestationer jamfors. Testningen sker pa ett stort antal randomi-
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serade grafer indelade i olika testserier efter antalet noder och bagar. Heuristikerna
ar indelade i olika grupper. Det finns en girig heuristik, tva som forséker optimera
spannerdarnas diameter. En heuristik utnyttjar single-link clustering och det finns
tva som utnyttjar complete-link clustering. Majoriteten, fem, av heuristikerna an-
vander sig av maxflédet i grafen for att dela upp den i spannerdar. Slutligen finns
det en heuristik som anviander en sveplinje for att separera problemnoder. De ran-
domiserade graferna och heuristikerna presenteras i kapitel 5.3. Resultatet utgors
av ett antal tabeller som hittas i kapitel 5.4. Heuristikerna jamfors mot varandra i
kapitel 5.5 och dessa jamforelser analyseras i kapitel 5.6.

I appendix A aterfinns detaljerade redovisningar for flertalet komplexitetsbe-
stdmningar. Har finns ocksa en bild pa det verktyg som utvecklats for att underscka
huvudproblemet.



Kapitel 2

Definitioner och grundlaggande
Teori

Héar redovisas begrepp och teori som anvénds senare i arbetet.

2.1 Spanners

Begreppet spanner anvéindes forst i Peleg och Ullman [11]. I deras version ar grafen
en hyperkub och alla bagar har lingden 1, s avstandet far hogst vara ¢ for att
uppfylla kravet. Den definition som ges hér &r anpassad till grafer med godtyckliga
baglangder. Graferna anses ocksa vara oriktade, dvs. alla bagar kan passeras i bada
riktningarna, om inget annat namns.

Definition 2.1.1 Avstandet mellan noderna u och v i grafen G betecknas dg(u, v).
Detta dr lingden pd den kortaste vigen i G som binder samman noderna u och v.

Definition 2.1.2 Givet en graf G = (V, E), ddr V' dar mdngden av noder i grafen
och E dr mdangden av bigar. Lit G' = (V, E') beteckna en delgraf till G dir E' C E.
G’ ar en generell t-spanner for G om det for varje par (u,v) € E' gdller att
dey (u,v) < t-dg(u,v).

Definition 2.1.3 Det euklidiska avstandet mellan tvd punkter i ett n-dimensionellt
rum ges av dg(u,v) = {/(v1 —u1)? + -+ + (v, — upn)?. I tod dimensioner dr alltsd
de(u,v) = /(v1 —u1)2 + (vg — uz)?.

I fortséttningen kommer det férenklade uttrycket d(u,v) att anvéndas for alla
typer av avstand. Det framgar da av sammanhanget om det avsedda avstandet &ar
inom grafen eller det euklidiska.

Definition 2.1.4 [ en euklidisk graf dr alla avstind lings bagarna lika med det
euklidiska avstandet mellan nodernas positioner i rummet.

10
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Definition 2.1.5 En graf G = (V, E) dar fullstindig om det for varje par av
noder (u,v) € V finns en bage (u,v) € E.

Definition 2.1.6 En graf G = (V, E) dr en euklidisk t-spanner for noderna i
V' om det for varje par av noder (u,v) € V ddr det finns en vdg fran u till v galler
att dg(u,v) < t-dg(u,v).

Kopplingen mellan euklidiska och generella ¢-spanners gors genom att man for
den euklidiska grafen later G i definition 2.1.2 vara en fullstindig euklidisk graf.
Da sammanfaller G’ ur definition 2.1.2 med G i definition 2.1.6.

Definition 2.1.7 Konstanten t i t-spanner kallas stretchkonstant for grafen.

Definition 2.1.8 En nod som har minst en bdge till en annan spannero kallas en
flygplats.

I arbetet kommer uttrycket “uppfyller spannervillkoret” ibland att vara en egen-
skap for ett par noder. Det innebér att avstandet mellan dessa via bagar i den graf
de ligger i inte far vara for stort i férhallande till det euklidiska avstandet emellan
dem. Vilken stretch som kravs kommer att framga av sammanhanget.

2.2 Flodesgrafer

I manga sammanhang kan en graf anvindas for att representera ett flode av nagot.
Det kan vara vatten genom ror, eller bildelar som fraktas fran en underleverantor
till fabriken. Gemensamt &r att vissa noder méste passeras pa vigen och mellan
dessa noder finns det en begriansande kapacitet som bestdmmer hur mycket som
kan flyttas. Det kanske gar att frakta bildelar mellan tva stdder via tag, medan
andra rutter trafikeras av lastbilar eller batar. Frakten har en distinkt startnod
och en malnod. Det ger upphov till foéljande definitioner:

Definition 2.2.1 En flodesgraf dr en riktad graf (varje bige har en startnod
och en malnod dar ordningen paverkar riktningen) ddar varje bage har en positiv
kapacitet. Det finns en speciell nod s, kallad kdlla, som flodet har sitt ursprung i
och en speciell nod t, kallad avlopp, ddar flodet limnar grafen. Vidare gdller for
varje nod v i grafen att det finns en vdg fran s till t via v.

Definition 2.2.2 FEit flode i flodesgrafen dr en tilldelning av ett flode, dvs. en
anvand del av en bages kapacitet, till varje bage i grafen. Flodet ldngs en bage far
inte vara stérre an bagens kapacitet. Flddet in i en nod maste vara lika med flodet
ut ur den, med undantag for s och t.

En flédesgraf ger upphov till ett naturligt optimeringsproblem.

Definition 2.2.3 MAX-FLOW problemet bestiar i att givet en flodesgraf finna
det storsta mazimala flodet fran kdllan till avioppet.
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2.3 Asymptotisk notation

I syfte att forenkla jamforelser mellan olika funktioner inférs asymptotisk nota-
tion. Nar funktionerna beskriver exekveringstid for olika algoritmer saknar sméa
detaljer ofta betydelse och man &r intresserad av hur algoritmen klarar av stora
probleminstanser. Detta betyder inte att det dr ointressant med detaljerna i alla
lagen och en del resultat kommer att presenteras i detalj. Det ar i huvudsak da
det finns asymptotiskt lika effektiva algoritmer som det kan behévas detaljerade
studier for att komma fram till vilken som ar bast. Ibland finns det en brytpunkt
i probleminstansens storlek dar det borjar 16na sig att byta algoritm.

Asymptotiskt betyder i det har sammanhanget “vixer ungefar lika fort for stora
viarden”. Det finns tre olika asymptotiska begrepp. Ett for att uttrycka att en funk-
tion vixer hogst lika fort som en annan grupp av funktioner, ett for att uttrycka
att en funktion véxer minst lika snabbt som en annan grupp av funktioner, och
slutligen ett for att uttrycka att en funktion vixer lika snabbt som en annan grupp
av funktioner.

Definition 2.3.1 En funktion t(n) dr stort ordo f(n) om det finns konstanter ¢
och ng sd att for allan > ng gdller det att t(n) < cf(n). Skrivsdttet t(n) = O(f(n))
anvinds. O(f(n)) ses som en dvre grins for t:s tillvizthastighet.

Definition 2.3.2 En funktion t(n) dr stort omega f(n) om det finns konstanter
d och ng sa att for alla n > ng galler det att t(n) > df(n). Skrivsdttet t(n) =
Q(f(n)) anvdnds. Q(f(n)) ses som en nedre grins for t:s tillvizthastighet.

Definition 2.3.3 En funktion t(n) ar stora theta f(n) om det finns konstanter
¢, d och ng s att for alla n > ng gdller det att df (n) < t(n) < cf(n). Skrivsdttet
t(n) = O(f(n)) anvinds. ©(f(n)) ses som ett matt pa hur t vizer med stora n.

Egentligen géller inte likhet i skrivsidtten ovan da det &r en hel klass av funk-
tioner som star i hoger led. I stéllet borde man skriva t.ex. t(n) € Q(f(n)) men det
ar allmént accepterat att man anviander likhet och det bor inte ge négra problem
om man &r uppmérksam. Det existerar notationer med prefixet “lilla” for ordo och
omega, men de anvinds inte i det har arbetet. Darfor kommer “stora” att uteldm-
nas och i arbetet kommer fortsdttningsvis bara att sta ordo i de fall d& en funktion
t.ex. &r O(f(n)).

For djupare teori och exempel samt ett antal riknelagar, se Kingston [9] eller
Brassard och Bratley [3].

2.4 Klasserna P och NP

I det hér arbetet anvands tva komplexitetsklasser, P och NP. Det finns olika sétt
att ga tillviga for att definiera dessa. Har aterges en kort version av det som
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star i Brassard och Bratley [3|. Det finns en annan mer komplicerad definition
som anvander sig av Turingmaskiner for att uppna samma resultat. Den aterges i
Papadimitriou [10] och en del av resultaten ur denna bok anvénds senare i arbetet.

Definition 2.4.1 Fit beslutsproblem dr ett problem som kan besvaras med sant/falskt
eller ja/nej beroende pa fragans typ. En korrekt algoritm for ett problem X accep-
terar de probleminstanser for vilka det korrekta svaret dr ja och avvisar de vilkas

svar dr nej. X betecknar bade problemet och mdingde av de probleminstanser som

ger sant eller ja, dvs. alla instanser som accepteras.

Alla problem &r inte av beslutstyp, men de flesta kan omformas till den hér
typen.

Definition 2.4.2 Ldt p(n) vara ett polynom. En algoritm till ett problem X dr
effektiv om den tar en tid i storleksordningen O(p(n)) for att ldsa ett problem av
storleken n. Algoritmen kallas dven polynomiell.

Definition 2.4.3 HAMILTON CYKEL problemet bestar i att hitta en vig (Ha-
miltonsk cykel) i en graf som startar i en nod s och sedan besoker alla andra noder
en gang innan den dtervdinder till s igen.

Exempel Problemet kan omvandlas till ett beslutsproblem HAMILTON CYKEL(B)
som nu bestar i att avgéra om en graf innehéller en Hamilton cykel. De har tva
problemen é&r lika svara i den mening att om det finns en effektiv algoritm for den
ena si kan man finna en fér den andra och tvért om. Hittar man en cykel sa vet
man direkt att det finns en, s& ett svar pa beslutsversionen fas direkt av algorit-
men for det forsta problemet. Har man en algoritm fér beslutsproblemet kan man
genom att kora denna upprepade ganger fa fram en cykel pa foljande sétt:

1. Kor algoritmen pa hela grafen. Om ingen cykel finns (algoritmen avvisar) sa
svara att ingen cykel finns. Om en cykel finns fortsitt till 2.

2. Ta bort en godtycklig bage och testa igen om en cykel finns. Finns det fort-
farande en cykel s& behévdes inte den bagen for att hitta cykeln och vi later
den vara borttagen. Om cykeln upphérde nér bagen togs bort, satt tillbaka
bagen igen. Upprepa detta forfarande tills alla bagar testats.

3. Kvar finns nu de bagar som genom att tas bort orsakade att cykeln forsvann.
Dessa ar n + 1 stycken och genom att starta i en nod och ga runt i grafen
tills startnoden nas igen kan svaret presenteras.

Eftersom algoritmen tittar pa alla bagar en gang tar den med asymptotiskt uttryck
O(|E|) = O(]V]?) ganger den tid det tar att 16sa beslutsproblemet. Hir betecknar
|E| antalet bagar i grafen och |V| antalet noder. Finns det en effektiv algoritm for
beslutsproblemet s& kommer det att finnas en for originalproblemet eftersom ett
polynom géanger ett polynom fortfarande &ar ett polynom. Darfér anses problemen
ekvivalenta ur komplexitetssynpunkt, de tillhér samma komplexitetsklass.
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2.4.1 Klassen P

Klassen P innehéller de problem som vi anser vara latta. Har aterfinns alla problem
med effektiva algoritmer.

Definition 2.4.4 P dr klassen av alla beslutsproblem som kan losas med en poly-
nomiell algoritm.

Exempel Reduktionen ovan som omformar svaret mellan HAMILTON CYKEL(B)
och HAMILTON CYKEL tar O(n?) tid om grafen har n noder. Detta &r ett ex-
empel pa en polynomiell algoritm.

Exempel Dijkstras algoritm som presenteras i kapitel 2.5 dr ett annat exempel
pa en polynomiell algoritm. Aven den tar en tid i storleksordningen O(n?) i viirsta
fall.

2.4.2 Klassen NP

Klassen NP &r nagot svarare att beskriva. Den bestar informellt av alla problem
som har polynomiellt verifierbara egenskaper. Formellt maste nagra nya begrepp
inforas.

Lat X vara ett godtyckligt problem och samtidigt beteckna méngden av alla
probleminstanser som accepteras av en algoritm som léser X. Lat @@ beteckna en
mangd som vi kallar bevisrummet for X. Ett bevissystem for X ar en méngd F
av par (x,q). For varje z € X maste finnas ett ¢ € Q sa att (z,¢) € F. A andra
sidan far inget sddant q finnas om = ¢ X. Om ett ¢ finns sa att (x,q) € F &r alltsa
r € X. Ett sddant ¢ kallas ett bevis eller certifikat for att z € X.

Exempel Om X &r méngden av alla grafer med minst en Hamilton cykel sa kan
(@) vara méangden av alla sekvenser av noder ur graferna och F besta av alla par
(G,o) dir o ar en Hamilton cykel i grafen G. Om en graf g € X finns alltsa ett
certifikat o som bevisar detta.

Definition 2.4.5 Klassen NP bestar av alla beslutsproblem X som har bevissy-
stem F' C X X Q sdadana att det finns ett polynom P(n) och en polynomiell algoritm
A med foljande egenskaper

e Foralla x € X finns det ett ¢ € Q sa att (x,q) € F, och storleken péa q dr
hogst p(n). Hdr drn storleken pd x.

e For alla par (z,q), finns en effektiv algoritm A som kan verifiera om (x,q) €
F eller inte. Med andra ord, F' € P.
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Ett problem i NP har egenskapen att det finns certifikat for dess 16sningar som
ar verifierbara i polynomiell tid. Om négon séger sig ha en l6sning gar det latt
att verifiera om det dr sant. Daremot sdgs ingenting om hur svart det ar att ta
fram en 16sning. Det finns kryptografiska metoder som utnyttjar detta faktum dér
meddelandet kan verifieras komma fran ratt avsdndare i polynomiell tid, medan en
falsk avsédndare maste 16sa ett NP-svart problem for att kunna imitera den verkliga
avsdndaren om han vill forfalska innehallet.

Exempel Eftersom ett problem i P kan l6sas i polynomiell tid och det far ta
polynomiell tid att verifiera ett certifikat i NP kan man verifiera om ett certifikat
ar sant genom att 16sa problemet. Bevisrummet blir da trivialt.

I detalj:

Lat X vara ett godtyckligt beslutsproblem i P och @ = {0} bevisrummet. D4 kan
bevissystemet F' = {(x,0)|x € X} anvindas. 0 &r da certifikatet for alla z € X.
Givet ett x maste alltsd bedémas i polynomiell tid om (z,0) € F, men detta sker
da x € X och eftersom X € P gar det att verifiera om sa ar fallet i polynomiell
tid och alltsa uppfylls punkt tva i definitionen av NP (som algoritm A kan den
algoritm anvindas som gor att X € P). Punkt 1 uppfylls genom att storleken av
q ar 1. Det innebér att P C N P. Det forblir fortfarande datavetenskapens storsta
gata huruvida P = NP.

2.4.3 Reduktioner

Det finns manga sétt att reducera ett problem till ett annat. I arbetet kommer
Turingreducerbarhet att anvindas. Till de héir reduktionerna anvinds sa kallade
orakel.

Definition 2.4.6 FEit orakel for problemet X dr en algoritm som kan ldsa proble-
met i konstant tid. Anvdndning av orakel dr en metod som kan anvindas vid t.ex.
reduktioner.

Definition 2.4.7 Lat A och B vara tvd problem. A dr polynomiellt turingre-
ducerbart till B om det finns en algoritm for att l6sa A i polynomiell tid givet ett
orakel for B. Detta kan skrivas A < B. Om dven det motsatta forhallandet gdller,
A > B kallar man problemen Turingekvivalenta och skriver A = B.

Exempel Lat A och B vara tva problem. Om A < B och B kan l6sas i polynomiell
tid s& kan dven A det. Eftersom A < B finns en algoritm som givet en instans till A
l6ser denna i en polynomiell tid givet att ett orakel for B finns. Men det finns bara
en polynomiell algoritm fér B givet. Hur paverkar detta mdjligheten att losa A?
P& grund av att reduktionen existerar finns en algoritm som tar tiden p(n) for att
l6sa A givet ett orakel for B. Detta orakel kan hogst fragas p(n) ganger. Dessutom
kan storleken pa de instanser som oraklet fragas pé inte vara storre é&n tiden som
spenderas i algoritmen dvs. p(n). Om det finns en algoritm for att 16sa B som tar
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O(t(n)) tid sa kommer en algoritm for A att ta en tid i O(p(n) - t(p(n))). Detta ar
ett polynom ganger en sammanséttning av tva polynom och ar alltsa ett polynom.
Dérmed finns det &ven en polynomiell algoritm for A.

2.4.4 NP-kompletta problem

Det finns manga NP-kompletta problem. I det hér arbetet anvinds tva olika sddana
for att visa att ett tredje dven det ar NP-komplett.

Definition 2.4.8 FEtt beslutsproblem X € NP dr NP-komplett om det for varje
problem' Y € NP galler att Y < X.

Definition 2.4.9 En disjunktion av literaler kallas fér en klausul.

Definition 2.4.10 FEtt booleskt uttryck ¢ dr i konjunktiv normalform, CNF
om det kan skrivas ¢ = (1 N d2 A -+ A ¢y), dar alla ¢; ar klausuler.

Det bevisas av Papadimitriou [10] att alla booleska uttryck kan skrivas om till
ett ekvivalent uttryck i CNF form.

Definition 2.4.11 Satisfierbarhetsproblemet, SAT definieras som foljande be-
slutsproblem: Givet ett booleskt uttryck i konjunktiv normalform (CNF). Finns det
en tilldelning till variablerna sa att uttrycket blir sant? En vanligt férekommande
variant av SAT dr 3SAT ddr det krivs att alla klausuler i CNF formen bestar av
tre literaler (det dr tillatet att samma literal forekommer flera ganger i en klausul).
En sista variant som forekommer dr har dopt till 3SAT3V2L. Detta dar en vari-
ant av 3SAT ddr varje variabel bara far forekomma tre ganger i uttrycket och varje
literal hégst tva ganger.

Det kan vara pa sin plats att forklara skillnaden pa variabel och literal for att
3SAT3V2L skall fa en tydlig mening. En variabel &r ett variabelt vérde, t.ex. en
inparameter x;, medan en literal ar ett uttryck av formen x; eller —x; dar — star
for logisk negation. Att variabeln far forekomma tre ganger men varje literal bara
tva ganger innebér att varken x; eller —x; far finnas med i uttrycket tre ganger.

Beviset for att SAT &r NP-komplett dr kdnt som Cooks sats. Det aterges i
Papadimitriou [10] och ligger utanfor ramen for det hér arbetet. I kort sa visas
att problemet CIRCUIT SAT ar NP-komplett och sedan reduceras det till SAT.
I reduktionen anvinds bara uttryck av 3SAT typ vilket direkt ger att &ven 3SAT
ar NP-komplett. For att bevisa att 3SAT3V2L ar NP-komplett kravs lite mer
trixande och detaljerna finns i Papadimitriou [10].

For att visa att ett problem X &r NP-komplett véljs ett passande redan ként
NP-komplett problem och sedan reduceras detta till X. I det hir arbetet gors
bland annat reduktioner fran 3SAT och 3SAT3V2L till problem som skall visas
vara NP-kompletta.
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Definition 2.4.12 FEtt beslutsproblem X dr NP-svart om det for varje problem
Y € NP gdller att Y < X.

Observera att det inte krévs att X € N P. Begreppet NP-svart ar lite svagare
eftersom det inte sdger nagot ndrmre om X:s komplexitet. Det anvands da man
inte dr intresserad av precis hur svart X ar utan &r néjd med att konstatera att
det minst ar lika svart som NP-kompletta problem.

2.5 Algoritmer

Tre av de algoritmer som anvands i arbetet forklaras har. Dijkstras algoritm hittar
givet en graf och en startnod kortaste vigen fran startnoden till alla andra noder
i grafen. Floyds algoritm bestdmmer kortaste vigen mellan alla noder i en graf.
Edmonds-Karps algoritm berdknar givet en flodesgraf det maximala flédet mellan
kélla och avlopp.

2.5.1 Dijkstras algoritm

I Dijkstras algoritm anvinds en prioritetsko @) for att halla koll pa alla noder som
for tillfallet gar att besdka. De ligger i kon i ordning sa att den nod som har kortast
avstand till startnoden (s) via redan besokta noder ligger forst och kommer att tas
ut forst. Algoritmen arbetar s& hér:

1. sldggsini Q.
2. Ta ut minsta elementet, e, ur Q.

3. Alla noder som gar att né fran e ldggs in i @ om de inte redan ligger dér.
Deras nycklar blir avstandet till e plus avstandet fran e till de respektive
noderna. Om de redan ligger déir jamfors deras avstand med det som nu gar
att fa via e. Om det nya avstandet ar mindre uppdateras det i kon.

4. Upprepa 2-3 tills @) ar tom. Alla noder har som avstand till s det vérde de
hade da de togs ut ur kon.

Ett korrekthetsbevis finns i Kingston [9]. Tidskomplexiteten bestams ocksa dar till
O(nlogn+m) dar m &r antalet bagar i grafen. Detta ger i virsta fall komplexiteten
O(n?). Det bér ndmnas att algoritmen fungerar lika bra pa oriktade som riktade
grafer.

2.5.2 Floyds algoritm

Floyds algoritm arbetar hela tiden pa en matris av storlek n? dir varje cell m;
ar ett avstand mellan noderna i och j. Algoritmen itererar 6ver matrisen n ganger
vilket ger en tidskomplexitet pa O(n?). Matrisen D initieras till Dy dér alla celler
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innehaller det direkta avstanden mellan tva noder. Nodpar som inte har en bage
mellan far virdet oo i sin cell.

I varje steg Okas index pa D. Indexet symboliserar de noder som far anvindas i
en vig mellan tva noder. Cell m; ; i matris Dy, innehaller kortaste avstandet mellan
noderna ¢ och j om noderna 1,2, ...,k far anvindas. Slutresultatet finns i D,,.

I varje iteration kontrolleras for varje nodpar (i,7) om det varde som kan fas
via k &r mindre &n det tidigare bésta virdet (m; x + my,; jamfors mot m; ; som ar
det tidigare véirdet) i s fall uppdateras cellen.

Implementationen av Floyds algoritm bestar av en for loop med tre nivaer dér
endast jamforelsen utfors innerst. Déarfor har Floyds algoritm troligen en jamforel-
sevis liten konstant i ordo-uttrycket. Mer information finns i Cormen et al. [5].

2.5.3 Edmonds-Karps algoritm

Givet en flodesgraf G = (V, E), dar V' ar méangden noder och E méingden bagar,
beriknar Edmonds-Karps algoritm maxflodet inom en tid av storleksordningen
O(VE?).

Algoritmen arbetar i sin helhet pa det som kallas residualgrafen, R, till G.
Detta ar en graf som hela tiden visar mojliga &ndringar i flodet. Till att borja med
ser den ut precis som G. Men s fort ett flode f sker ldngs en bage i G kommer
R att paverkas pa tva sdtt. Dels kommer bagens kapacitet i R att minskas med
f, blir den 0 tas bagen bort. Dels kommer en bage at andra héllet att skapas om
den inte redan fanns och dess kapacitet 6kas med f. Vad residualgrafen visar i det
hér laget dr att antingen kan man trycka igenom mer flode ldngs bagen, om den
finns kvar, eller sa& kan man angra sig och reversera flodet d& det nu finns en bage
i motsatt riktning med kapacitet minst f.

Edmonds-Karps algoritm soker i varje iteration en utokning av flédet, fran att
ha borjat pa noll. Dijkstras algoritm anvinds for att hitta en vig genom residu-
algrafen. Den hittar i varje iteration den kortaste viagen fran kallan till avloppet.
Med kortaste menas har minst antal bagar langs vigen. Langs den hér vigen uttkas
flodet med kapaciteten av den bage som har ldgst kapacitet. Detta ger en utékning
i varje steg och till slut nas maxflodet. Bevis for korrekthet och komplexitetsbe-
stamning finns i Cormen et al. [5].



Kapitel 3

Spannervagar

Ett problem som éar relaterat till att dela upp en graf i spannerdar ar huruvida tva
noder kan ingé i en t-spanner med varandra. Detta kan ocksa formuleras s& hér:
Givet en graf U och tva noder, a och b, finns det en delgraf till U som innehaller a
och b samt &r en t-spanner? Den minsta sadana grafen kommer att besta endast av
en viag mellan a och b. Denna vig kallas fér en spannervig. Lings en spannervig
géller att varje nod uppfyller spannervillkoret med avseende pa alla andra noder.

Intresset bakom spannervéigar beror pa att det &r valdigt svart att dela upp en
graf i spannerdar. Det dr da naturligt att undersoka de underliggande egenskaper
som inverkar pa detta problem. Ett enklare problem torde vara att bedéma om tva
noder ens kan ligga pa samma 0. Detta ger ingen 16sning till huvudproblemet men
komplexiteten bakom kan ge en insikt i dess svarighet.

3.1 Algoritmer

Nu definieras problemet SPANNERVAG som kommer att undersokas i kapitel 3
och 4.

Definition 3.1.1 SPANNERVAG problemet bestir i att givet en graf G, tvd
speciella noder a och b och en spannerkonstant t, avgéra om det finns en spannervdig
mellan a och b med stretch hégst t.

Det enklaste séttet att bedoma om tva noder, a och b, ligger ldngs en spannervig
ar att testa alla mojliga vagar mellan dem och se om nagon fungerar. En viag bestar
som mest av n noder som méste testas mot alla andra vilket ger O(n?) test. Antalet
vagar ar O((n — 2)!), se appendix A.l. Sammantaget far en sadan héir algoritm
tidskomplexiteten O(n!) och anvinder O(n) utrymme.

Detta &ar en extremt dalig tidskomplexitet. Det gar att fa en lite battre med
foljande néstan lika simpla algoritm, delgrafalgoritmen.

Valj ut ett antal av de n — 2 noderna férutom a och b. Bilda en delgraf av dessa
med a och b samt de bagar som gick mellan noderna i ursprungsgrafen. Applicera

19
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sedan Dijkstras algoritm 2.5.1 pa denna graf och bestdm kortaste vigen mellan
a och b. Ar den hir vigen en t-spanner sa svara ja, annars fortsitt leta. Om det
finns en spannervig mellan a och b sé finns det en kortaste spannervig mellan dem.
De noder som ingar i vigen kommer att véljas av algoritmen i nagot steg och den
kortaste spannerviagen upptécks av Dijkstras algoritm. Antalet nodméngder som
kan viljas dr 2772 eftersom varje nod antingen kan vara vald eller inte. Dijkstras
algoritm ir i viirsta fall O(n?). Detta ger komplexiteten O(n?2"), se appendix A.2
for detaljerna (detta ar for 6vrigt den tid som en uttémmande s6kningsalgoritm for
SAT anvénder, se Papadimitriou [10]). Delgrafalgoritmen anvinder O(n) utrymme.
En nackdel med den héar algoritmen ar att om det visar sig att tva noder inte
kan ligga lings kortaste vigen mellan a och b sa kommer dnda alla 2"~* 6vriga
kombinationer med dessa tva noder att genomsdkas. Med hjalp av en sista algoritm,
splittringsalgoritmen kan detta undvikas.

Kor forst Dijkstras algoritm och hitta kortaste vigen mellan a och b. Om detta
ar en spannerviag avslutas algoritmen med positivt svar. Om det finns tva noder
langs vigen som inte ar kompatibla sa kan ingen spannervéig mellan a och b passera
bada dessa. Detta beror pa att Dijkstras algoritm hittar den kortaste vdgen och
noderna har for lang viig mellan sig langs denna. Det kan d& inte finnas en annan vég
mellan dem som &r kortare och uppfyller spannervillkoret. Alltsa kan algoritmen ta
bort den ena noden och fortsitta rekursivt pa den kvarvarande grafen. Sedan nér
det sparet dr testat sétter den tillbaka noden och tar bort den andra noden. Den
resterande grafen testas igen rekursivt. Detta leder till att algoritmen till slut hittar
en 16sning om det finns en. Det visar sig att algoritmen som kan implementeras i tva
varianter far tidskomplexiteterna O(2") resp. O(2°-822"). Beriikningarna redovisas
i appendix A.3.

Den forsta varianten anvander djupet-forst sokning och tar upp n ganger grafens
utrymme da det blir n grafer att hélla i minnet under berékningen. Totalt blir det
O(n3) utrymme.

Den andra varianten, tabellvarianten, anvinder (n75f6218)
ta kan uppskattas med O(2°644") vilket #r for mycket for att i praktiken anvinda
den. Att algoritmerna blev s& daliga far sin forklaring i nésta avsnitt.

Som jamforelse kan ndmnas att den bésta algoritmen for 3SAT ar av komplex-
itet O(29959") se Brueggemann och Kern [4].

, se appendix A.3. Det-

3.2 Komplexitetsbestamning

Komplexitetsbestamningen sker pa tva sédtt med olika resultat pa stretchkrav. Forst
visas en direkt reduktion fran 3SAT varianten i kapitel 2.4.4, 3SAT3V2L. Det gar
dock att fa ett skarpare resultat varfér en andra reduktion utférs via mellanpro-
blemet Path with Forbidden Pairs.

Sats 3.2.1 Problemet SPANNERVAG dr NP-komplett for stretch /kn'TVk  dir
k ar ett heltal och n storleken pa problemet angett © antalet noder.
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Bevis Beviset utgors av innehéallet i kapitel 3.2.1 och 3.2.2.

3.2.1 Reduktion fran 3SAT

Observera att stretchkonstanten i sats 3.2.1 inte &r konstant utan beror pa proble-
mets storlek. Referenser till 3SAT i det har underkapitlet &r till varianten 3SAT3V2L.
Ett exempel illustrerar hur reduktionen gar till.

Exempel Givet foljande instans till 3SAT varianten:

(avbVe)A(dVeV f)AlevbVvd)A(aVgVh)AEVDVY f)A(@VeVd)

Skriv om uttrycket pa héjden med en klausul per rad och infér radnummer.
Tabell 3.1 visar resultatet.

Tabell 3.1: Exempel pa en 3SAT probleminstans.

Idén &r att bygga en graf dir en vig igenom innebér att det finns en tilldelning
som satisfierar uttrycket medan ingen vag innebér att ingen tilldelning satisfierar
uttrycket. Literaler som tillh6r samma variabel maste passeras sa att inte a och
a bada ingar i viagen. Detta hjdlper spanneregenskapen till med. En konflikt i
spanneregenskapen kommer att likstéllas med en konflikt i sanningsvéirden. Varje
variabel har bara ett sanningsvirde och detta astadkoms genom att uppratthalla
spanneregenskapen.

De literaler som tillhér samma variabel paras ihop tva och tva: la,6a; 1b,5b;
1¢,3¢; 2d,3d; 2e,5¢; 2f,5f. Genom att placera dessa noder tillriickligt nira varandra
garanterar man att bada inte kan inga i en spannervag.

Foljande variabler saknar par och ar darfor for nérvarande fria: 3b; 4a; 4g; 4h;
6¢; 6d

Literalerna 4g och 4h, som bara forekommer i en form (hér ickekonjugerade)
kan ignoreras da grafen byggs eftersom de inte kan hamna i konflikt med andra
noder/tilldelningar. Egentligen skulle dessa rader kunna tas bort helt eftersom de
alltid kan passeras via de obundna noderna, men i exemplet har de behallits.

I syfte att balansera da en variabel forekommer 3 ganger i ett uttryck dupliceras
vissa rader. Detta ger nya noder som kan paras ihop med de tidigare men forandrar
inte 3SAT uttryckets varde. Tabell 3.2 visar hur nya rader lagts till. De nya raderna
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labe
2de f
ldef
3cbd

= N
ISEENQY
o o
o> X

B o W ot
QI QI ™ M
ol O S S
Q. QA

Tabell 3.2: Nya rader har lagts till.

30,3b
4a,4a
6¢,2c
6d,1d

Tabell 3.3: Nybildade par.

har lagts till under den rad de duplicerar och har fatt radnummer fran ett men med
fetstil. De nya par som bildas syns i tabell 3.3

De nyintroducerade literaler som inte paras ihop med andra literaler kommer
bara att passeras rakt forbi s& att om t.ex. 6d passeras kommer dven 4d att gora
det, men det &r 6d som garanterar att inte 1d eller 2d passerats.

Figur 3.1 visar hur grafen ser ut i forsta konstruktionsfasen. I figuren har de
nya raderna kursiverats och negerade literaler aterges med fetstil. Ett antal “smé-
noder” har infogats. De fungerar som kopplingsnoder och ar till for att underlétta
visualiseringen av tillbakabagar som snart kommer att inforas.

De underlattar ocksa genom att rikta vagen mellan raderna. Kopplingspunkter
mellan en 6vre rad och en undre kursiv rad &r kopplade rakt. Detta leder till
att om t.ex. 5e genomlops av vigen kommer dven 3e att passeras. Mellan Gvriga
rader finns en central kopplingspunkt som forhindrar att en viag gar tillbaka utan
att den innehéller en cykel. Pa sa vis fas en riktning fran s till ¢. Man kan se
kopplingspunkten fére en nod, noden och kopplingspunkten efter som en stornod.
Figur 3.2 visar hur dessa ténkta stornoder ser ut.

Nu introduceras bakatbagar. Detta innebér att vissa noder flyttas bakat. Det
ar bara bokstavsnoderna som flyttas, s stornoderna behaller sin plats. Da bada
sorters literaler till en variabel ingar i 3SAT uttrycket kan de férekomma pa fyra
olika satt:
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Rad 1

Rad 2

Rad 1

Rad 3

Rad 2

Rad 4

Rad 5

Rad 3

Rad 6

Rad 4

Figur 3.1: Tidigt skede i reduktionen.
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Rad 1

Rad 2

Figur 3.2: Exempel pa stornoder.

e bada literaler forekommer en gang, t.ex. 2f,5f
e ena literalen finns under tva av andra typen, t.ex. la,4a,6a
e cna literalen finns 6ver tva av andra typen, t.ex. 2d,3d,6d

e ena literalen finns mellan tva literaler av andra typen, t.ex. 1¢,3¢,6¢

Andra férekomster kan omvandlas till dessa genom att negera alla literaler
fran samma variabel. Detta paverkar inte uttryckets virde ur 3SAT synpunkt. En
16sning med a sann blir da en 16sning med a sann. Fall tre hanteras precis som
fall tva fast hamnar omvént i grafen, de kan darfor betraktas som ett fall. Figur
3.3 visar hur de tre olika fallen hanteras. Bagarna gar i konstruktionen kortaste
vigen mellan noderna, men i syfte att askadliggéra kopplingarna i figuren béttre
har bagarna ritats pa ett enklare satt.

Genom att placera noderna vid bakatbagarna tillrackligt néra sina negationer
(som de hamnar intill) kan man forhindra att bada ingar i samma spannervig.
Noden 2f kan alltsa inte ligga pa samma spannervig som stornoden 5f. Detta
leder till att variabeln f tilldelas ett sanningsvérde beroende pa vilken av noderna
som passeras. 2f leder till att f sitts till sant. 5f leder till att f sétts till falsk. Pa
samma sétt finns det ingen tillaten vig i mittengrafen som kan innehalla ett a och
ett a. Detta avslutar exemplet.

For att visa att ett problem dr NP-komplett krévs att det ligger i NP. Har foljer
nu den definition som anvinds i Papadimitriou [10]. Ett problem ligger i NP om en
icke-deterministisk turingmaskin kan 16sa det i polynomiell tid. Detta stammer for
problemet SPANNERVAG. En ickedeterministisk turingmaskin kan generera alla
vigar och testa dem i polynomiell tid. Finns en vig svarar den ja, annars nej. Det
ar alltsa konstaterat att SPANNERVAG € NP.

Det tar polynomiell tid att konstruera grafen ovan givet ett uttryck i 3SAT.
Det behovs en ny rad i vérsta fall for var tredje literal. Om 3SAT har ett uttryck
med m klausuler och n = 3m literaler sa kommer den genererade grafen att ha
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oHorQ O o OO0
9‘0-@—070‘0-@—0-0-9-07

O-0~2)-0-0+2)-0

Figur 3.3: Olika typer av bakatbagar.
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hogst m extra rader. Detta beror pa att n/3 = m literaler kan beh6va balanseras
och i vérsta fall balanserar varje ny rad bara en literal. Den konstruerade grafen
kommer totalt ha mindre &n 7(2m — 1) + 6m + 8 noder. Forsta termen &r antalet
kopplingsnoder (hogst 7 i varje internt lager), den andra &ar antalet riktiga noder (3
per rad och hogst 2m rader) och den sista &r noderna kring s och ¢. Sammanlagt
finns O(m) noder.

En reduktion fran 3SAT till SPANNERVAG ér alltsa att konstruera grafen en-
ligt tidigare instruktioner. Nu verifieras att en SPANNERVAG finns genom grafen
om och endast om 3SAT uttrycket ar satisfierbart.

Om det finns en spannervag fran s till ¢ sa finns det ett sétt att passera varje
rad utan att hamna i konflikter. Att passera en rad innebér en tilldelning till en
variabel sa det finns alltsa en tilldelning utan konflikter som gor att minst en literal
i varje klausul blir sann och alltsa finns en tilldelning till 3SAT uttrycket som gor
det sant.

A andra sidan, om det finns en tilldelning som satisfierar 3SAT uttrycket sa
gor den alla klausuler sanna. Det innebéar att det finns minst en sann literal i varje
klausul. Om man plockar bort alla noder i grafen som motsvarar literaler som ar
falska i tilldelningen fas en mindre graf. I den hér grafen finns minst en nod kvar
pa varje rad, ndmligen den eller de som gjorde klausulen sann. Vidare finns inga
konflikter kvar, en nod ur varje par som konstruerats i grafen har forsvunnit da
variabeln har ett distinkt virde. Eftersom alla rader kan passeras utan konflikter
finns en spannervig igenom denna mindre graf. Men om det finns en vig i en mindre
graf forsvinner inte den om man aterstéller grafen till ursprungsgrafen som alltséa
ocksé har en spannerviig och SPANNERVAG returnerar sant.

Det finns alltsd en spannervig precis da motsvarande 3SAT uttryck &r 16sbart.
Detta innebér att SPANNERVAG dr NP-komplett da det ligger i NP och pa po-
lynomiell tid reducerar 3SAT. Detta avslutar beviset.

Kvar aterstar att undersoka vilken stretch som behdvs {or att tillata ovanstaende
konstruktion. Det &r forhallandet mellan kortaste avstandet mellan tva tillatna
noder och det ldngsta mellan dessa som sitter gransen for stretchkonstanten.

Avstandet mellan noder och bakatflyttade noder far inte vara for stort, sam-
tidigt skall alla andra véigar vara tillatna. Om kopplingsnoderna placeras sa att
langsta vigen mellan tva rader ar € och den kortaste vagen &r n kan en langsta
bage uppskattas. Det finns 2m rader som bagar kan ga fram och tillbaka mellan.
Bagar till s och t kan utelamnas eftersom de ar riktade och aldrig passeras igen. For
att dven ha ett matt pa kopplingsnoderna vid s och t kan de ocksé sdttas sé langs-
ta avstandet blir €. Den langsta bage som kan férekomma &r en bage mellan sista
raden och forsta raden. Denna blir < 2me. I en spannerviig genom grafen kommer
bara en nod per rad att inga. Om denna nod &r en bakat nod s& kommer bakatba-
gens lingd att ingd tva ganger da nodens rad passeras. Det innebér att maxlangden
pa vagen genom en stornod blir 2 - 2em = 4em. Den léngsta vigen genom grafen
fas med sd manga bakatbagar som mojligt. For att fa en grov uppskattning antas
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att varje rad nas baklinges. Vigen kan uppskattas grovt med 2m - dem = 8sm?,
eftersom det ar 2m rader som maximalt behover strickan 4em for att passeras.
Detta ar ett ganska grovt métt da sats 4.2.3 gor det troligt att avstandet i snitt
ar hélften av det maximala. Ur vagen har har termen 2em strukits. Detta &ar det
faktiska avstandet rakt igenom grafen mellan alla kopplingsnoderna, men ar sé litet
i forhallande att det &ts upp av den grova uppskattningen. Att den utelamnas gor
framstéllningen lite lattare att ldsa och paverkar inte ordo-notationen.

Om avstanden mellan noderna inom en rad satts till 1 sa kan spannerkonstanten
som krévs for att fa lov att ta en bakatbage berdknas. Placeringen av bakatnodens
avstand fran sin negation kan ocksa beridknas.

Avstéandet fran bakatnoden till den ndrmsta granne som kan passeras av vigen
ir ungefir 1. Spannerkonstanten méaste dirfor vara stérre dn 8em?/1 = 8em? for
att tillata denna passage. Positioneringen av bakatnoden méste vara s& néra att
passage av dess negation inte fungerar. Avstandet via grafen fran negationen till
bakatnoden ar minst 27 eftersom végen efter att ha passerat grannen maste ner i
bakatnodens stornod och vinda. Denna vég ger en stretch pa 2n/d déar d ar det
euklidiska avstandet mellan noderna. Om denna kvot skall bryta mot spannervill-
koret maste 2n/d > 8em? vilket ger d < n/(4em?). Observera att € inte kan viiljas
for litet eftersom avstandet mellan raderna &r minst 2 pa grund av det interna
avstandet mellan noderna pa samma rad. Forhallandet mellan € och 7 &r pa grund
av geometrin € = /12 + 4.

Resultatet av reduktionen visar att problemet SPANNERVAG #r NP-komplett
for spannerkonstanter i storleksordningen ©(n?) dir n anger antalet noder i grafen.
En skidrpning av spannerkonstanten gors strax i kapitel 3.2.2.

En kommentar angiende spannervigen ar pa sin plats. Eftersom grafen &r orik-
tad finns det inget som hindrar en vig fran att innehalla samma noder flera ganger.
Det gar dock att skéirpa kravet pa spannervéigen sa att inga cykler tillats utan att
det far nagon paverkan pa tidigare diskussion. Pa sa vis kan cykler uteslutas.

3.2.2 Reduktion frdn Vag med forbjudna par

En béttre spannerkonstant kan nas om hjéalp hédmtas fran ett annat redan kint
NP-komplett problem. Problemet “vig med forbjudna par” (pa engelska Path with
Forbidden Pairs) erbjuder den hjalp som behovs.

Definition 3.2.1 Givet en riktad graf G = (V, A) med n noder och tvi speciella
noder, s och t, samt en lista C = {(a1,b1),...,(am,bm)} med nodpar. Problemet
PwFP bestar i att avgéra om det finns en vig ¢ G fran s till t sddan att den hogst
innehaller en av de tva noderna ur paren i C.

Ett sétt att testa mjukvara dr att dela in den i block som genoml6ps sekventiellt.
Dessa block ar sedan kopplade till varandra genom hopp i programflodet. Vissa
block kan bara exekveras om andra block inte exekveras under koérningen, de &r
parvis uteslutande. If-satser &ar ett exempel dir bara det ena blocket exekveras.
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Det ar dock sa att resultatet av ett test i en if-sats kan paverka andra if-satser pa
andra stéllen i programmet. Givet en graf 6ver blocken och par som visar vilka som
inte kan exekveras i samma testrunda sa soks ett antal testvigar genom grafen si
att alla block testas nagon gang. Malet ar att hitta en vig fran en startnod s till
en malnod ¢ som innehaller hogst en av noderna i varje par. Problemet studerades
och bevisades NP-komplett av Gabow et al. [6]. Det togs upp i en lista 6ver kiinda
NP-kompletta problem i Garey och Johnson [7] dir det utvidgades till att &ven
gélla oriktade grafer och till att gélla da alla nodpar ar disjunkta. Om detta géllde
samtidigt framgick inte och jag utreder har hur det ligger till.

Beviset i Gabow et al. [6] reducerar allmédnna 3SAT till PwFP genom att kon-
struera en graf och ett antal férbjudna par. Om en vég hittas genom grafen finns
en 16sning till 3SAT problemet. Referenser till 3SAT i det har underkapitlet ar till
den allménna versionen, se definition 2.4.11.

Exempel Sa hér gar reduktionen till for en liten exempelgraf.

(avva)/\(avab)A(vava)

Foérbjudna par:

(1,4) } aocha
(4,9)

(avbvc) (2,6)
(2.8) } bochb
g?; } cochc

Figur 3.4: Gabows reduktion.

Givet ett uttryck i 3SAT. Konstruera en graf enligt figur 3.4 dar varje nod &r
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kopplad till de tre noderna i lagret under. I figuren ar negerade literaler markerade
med fetstil. De speciella noderna s och ¢ placeras som i bilden. Varje nod symboli-
serar d& en literal och de noder vars literaler &r komplement forbjuds att bada ingéa
i vagen genom grafen. Detta sdkerstéller att inte bade literalen och dess negation
ingar samtidigt.

Om en vig mellan s och ¢ hittas kan den 6verséttas till en tilldelning av san-
ningsvirden at literalerna som satisfierar 3SAT uttrycket. En av noderna i varje
lager kommer att passeras vilket innebér att en av literalerna i varje klausul ar
sann. Pa grund av de férbjudna paren &r det en giltig tilldelning som I6ser 3SAT
instansen.

Om det finns en 3SAT tilldelning som satisfierar 3SAT instansen, sa finns det
en tilldelning som gor minst en literal sann i varje klausul. Den hér tilldelningen
anvinder sig aldrig av bada noderna i ett forbjudet par. Alltsa finns den viag mellan
s och t som stks av PwFP. PwFP ligger i NP eftersom det gar att gissa en 16sning
och verifiera den i polynomiell tid. Sammantaget ar alltsa PwFP NP-fullstéandigt.

Nu tillverkas en konstruktion som reducerar 3SSAT3V2L varianten fran kapitel 2.4.4.
Det gar givetvis att reducera fran allménna 3SAT, men det blir enklare och lika
kraftfullt pa det hér viset. Dessutom kan idén med férdubbling av raderna fran
kapitel 3.2.1 ateranvindas. Som forut 16ses problemet med tre literaler genom att
fordubbla den som &r ensamt forekommande. Nésta sida visar ett exempel pa hur
det gar till med en liten probleminstans.
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Exempel Figur 3.5 visar en oriktad exempelgraf utan disjunkta par, t.ex. ingar
12 1 tva par.

(avva)/\(devb)A(vava)A(dveva)

Forbjudna par:
(1,12)

(9.12) aocha
(2,6)
. 2.8) } bochb
@vbve) (3.5) } cochc
(5,7)
(4,10) dochd

(dveva)

Figur 3.5: Oriktad version av grafen.
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Nu skapas de disjunkta paren. Eftersom 12 ingar i tva par splittras den i tva
noder, 12 och 12’. Detsamma géller fér 2 och 5. Figur 3.6 visar slutresultatet.

(avva)/\(dvab)A(vava)A(dveva)

Forbjudna par:

(1,12)

(9.12) } aocha

(2,6)

2'.8) } bochb
(avva) (3’5) } coch ¢

(57)

(4,10) dochd

(dveva)

Figur 3.6: Disjunkta par infors.

Exemplet visar hur en graf konstrueras med hogst m extra noder fran en instans
i 3SAT3V2L med m klausuler. Det framgar att en vig fran s till £ som innehaller
hogst en nod fran varje par ger en tilldelning som satisfierar 3SAT3V2L och tvart
om, en l6sning till 3SAT3V2L ger en vig genom grafen. Att grafen &r oriktad
péaverkar inte resultatet eftersom det inte gor nadgot om vigen passerar en rad tva
ganger. Det kritiska &r om den kan passera 6ver huvud taget.
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Exempel Det gar att hitta en vig igenom PwFP instansen i det foregédende ex-
emplet som tilldelar en variabel tva olika viarden. T.ex. kan vigen s - 1 — 5 —
2’ - 4 — 7 — 11 — t hittas. Den tilldelar variabeln ¢ forst virdet sant da 5
passeras och sedan falskt da 7 passeras. Det finns inget krav i PwFP instansen
som forhindrar detta. Daremot ar det sa att om en vig studsar tillbaka pa sin vig
fran s till ¢ sa passeras det lager som studsas mot senare via en annan nod. Det
gar da att forkorta vigen genom att klippa bort den del av vigen som studsar och
ersiatta den med en direkt vig igenom lagret. I det hdr exemplet kan vigen istéllet
gahs -1 —4—7— 11 — t och pa sa sitt slippa en otillaten tilldelning till 3SAT
uttrycket. Detta sista steg i reduktionen utfors i polynomiell tid och tillats inom
ramen for reduktioner.

Sammanfattningsvis &r alltsd PwFP NP-komplett for oriktade grafer dar alla
par ar disjunkta. Detta kan nu anvéndas for att gora en reduktion fran PwFP till
SPANNERVAG som har ligre stretchkonstant #n den tidigare reduktionen. Beviset
kommer ett steg langre ifran 3SAT3V2L och behéver nu inte langre lata noder vara
knutna till literaler utan kan betrakta dem bara som noder. For instansen till PwFP
géller att om det finns bagar mellan noder som &r i ett forbjudet par kan dessa tas
bort eftersom de aldrig kan anvindas.

Exempel Figur 3.7 visar ett exempel pa en reduktion fran PwFP till SPANNER-
VAG.

Givet den vanstra grafen och de férbjudna paren som probleminstans till PwFP
bestar reduktionen i att konstruera den hogra grafen. Detta kan goras i polynomiell
tid. Noderna placeras vertikalt efter sitt nummer. Detta nummer ar godtyckligt och
paverkar inte resultatet. De noder som ingar i ett forbjudet par placeras pa samma
rad som noden med lagst nummer skulle placeras pa.

I den vanstra grafen saknas avstand pa bagarna. Den hogra grafen ér geometrisk
och avstandet i vertikal led mellan noderna &r en enhet och avstandet mellan
nodparen ¢ enheter. Bagarna gar egentligen raka vigen men for att se att grafen
ar samma som den vanstra dr de ritade tydligare. P4 samma sétt som forut ar det
forhallandet mellan kortaste avstandet mellan tva tillatna noder och det ldngsta
mellan dessa som sétter grinsen for stretchkonstanten. Den ldngsta bagen &r i
storleksordningen n och en vig mellan tva tillatna noder ar da hogst n(n — 1).
Kortaste vigen fran en nod i ett forbjudet par till den andra noden i paret ar
ungefiir 2. For att detta inte skall tillatas i en viig maste 2/ vara storre &n n? om
vi tinker oss SPANNERVAG med stretchkonstant n?. Alltsa blir e = 2/n?.

Anledningen till att kravet pa disjunkta par uppstar ar att det inte skulle
fungera att ha fler &n tva noder per rad. Det skulle kunna innebéra problem om
tva eller fler av dessa méste besokas.
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Probleminstans till PwFP Graf efter reduktion

Figur 3.7: Exempelgraf fore och efter reduktion.
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Exempel Genom att 6ka dimensionen pa den av reduktionen producerade grafen
far vi en légre stretchkonstant. Idén illustreras genom att fortsétta pa foregaende
exempel. Figur 3.8 visar hur reduktionen kan se ut i tva dimensioner.

Figur 3.8: Tvadimensionell reduktion.

Genom att placera varje nod eller nodpar i en kvadrat fas en ny reduktion. Om
n noder placeras i en kvadrat kommer dimensionerna att vara ungefar \/n - \/n
rutor. Den ldngsta bagen dr av lingd v/2n. Analogt med ovan fas da lingsta vigen
mellan tva noder till (n — 1)y/2n. Det gar alltsa att fa NP-komplettheten att halla
for en stretchkonstant av storlek ©(n3/2). Genom att vidare 6ka dimensionen till
k fas det generella uttrycket ©(n'+t/¥y/k). Det framgar av exemplen ovan att en
16sning till SPANNERVAG innebér en lésning till PwFP och tvirtom. For alla
dessa stretchkonstanter ar alltsi SPANNERVAG NP-komplett. Detta &r en klar
forbéttring av det tidigare resultatet fran kapitel 3.2.1.

3.2.3 Jamforelse mellan reduktionerna

For att aterknyta till den direkta reduktionen fran 3SAT3V2L visas nu de tva olika
typerna av reduktioner fran samma startuttryck. Den senare reduktionen aterges
i tva dimensioner. 3SAT3V2L uttrycket som reduceras &r det som anvénds i figur
3.5 och figur 3.6.

I bilden &r bagarna som férut béjda, men har som vikter det geometriska
avstandet mellan noderna. Vissa av noderna inom en kvadrat har placerats for
att underldtta dragning av bagarna. Om ldngden av en ruta dr 1 s& kommer 17-
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(avva)/\(dvab)/\(vava)/\(dveva)

Figur 3.9: Reduktion av 3SAT med hjilp av PwFP.

spannervigar att vara ekvivalent med en tilldelning till 3SAT uttrycket. Detta &r en
uppskattning som detaljerat beskrivs i appendix A.4. Déar visas ocksa att noderna
bor placeras inom 2/17 fran varandra inom en ruta. Om O-uttrycket hade anvants
istillet hade spannerkonstanten som krévts blivit 99 i stéllet vilket ar vérsta fallet.

Genom att placera dven de noder som hamnar ensamma tva och tva i samma
ruta sa langt ifran varandra som mojligt fas antalet rutor ner till n/2. Da maste
dven avstandet andras mellan par som inte kan vara tillsammans da det nu blir lite
kortare vagar mellan dessa.
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Figur 3.10: Direktreduktion fran 3SAT uttrycket.

Figur 3.10 visar hur motsvarande reduktion direkt fran 3SAT ser ut. Det visar
sig finnas tva ldngsta vigar genom grafen med identisk ldngd. I appendix A.4
beridknas att det krévs en stretch pa 72 for att mojliggora reduktionen. Bakatnoder
bor placeras hogst 1/36 fran de ordinarie noderna. Om ©-uttrycket anvénts istéllet
skulle det krédvas en spannerkonstant pa 529.

Detta exempel visar att de vérstafallsbedomningar som gjorts i texten kanske
ar i vérsta laget. Det kanske inte ens finns grafer dar dessa intréffar. Det kan ocksa
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vara sa att detta exempel var speciellt latt, men det troliga ar att uppskattningarna
ar en stor faktor pa den sékra sidan. Exemplet visar ocksa att direktreduktionen
far ett sdmre vérde vilket motiverar reduktionen fran PwFP.

3.3 Sma spannerkonstanter

I huvudsak har det diskuterats stora stretchkonstanter. Det har inte ens varit kon-
stanter utan virden som beror pa antalet noder i grafen. Vad géller da fér mindre
konstanter?

Sats 3.3.1 For spannervigar med stretchkonstant 1 gar det att avgdra i polyno-
miell tid om en vdg finns.

Bevis P4 grund av den extrema konstanten far inga avvikelser goras pa vigen
mellan de tva noderna. Sa alla noder som inte ligger pé linjen mellan s och ¢ kan
ignoreras. Vidare kommer bara noder pa linjen som sedan leder framat att kunna
anviandas. En simpel algoritm gar igenom de noder som ligger pa linjen en efter en
och ser efter om den kan ligga pa viagen. Den hér foreslagna algoritmen anviander
backtracking. Steg for steg arbetar algoritmen som foljer:

1. Ta bort noder utanfor linjen.
2. Lagg till s i den aktuella végen.

3. Kontrollera vilka noder som kan nas fran den sista noden pa den aktuella
viagen. Om nagon gar i riktning mot ¢ sa lagg till den.

4. Om ingen nod hittas i steg 3, ta bort den nod vi befinner oss i eftersom den
inte kan ligga pa vigen. Om det var s som togs bort avsluta med ett negativt
svar, annars bdrja om fran 3.

Varje nod laggs till hogst en gang och tas bort hogst en gang dvs. algoritmen tar
O(n) tid.

Sats 3.3.2 Varje graf har ett e-virde for vilket SPANNERVAG dr polynomiellt for
(14 ¢)-stretch.

Bevis Om ¢ blir tillrackligt litet kan alla noder utanfér linjen mellan s och ¢ rdknas
bort. Dérfor fungerar algoritmen fran sats 3.3.1 ofordndrat.

3.4 Ett par observationer

Det finns ett par intressanta observationer som ger lite mer forstaelse av problemet.
Den forsta géller grafer diar avstanden mellan noderna skiljer sig exponentiellt at.
Det innebér att nodavstanden foljer olika skalor. Ett exempel ar en graf dér noderna

n

ligger pa punkter i planet med y-koordinat 0 och z-koordinater 1,2,4, ..., 2".
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Om stretchkonstanten fixeras vid 1.1 sa tillats inte langa omvigar. Om grafen
ligger i planet kommer varje bage som anvénds att gora en stor del av detta onabart.

Figur 3.11 visar hur mycket av planet som blir onabart efter det att férsta noden
besokts om den ligger pa position (1,0) och s ligger pa (0,0). Om resterande noder
ligger utanfor detta omrade paverkas de inte av om (1,0) besokts eller inte. P&
liknande séitt kan noderna placeras langre och ldngre bort ifran varandra sa att
alla noder som ligger langre fran s &n den nyss besokta blir ndbara utan att ett
brott mot spanneregenskapen sker. Detta ger en exponentiell graf och de mdjliga
spannervigarna maste ga mot noder langre och ldngre bort fran s. Detta gor att en
algoritm liknande den for stretch 1 i féregaende kapitel kan anvindas da det bara
finns en riktning, mot storre avstand fran s.

Figur 3.11: Omrade som blockeras av forsta bagen (0,0) — (1,0).
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En annan intressant situation &r den som visas i figur 3.12 med stretch 1.1.
Har visas ett omrade som ar tillatet att besoka efter noden a = (1,0). Dessutom
ar det s& att a kan besOkas efter noder som ligger i det skuggade omradet. Det &r
en forhallandevis liten del av planet som innehaller noder med dessa egenskaper.

Figur 3.12: Det skuggade omradet innehaller noder som kan komma fore eller
efter a ldngs en spannervag.

3.5 Slutsats och vidare arbete

Huvudresultatet i kapitel 3 &r sats 3.2.1 som formuleras i kapitel 3.2. Den sdger
att problemet SPANNERVAG &r NP-komplett for stretch ©(n'*t1/%/k). Satsen
bevisas i kapitel 3.2.2 genom att reducera det NP-kompletta problemet Path with
Forbidden Pairs till SPANNERVAG. I kapitel 3.2.1 gors en reduktion direkt fran
3SAT vilket ger NP-kompletthet for stretch ©(n?).

Mot bakgrund av dessa resultat ar det inte konstigt att den béasta algoritm som
presenteras i kapitlet har en exekveringstid av storleksordningen O(2%-%227), Den
aterfinns i kapitel 3.1 och delar upp grafen i tva delar for varje upptickt par som
bryter mot spannervillkoret. Sedan 16ser den dessa delar rekursivt.

Da jag forst borjade soka efter spannervigar genom grafer trodde jag att det
skulle vara mojligt att hitta dessa pa ett effektivt sitt. Jag testade giriga algoritmer,
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divide-and-conquer algoritmer, algoritmer som anvéinde dynamisk programmering
och slutligen en variant pa backtracking men alla forsck blev icke-polynomiella. Till
slut valde jag analysera nagra algoritmer vilket gav kapitel 3.1.

Det kéindes naturligt efter dessa forsok att bevisa problemet NP-komplett. Det-
ta visade sig svarare &n véntat, i alla fall for konstant stretch. Det var ganska rakt
fram att reducera 3SAT3V2L varianten i kapitel 3.2.1 och jag gjorde detta innan
jag kande till PWFP problemet. Men trots att den andra reduktionen skérper stret-
chen fran ©(n?) till ©(n'*/#\/k) ar denna fortfarande inte konstant. Dessutom
ar det troligast att grafer som anvinds t.ex. fér avstandsbestdmning med hjilp av
AGL-algoritmen #r tvadimensionella. Da blir den bista bevisade stretchen ©(n?/2).

Efter att ha forsokt hitta effektiva algoritmer for konstant stretch och inte
lyckats kiindes det som om problemet verkligen var NP-komplett d&ven héir. Men
efter att ha forsokt visa detta &r jag tillbaka péa ruta ett. Jag kan inget sikert séga
angaende komplexiteten. Erfarenheter fran ndsta kapitel far mig dock att tro att det
kan ga att 10sa problemet effektivt om vissa krav stélls pa grafen. T.ex. skulle krav
som minsta och stoérsta baglangder hjélpa. Detta skulle utesluta konstiga grafer
av exponentiell typ och dessutom omdjliggéra de grafer som anvénds i bevisen for
NP-kompletthet.

Vidare arbete inom omradet skulle kunna besta i att ta fram heuristiker for
att hitta spannervigar. Dessa kan arbeta antingen positivt eller negativt. Med det
menar jag att de antingen kan arbeta efter att hitta véigar eller att blockera sa
manga som mojligt for att snabbt minska sokméngden. Vid hog stretch tillats fler
vagar och det borde leda till att en vig hittas snabbare. Vid lag stretch blockeras
fler véigar och det kan 16na sig att satsa pa att minska s6kméngden.



Kapitel 4

Heltalsgrafen

4.1 Introduktion och definition

Da det ar svart att visa eller motbevisa att ett problem har en viss svarighetsgrad
ar det naturligt att se efter om liknande problem kan bidra med anvéndbar informa-
tion. Det kan ocksa vara sé att generaliseringar eller specialiseringar av problemet
undersoks. Denna information kan kanske sedan anvidndas p& ursprungsproblemet
for att visa eller motbevisa svarighetsgraden. I syfte att komma till djupare insikter
i huruvida det &r mojligt att 16sa problemet SPANNERVAG med konstant stretch
kommer nu en speciell typ av graf att undersokas - heltalsgrafen.

Definition 4.1.1 En heltalsgraf dr en graf ddr alla noder ligger pa heltalspositio-
ner lings tallinjen. I en heltalsgraf med n noder ligger noderna pa heltalspunkterna
0,1,2,...,n—1.

Denna typ av graf ar lattare &n en allmén graf pa tva viktiga punkter:

e Den idr endimensionell

e Den har en minsta langd pa bagar

Definition 4.1.2 Spannerproblemet i heltalsgrafen bestar i att hitta en span-
nervag fran nod 0 till nod n — 1 som uppfyller spannervillkoret for dnskad stretch.
Nod 0 kommer att kallas for s och nod n — 1 for t i enlighet med tidigare bendm-
ningar. En bige som traverseras fran en nod med ldgre koordinat till en med hégre
kommer att kallas en hogerbage och analogt for vinsterbagar som ocksd kallas
bakatbagar dd riktningen fran s gar framdat mot t.

Bada de egenskaper som skiljer heltalsgrafen fran allménna grafer omdojliggor
NP-fullstindighetsbevisen i 3.2. Ar d& spannerproblemet givet ett antal bagar och
noder placerade sa hér fortfarande NP-fullstandigt? Till att boérja med kan sé-
gas att NP-kompletthetsbevisen for generella grafer i forsta skedet endast géller

41
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da stretchen ar kvadratisk. Som en jamforelse kommer att visas att motsvarande
problem i heltalsgrafen adr polynomiellt 16sbart.

Detta ger en intressant betraktelse. For generella grafer giller att 1-spanners
gar att 16sa i polynomiell tid medan n?-spanners troligen inte gar (NP-komplett).
Antingen kan det vara s att 1-spanners dr den enda typen av spanners som &r
polynomiellt 16sbara, eller sa méste det finnas en grans dar algoritmerna gar fran
att vara polynomiella till att inte vara det. Det ar hogst otroligt att det i intervallet
[1,n?] finns flera byten mellan de tva typerna av komplexiteter.

Om detta skulle gélla dven for heltalsgrafen dir det pa bada sidor om det
okénda intervallet finns polynomiella algoritmer fér att 16sa problemet sa skulle
det innebira att det for alla stretchkonstanter i intervallet gar att 16sa problemet i
polynomiell tid. Det borde alltsa ga att hitta en polynomiell algoritm for att t.ex.
bedéma om det finns en vig fran s till ¢ som uppfyller kravet att vara en 1.5-
spannervag. Det aterstar nu att undersoka om en sadan algoritm kan konstrueras.

4.2 Kanda egenskaper
I det hér avsnittet samlas ett antal egenskaper som géller for heltalsgrafen.

Sats 4.2.1 Problemet SPANNERVAG med stretch 1 dr losligt i polynomiell tid for
heltalsgrafen.

Bevis Satsen foljer eftersom den ar ett specialfall av sats 3.3.1.

Sats 4.2.2 Problemet SPANNERVAG med stretch n? dr losligt i polynomiell tid
for heltalsgrafen.

Bevis Satsen foljer av sats 4.2.3 som séger att langsta vigen mellan tva noder i
grafen &r mindre &n n?. D& avstandet mellan tva noder har en minsta grins som
ar 1 dr kvoten mellan avstandet i grafen och avstandet geometriskt aldrig storre
dn n?. Alltsa ér alla viigar tillatna och en vig hittas da i O(n) tid med t.ex. en
djupet-forst sékmetod. En algoritm fér problemet REACHABILITY som innebér
att hitta en vig mellan tva noder finns i Papadimitriou [10].

Sats 4.2.3 For lingsta mdjliga vigen i en heltalsgraf med n noder, Sy, gdller att
S, <.

Bevis Beviset foljer direkt av lemma 4.2.1 och lemma 4.2.2 som bevisas nedan.
Eftersom en vég i en graf inte blir kortare om grafen har fler bagar anvinds en
fullstdndig heltalsgraf i bevisen. Det som géller for denna blir da ocksa en 6vre
grins for alla heltalsgrafer.

Lemma 4.2.1 Den lingsta vigen i en fullstindig heltalsgraf antas dd varje bdge
kopplar samman en nod fran vinstra halvan med en nod fran hégra halvan.
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Bevis Antag till att borja med att grafen har ett jamnt antal noder. Detta inne-
béar att grénsen mellan vinster och héger halva gar mellan de mittersta noderna.
Problemet med udda antal noder l6ses senare.

Det bevisas att for varje vdg mellan s och ¢ dir det finns en bage inom ena
halvan finns det en vig dir denna bage tagits bort och ersatts av bagar mellan
halvorna. Denna nya vig ar minst lika lang som den ursprungliga vigen och har
farre bagar som inte korsar mitten. Genom att upprepa detta tills alla bagar korsar
mitten fas en graf dar alla bagar korsar mitten. Denna slutliga vig &r minst lika
lang som den forsta vigen.

Det kan antas att alla noder i grafen passeras langs en vig mellan s och t av
maximal langd. Om inte sa blir vigen inte kortare for att den mellanlandar pa de
noder som eventuellt inte passerades.

Givet en vig fran s till ¢ dér inte alla bagar gar mellan de tva halvorna. Da
finns tva noder, x och y p& vénster halva som &r forbundna med varandra. Det
finns d& &ven tva noder, z och w pa hoger halva som ar forbundna med varandra.
Detta maste gélla da det &ar lika manga noder pa bada sidorna och tva noder pa
vanster sida inte dr kopplade till noder pa hoger sida. Eftersom alla noder antogs
besokas har alla en bage in och en bage ut i riktning langs vigen.

Det finns tva mojligheter for s att ansluta till paren xy och zw. Antingen
kommer s att na xy forst eller zw forst. Figur 4.1 visar hur det kan se ut nir s nar
xy och mer bestdmt x forst.

Figur 4.1: Graf med noder kopplade inom samma sida.

Bilden visar inte heltalsgrafen i ett plan da korsande vigar medfér problem att
visualisera det som sker. De kurviga pilarna visar vagar som kan ga hur som helst
men forbinder de tva noderna. De kan t.ex. korsa mittlinjen en eller flera ganger.
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De raka pilarna visar en direkt forbindelse mellan tva noder. Det finns inte heller
ett krav pa att x ligger till vinster om y utan detta dr bara ett exempel. Féljande
beteckningar anviands nu:

s*x - Léngden av vigen fran s till . Vagen gar antingen direkt eller via andra
noder.

xy - Langden av bagen mellan x och y.
Da kan enligt bilden skrivas

st=s"r+zy+y'z+ 2w+ w't (4.1)

I syfte att hitta en langre vag kopplas noderna om i grafen vilket ger en ny vig
enligt figur 4.2.

Figur 4.2: Grafen efter omkastning av nodordningen.

Vigen ges nu av
st =s"r +xz + 2"y + yw + w*t (4.2)

Har géller att z*y = y*z d& det ar samma vig i olika riktningar. Differensen
kan da skrivas

(4.2)—(4.1) = (s"z+zz+2"y+yw+w*t)— (s* v+ry+y* 2+ 2zwtw*t) = xz+yw—ry—2zw

(4.3)
I exemplet ar ordningen pa noderna x-y-z-w. Detta ger (i den 1-dimensionella
heltalsgrafen) xz = xy + yz och yw = yz + zw. Med hjalp av dessa substitutioner
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Ordning Substitutioner Forenklat
r—y—w—z|zz=zy+yw+wz | (4.3) =2yw >0
y—rx—z—w |yw=yr+zz+ 2w | (4.3) =2xz >0
y—r—w-—2z Tz = W+ w2 (4.3) =2zw >0

Yyw = Yyr + Tw

Tabell 4.1: Berdkningarna for de tre permutationerna i tabellform.

blir f6ljande forenkling (4.3) = 2yz > 0 mojlig. Alltsa ar vigen i figur 4.2 langre
dn den ursprungliga. Tabell 4.1 visar de tre andra mdjliga permutationerna av
noderna. I samtliga fall ser vi att en fordndring ger en langre vég.

Aven da x och y ligger pa hogra sidan och z samt w ligger pa viinstra sidan
haller argumenten ovan. Dessa fall uppstéar da férsta bagen som inte korsar mitten
ligger pa hogra sidan. Det ger pa samma sétt som férut upphov till en tabell som
visar hur differensen berdknas, se tabell 4.2.

Ordning Substitutioner Forenklat
z—w—z—Yy Tz =W+ w2 (4.3) = 22w >0
Yyw = Yyr + rw
z—w—y—z|rz=xy+yw+wz | (4.3) =2yw >0

yw =yr+xz+ zw | (4.3) =2xz>0
(4.3) =2yz >0

w—z—r—Yy

wW—z—Yy— Tz =2y +yz

Yyw = Yz + 2w

Tabell 4.2: Berédkningarna for de andra fyra permutationerna i tabellform.

Aven hir syns att viigen i samtliga fall blir lingre. Slutsatsen dr att oavsett om
forsta paret ligger i vinstra eller hogra halvan, samt att oavsett inboérdes ordning
sa kommer végen att bli lingre om bagarna gar mellan halvorna varvid lemmat &r
bevisat, for ett jamnt antal noder.

Observera att resonemanget ovan innebér dven att férsta och sista bagen bor ga
mellan halvorna. Om férsta bagen gar inom vénstra halvan ar sista bagen tvingad
att g& inom hogra halvan och genom att byta dessa och sedan folja den resterande
viagen baklénges fas en ldngre vig.

Om grafen har ett udda antal noder finns det tva mdojligheter for vigen att
passera den mellersta noden. Antingen passeras den som en del av en viag mellan
sidorna, eller ocksd kommer végen att via noden studsa tillbaka till samma sida den
kom fran. Det forsta alternativet leder till att vdgen gar fran sida till sida pa sam-
ma sétt som tidigare visat sig ge minst lika langa vigar som andra varianter. Det
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andra alternativet leder till att 2 noder pa ena halvan samt mitten noden anvéinds
upp. Da maste det finnas tva noder pa den andra halvan som &r sammankopplade
och detta leder som visats ovan till att vigen kan vara kortare &n det forsta al-
ternativet. Sammanfattningsvis géller alltsa det som bevisats ovan ocksa for grafer
med udda antal noder, i resonemanget rédknas mittnoden tillhéra samma sida som
dess foregangare ldngs vagen. Detta avslutar beviset.

Lemma 4.2.2 Lat S, beteckna lingden av en vig mellan s och t i en heltalsgraf
med p noder, dar alla moder ingdr i vdgen och varje bage korsar mittlinjen. Da

.. 2
gdller att S) < %.

Bevis Forst beskrivs ldngden i en graf med jiamnt antal noder. Lat p beteckna
antalet noder i grafen. Da géller p = 2n for nagot n. Avstdndet mellan nod n; och
nj skrivs |n; —n;|. Lingden av vigen kan dé skrivas |s—ni|+|ni—na|+- - -+|n,—2—t|
dar noderna indexerats i den ordning de passeras. Har giller att varje nod utom
s och t &r med i tva termer. Eftersom bagarna korsar mitten géller att varje term
innehaller en nod fran vardera sidan och att alla heltal fran 0 till p — 1 férekommer.
I denna summa kommer t.ex. att finnas |n; — 1| och |1 — n;| da noden pa position
1 har ingrad ett och utgrad ett langs viagen. Eftersom 1 ligger i vanstra halvan kan
absolutbeloppet tas bort vilket ger n; — 1 och n; — 1. Genom att konsekvent gora
detta for alla termer fas genom att dven byta indexering i hoger led

|s —ni| +|n1 —no|+ -+ |npo —t| =
=ni+m2—1)+ 3 =1+ (na—=2)+-- 4 (ny2 — (p/2-1))
(4.4)

Héar anvands med den nya indexeringen index 1 f6r den nod som kopplas till 0,
index 2 och 3 for de som kopplas till 1 osv. Noderna som anges med index ligger
pa hoger sida medan de som anges med siffror ligger till vinster. Eftersom varje
term forekommer tva ganger (utom s och t) kan detta sammanfattas till

Sp:2n:’3—711\-1-\%1—m!—i—---—i—\np_g—t\:

p—2 p/2—1 P2 »?

—= —_ — _ < —

(p=1+2 3 k=23 k="-p+1<7
k=p/2 k=1

(4.5)

Om grafen har udda antal noder, p = 2n+1, géller enligt tidigare att mittnoden
passeras som en del i en vig mellan sidorna. Den kommer da att inga i en term
med en nod fran vénster sida och en term med en nod fran hoger sida. Detta
innebar att den i summan férekommer tva ganger med motsatt tecken och ddarmed
forsvinner. Déarfor kommer summan att se ut precis likadan som fér 2n noder med
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den skillnaden att varje bage far en okad langd med 1. Da vigen bestar av 2n bagar
kommer alltsé summan att bli

Sp=on+1 = |s —n1|+|n1 —na| + -+ |np—2 — t| = Sap, + 2n =

(2n)? p? 3 p?
-2 14+2n=— — — < —
2 n+1+2n 5 p+2_2

(4.6)

Detta avslutar beviset.

I syfte att f& en kénsla for hur manga spannervigar det kan finnas i en hel-
talsgraf redovisas nu lite information. Tabell 4.3 visar antalet vigar och antalet
spannerviagar vid olika stretch i heltalsgrafer med upp till 16 noder. Figur 4.3 vi-
sualiserar nagra av dessa vérden.

Noder Viégar Stretch 1 Stretch 2 Stretch 4 Stretch 8 Stretch 14
2 1 1 1 1 1 1
3 2 2 2 2 2 2
4 5 4 4 5 5 5t
5 16 8 8 12 16 16
6 65 16 17 28 62 65
7 326 32 36 70 198 326
8 1957 64 76 180 568 1641
9 13700 128 160 456 1728 7582

10 109601 256 336 1141 5514 30129
11 986410 512 708 2880 18102 104496
12 9864101 1024 1492 7246 58751 375952
13 108505112 2048 3144 18136 187052 1418996
14 1302061345 4096 6624 45566 585904 5622771
15 16926797486 8192 13952 114628 1850740 22983694

16 236975164805 16384 29394 288280 5895322 94487897

Tabell 4.3: Antalet vigar och spannerviagar vid olika stretch i fullstdndiga
heltalsgrafer av olika storlek.

I figuren ser 6kningen ut att vara exponentiell. Detaljerna i tabellen visar att
antalet spannervigar for stretch 1 ar (n — 2)!. Detta beror pa att alla vigar gar at
hoger sa en nod dr antingen med eller inte med lings vigen. For stretch n? blir
antalet vigar ©(n!). Detta beror pa att alla vagar ar tillatna och da blir antalet
végar lika med antalet permutationer av noderna mellan s och t. Ovriga stretch-
varden hamnar mellan dessa bada granser. En intressant fraga ar for vilken stretch
antalet vagar Gvergar fran att vara exponentiellt till fakultet.
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Figur 4.3: Antal spannervigar for stretch 1, 2 och 4.

4.3 Inkrementell metod

Det gar att né ett resultat for heltalsgrafen som &r battre dn det for allménna grafer
genom att bygga inkrementellt. Algoritmen gar igenom grafen fran vénster till
hoger, en nod i taget. I varje iteration uppréatthalls invarianten att alla spannervéigar
mellan noder som finns med &n sa lange har upptéckts. Det kommer att kréavas n
iterationer att ga igenom hela grafen. Figur 4.4 visar hur det ser ut i iteration k.

Undersokta noder Ej undersdkta noder

00000 6.0

Figur 4.4: Steg k i den inkrementella algoritmen.

Enligt tidigare har alla spannervigar som innehaller noderna s till och med k—1
blivit berdknade. Dessa ar undansparade och anviands nu for att na k. Noderna gas
igenom fran vénster till hdger och undersoks efter bagar till k. Om en béage hittas
fran p till k, se figur 4.5, kommer nya véigar att skapas. Utgaende fran alla de
spannervigar fran s till p som finns lagrade laggs sista bagen (p, k) till och det
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kontrolleras om detta ger en spannervidg. Om sa &r fallet sparas vigen undan.
Detta innebér att alla spannervéigar till k, bestaende endast av noder till vinster
om k, som har p som nést sista nod nu &dr sparade.

Undersékta noder Ej undersdkta noder

©00.0.00 6.0

Figur 4.5: En bage funnen fran nod p till nod k.

Nér detta har upprepats for noderna s,1,2, ..., k—1 sa &r alla spannervéigar till
k innehallande noder < k upptéackta. Nu kontrolleras vilka av noderna 1,2, ..., k—1
som kan nas fran k. Om det finns en bage fran & till ¢ med 1 < ¢ < k—1 undersoks
om nagon av spannervagarna till k£ kan utokas med en bage till g. Om sa ar fallet
laggs vagen till listan 6ver spannervagar till q. Nar en vég till ¢ lagts till undersoks
rekursivt vilka nya viagar via ¢ som kan hittas. Pa sa sétt uppratthalls invarianten
att alla spannervigar innehallande noder < k &r upptéckta.

Vad ar tidskomplexiteten for den hér algoritmen? Och hur stort utrymme be-
hover den? Bade utrymmeskraven och tidskomplexiteten &r véldigt stora. Eftersom
alla spannervéigar lagras fas en undre gréans i bade utrymme och tid genom att be-
trakta antalet spannervigar. Enligt tabell 4.3 och resonemangen som foljer denna
dr komplexiteten nagonstans mellan O(2") och O(n!).

Det gar att skérpa algoritmen lite om det stélls krav pa stretchkonstanten. Ett
krav &r darfor fortsdttningsvis att stretchkonstanten ¢ dr mindre &n 2. Vildigt liten
stretch kommer att betraktas dven om resultaten kommer att gilla dven for storre
stretch. Inledningsvis betraktas ¢ = 1.1 som ett exempel. Har accepteras alltsa
endast 10% avvikning mellan avstanden via spannervigen och det avstandet langs
tallinjen. Detta ger en inskrénkning i vilka vigar som &r intressanta i en viss nod.

Invarianten &ndras till ‘i iteration k ar det faststillt vilka noder < k som gar
att na via spannerviagar innehallande endast noder < k. Vidare finns i iteration k
all information sparad som senare kan behovas for att ta reda pa vilka noder som
gar att na via spannerviagar”’. De viagar till nod k som behovs sparas ségs sparas i
nod k. P& sa vis vet varje nod vilka viagar till den som behovs sparas.

Detta &dr en invariant som behdver en ingéende forklaring. Behovet att spara
alla vigar sliapps och nu sparas endast resultatet av vilka noder som gar att na
samt information som behovs av senare iterationer. Den hér informationen bestéar
som snart kommer att visas av avslutningen pé vissa végar till k. En observation
ar att om den efterskta spannervigen fran s till ¢ hittas sa finns bara mdojlighet
att sdga att den finns, inte aterge vilka noder som ligger ldngs den.

Om det &r kéint att det existerar en spannervig mellan s och t gar det dock att
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kora algoritmen n ganger for att fa reda pa vilka noder som ingar i vagen. En nod
tas bort och algoritmen exekveras, hittas ingen véig langre ingick den borttagna
noden i vigen fran s till ¢. Finns det fortfarande en vig kan noden tas bort under
resten av korningarna. Till slut kommer endast de noder som krévs for att det skall
finnas en vig att vara kvar. Det kan finnas flera vigar med olika kombinationer av
noder. Det férfarande som nyss beskrevs ger endast noderna ldngs en vig. Nar det
ar kiant vilka noder som ingar i vigen kan vigen berdknas genom att alla andra
noder tas bort och Dijkstras algoritm, se kapitel 2.5.1, exekveras. Eftersom det
finns en spannervig finns det enligt tidigare resonemang, se kapitel 3.1, en kortaste
sadan vilket &r vad Dijkstras algoritm hittar.

Vilken information behéver sparas i iteration k7 Eftersom alla viagar av intresse
som bara beror noder < k — 1 redan finns sparade behéver ny information endast
sparas om vagar via k. Dels skall alltsd undersékas om k kan nas och om sa ar fallet
den information som kan behdévas senare angéende de olika vigar till £ som hittats.
I iterationen maste dessutom alla nya vagar till noder < k — 1 undersokas da dessa
kan ge nya vigar och ny information som behovs for att uppréatthalla invarianten.

Antag att en vig hittas till £ i iteration k. Det finns da en nod till vinster om
k, ség p med bagen (p, k). Denna viag maste dessutom uppfylla spannervillkoret for
att vara av intresse.

A

Undfersékta noder Ej undersdkta noder

OO e e @ .6

Omrade som ej kan nas
via k utan att bryta mot

spannervilkoret

|
|
|
|
} Noder som
} kan nas via k
|

Figur 4.6: En vég hittas fran p till k.

Figur 4.6 visar att noder utanfor den vénstra grénsen av omradet A inte kan
nas via k. Detta beror pa att spannervillkoret bryts da avstandet fran s till noder
< ¢ via grafen blir for stort i forhallande till det euklidiska avstandet. Foljande
information angéende vigen till £ 4r nu av intresse. Vilken var den higraste noden,
h, till vinster om A som passerades pa végen till p? Hur lang var vigen mellan
denna nod och k7 Figur 4.7 visar situationen.

Om h ar néra q + 1, eller om delvigen fran h till k£ var lang, kommer detta att
begréinsa mojligheten for spannervigar via k att né noder néra den vénstra griansen
av A. Det kommer &ven att innebéara motsvarande begransningar for noder inom A
att senare na noder néra den vénstra gransen. Alltsd maste den hér informationen
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Undersokta noder

Omrade som ej kan nds
via k utan att bryta mot
spannervilkoret

Noder som
kan nas via k

Figur 4.7: Exempel pa information som maste sparas.

sparas. Om det finns méanga vagar till p méste de alla granskas ur denna synpunkt
och den béasta, dvs. den som tillater storst omrade till hoger om ¢ att besokas,
sparas i k. Det spelar alltsa ingen roll for senare vigar exakt vad som héander till
vanster om gransen eftersom detta omrade aldrig kan besokas.

Undersckta noder

Omrade som €j kan nas
via k utan att bryta mot
spannervilkoret

Noder som
kan nas via k

Figur 4.8: k nas via en nod inom A.

Figur 4.8 visar hur det kan se ut om p ligger i A, eller om A besokts innan p.
De noder som bestkts i intervallet kommer att inskrdnka mojligheten for vigen via
k att senare nd noder till vAnster om k. Alltsd maste dessa sparas for varje vag till
k.

Sammanfattningsvis skall i iteration k for varje vag till k& foljande lagras:

1. Den del av vigen till k¥ som startar med r vilket ar sista noden innan véigen
for forsta gangen passerar gransen mellan ¢ och ¢+ 1 dvs. in i A.

2. Den hograste noden, h, till vanster om A samt langden av véigen fran A till
k.
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Om véigen i det streckade omradet ar identisk for tva vigar skall den lagras som
har kortast avstand mellan i och k. Har kan det hénda att h sammanfaller med r
eller p med u.

D4 en vég hittats till k fortsdtter algoritmen med att se efter vilka noder < k—1
som kan besOkas. Det kan innebéra att tidigare obesOkta noder nu kan besodkas,
men det kan ocksa leda till alternativa véigar till noder som redan besokts.

Hur mycket kommer i vérsta fall att lagras i k7 Till att borja med en vig per
kombination av noder som kan besokas i omradet. Det kommer ocksa att lagras
viagar som nar k i senare iterationer. Figure 4.9 visar tva intressanta intervall. I
syfte att fa en begrinsning av antalet vigar som lagras i k uppskattas omradenas
storlekar med varstafallet. A &r som storst d& p = n. Detta ger dven en &Gvre
uppskattning for B da de bada beréknas pa samma sdtt. Bada omradena kommer
da att vara mindre &n 0.1n, eftersom ¢ = 1.1. S& sammantaget kommer de att ha
en bredd mindre &n 0.2n i varje steg. Det finns da hogst 202" olika vigar till k som
behdver sparas. Det innebér att inte all information om en vig lagras utan endast
vilka noder som ingar. Da vigen behovs berdknas den genom Dijkstras algoritm
precis som forklarats tidigare i kapitlet.

A B

|

i

|
Undersokta noder }
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ONONOBNON DS OO D OO RN

Omrade som ej kan nas
via k utan att bryta mot Noder som

|

} Noder som k
spannervilkoret } kan nas via k

|

kan nas fran

Figur 4.9: Omradena A och B som kan innehalla intressant information.

Hur mycket tid kommer att spenderas for att lagra vigar i nod k7 For att fa
en Ovre grins betraktas vérsta fallet, iteration n — 1. Det finns férre &n n noder
som kan na k. Var och en av dessa har firre dn 292" vigar till sig. Alltsa maste
hogst n - 2927 viigar undersokas. For att undersoka en vig maste den beriknas via
Dijkstras algoritm eftersom bara noderna sparades och inte information om vilken
ordning de kom i. Detta tar O(n?) tid. Det &r bara spannerviigar som lagras sa
det enda som kan fa végen till k att inte vara en spannervig dr om k orsakar ett
problem. Det tar en tid i storleksordningen O(n) att jamfora avstanden fran k
till alla noder i vigen och pa sa vis faststilla om det dr en spannervig. Detta ger
algoritmen en kortid som &r i storleksordningen O(n°2%-27). Om stretchkonstanten,
t, skrivs om till ¢t = 1+p fas O(n°2%P") eftersom 0.1n beriknades genom att se hur
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langt stretchen tillat bagar att ga bakat. Har syns att for p = 0 dvs. t = 1 blir det
en polynomiell 16sning.

Eftersom 0.2n var en uppskattning uppat sa géller att komplexiteten kan skrivas
O(n°2%"") med p = 0.1 — ¢ for € > 0. Det innebér att uttrycket kan skrivas om via
n22pn — glogn®+2pn _ 90.2n+(logn®~2en) gom agymptotiskt dr av storleken O(2027).
Det gar alltsa for stretch 1.1 att hitta en battre algoritm &n den allmédnna som var
0(20.822n).

4.4 Alternativ inkrementell metod

Det finns ett annat sétt att bygga upp den inkrementella 16sningen. Den hér me-
toden fokuserar pa vilka omraden som &r tillatna efter att en nod besokts. Den
alternativa metoden askadliggors bast med ett exempel.

Exempel I det hir exemplet anvéinds stretch 1.5. Figur 4.10 visar hur det kan se
ut i ett typiskt steg av algoritmen.

Figur 4.10: En vég till nod 500.

Héar upptécks i iteration 500 att det finns en vig till nod 500 via nod 484.
Figuren visar hela vigen fran s till 500. Den kompletta vigen kommer aldrig att
behandlas av algoritmen som bara tittar pa om bagen (484,500) far anvéndas. I
nod 484 lagras en bild per spannerviag som nar noden. Bilderna visar vilka noder
som &r tillatna att besoka efter nod 484. Bilden for nod 484 i exemplet syns i figur
4.11.

|
|
i Tillatna noder
|
|
|
|

© .. @ @) ) @ ) (0

|
|
|
l
Otilldtna noder !
|

Figur 4.11: Bild av tillatna noder i 484.
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Alla noder i det streckade intervallet kan besOkas efter nod 484. Hér ar det
viktigt att komma ihag att bilden bara géiller for en vig till nod 484. Det kan
finnas andra vigar som ger upphov till andra bilder. En liknande bild skapas for
nod 500. Den utgar fran den tidigare bilden, fér 484, men kring varje bestkt nod
kommer det tillatna intervallen att eventuellt paverkas. Figur 4.12 visar hur ett
otillatet intervall vaxer fram runt 484 efter att 500 besokts.

Tilldtna noder Tillatna noder

Otilldtna noder

| | |
| | |
| | |
| | |
Otilldtna noder | } }
| | |
| | |

Figur 4.12: Bild av tillatna noder i 500 da exempelvagen foljts.

Algoritmen foljer exemplet, for varje nod och vig sparar den en bild av grafen
med de omréden som &r tillatna att ga till markerade. Om den i steg k hittar en
vag fran p till & kommer den direkt utifran bilderna i p att kunna avgora dels
om k &r tillaten och om s& &ar fallet konstruera en ny bild for k. Detta betyder
att den i varje steg hittar alla bilder for den aktuella noden. Istillet for att titta
pa kombinationer av noder i vigen tittar den istéllet pa kombinationer av tillatna
omraden i bilden. P& liknande sétt som forut s kommer den efter att en vig till
k hittats att rekursivt undersdka om nya vigar till noder till vinster om k& kan
konstrueras. Invarianten for algoritmen blir “i iteration £ har alla bilder fér noder
< k vars viagar bara anviander noder < k hittats”.

Det ar uppenbart att algoritmen hittar en vag om den finns och pa samma sétt
som forut gar det att fa fram vigen genom att kora algoritmen upprepade ganger
och varje gang ta bort en nod samt alla bagar till den. Om det fortfarande finns
en vag behovs inte noden, annars satts den tillbaka och en annan nod testas. Till
slut finns bara precis de noder som ingar i en viag kvar och Dijkstras metod kan
anvindas for att fa fram den kortaste vigen.

En understkning av tidskomplexiteten ar nagot mer avancerad én for tidigare
algoritmer. Den centrala delen dr antalet bilder som kan férekomma i en nod. Detta
undersOks efter att ett antal begrepp retts ut.

Det kan hénda att flera vigar till en nod ger upphov till liknande bilder. Det
ar d& av intresse att bara spara den bésta under férutsdttning att bilderna &r
jamforbara.
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Definition 4.4.1 En bild dr en mdngd intervall som anger vilka noder som dr
tillatna att besdka.

Definition 4.4.2 Begreppet bildkvalité anvinds for att jamfora olika bilder. En
bild dr av bdttre kvalité dn en annan om dess tillatna intervall ticker samtliga
intervall © den andra bilden.

Exempel Figur 4.13 visar tva jamforbara bilder. Har syns att pa grund av att
vagen i bild 2 gar via nod 9 kommer det att ske en inskrénkning av de tillatna
noderna. Allts& ar bild 1 battre dn bild 2 och endast bild 1 kommer att lagras i
iteration 484.

Tilldtna noder

|
|
|
|
|
Otillatna noder }
|

Bild 2

Tilldtna noder

|
|
|
|
|
Otilldtna noder }
|

Figur 4.13: Kvalitetsjamforelse mellan tva bilder.

Att jamfora tva bilder for att bestdmma vilken som &r bést tar for en naiv
algoritm en tid i storleksordningen O(n) eftersom intervallen kan spénna 6ver denna
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bredd. Men det dr mojligt att f& ner denna tid till O(logn) genom att bara lagra
intervallens &ndpunkter. Det finns enligt vad som bevisas senare nédmligen hogst
O(log n) intervall som behéver jamforas.

En undersokning av hur intervallen som bygger upp bilderna ser ut gors nu?
Det tidigare exemplet undersoks med fokus pa det vinstra intervallet. Figur 4.14
visar det vinstra intervallet i uppforstoring.

| A |

Otillatna noder Otillatna noder

|
|
|
l
Tillatna noder }
|

Figur 4.14: Intervallet A &r en uppforstoring av det vinstra intervallet i figur
4.12.

Figur 4.15 visar hur intervallets grinser kan paverkas. Noder som besoks till
vinster om A kommer att paverka den vénstra grinsen av A medan noder som
besoks till hoger om A paverkar framst den hogra griansen. De paverkar den hogra
gransen med sin nédrhet och den vénstra genom att de forlanger vagen. Figur 4.15
visar strax att det &r omojligt att fa 416-419 att utgora griansen. Den granulariteten
gar inte att fa. Da det &ar en vérstafallsberdkning som gors kommer en férenkling
att goras, ndmligen att grénserna for intervallet kan vara vilka noder som helst.
Detta innebér en forenkling men kommer att underléatta da en 6vre grans eftersoks.

Pa grund av att béttre bilder ersétter simre kommer det i vérsta fall for ett
intervall av langd n att finnas n olika delintervall att spara. Storsta méngden olika
intervall som inte 6verlappar dr ndmligen mangden av alla intervall av lingd 1.

Figur 4.11 visar ett exempel pa ett maximalt tillatet intervall. Detta kan sedan
delas upp i delintervall om vigen till 484 gar vi andra noder. Av figur 4.15 framgar
hur intervallet kan skéras till fran vanster genom att en nod till vanster om inter-
vallet besokts. Intervallet kan ocksa skéras av till vinster pa grund av att vigen till
484 har varit till hoger om 484 innan den néas. Figur 4.12 visar vad som hander om
en nod inuti intervallet besoks innan den nod som sparar bilden nas. Har syns att
om andra noder i intervallet besoks langs véagen till 500, som t.ex. figur 4.12 visar,
kommer det att leda till en uppdelning i 2 intervall. Det finns en brytgrans for
att pa det hér sittet fa tva intervall, om en mellannod ligger for langt till vinster
kommer inget vinsterintervall, A, att uppsta. Aterstaende intervall som ligger pa
hoger sida kan betraktas som ett helt nytt intervall som pa nytt kan delas upp i 2
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Beskarning fran vanster

| A i

Tillatna noder Otillatna noder
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Figur 4.15: Beskédrning av intervallet A.

delar om dess brytgrans passeras innan nésta mellannod besoks. Pa det hér séttet
kommer den bild som ryms i slutnoden, t.ex. 500 att kunna byggas upp. Anta-
let intervall kommer att asymptotiskt bli logaritmen av intervallets langd medan
antalet kombinationer per intervall kommer att bli intervallets langd.

Nu gors en kraftig forenkling for att fa en uppskattning av antalet bilder i en
nod. Nod n betraktas da flest bilder till vinster om noden finns for den. (Egentligen
nod n — 2 da numreringen gar fran 0 till n — 1 som dr malnoden, men att anvinda
n ger lattare berdkningar och det &r en 6vre grins som soks.) Langden av forsta
intervallet for ett (1 + ¢)-spannervillkor med (0 < ¢ < 1) uppskattas nu. Antag
att situationen &r den som visas i figur 4.16. Spannervillkoret innebér att vigen
s — n — p inte far vara langre dn (1 + t) ganger vigen s — p. Det ger ekvation
4.7.

n+(n—p) <(1+thpep>2n/(2+1) (4.7)

Alltsa &r maxbredden pa intervallet n —2n/(2 +t) = nt/(2 + t).
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|
|
i Tillatna noder
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Figur 4.16: Noder som ingar i berdkningen.

Néar det géller langden av delintervallen sd& kommer det direkt att bero pa
antalet delintervall. Det ger en komplicerad optimering och i syfte att fa en Gvre
grins kommer har enklast mojliga uppskattning att goras. Léngden av alla intervall
sitts till maxldngden. Antalet intervall sétts till maximalt antal vilket uppnas da
en nod precis pa brytgriansen besoks for varje delintervall.

Antalet delintervall &r lika med antalet ganger det gar att finna en brytgréns.
Detta ar antalet ganger det gar att substituera intervall langden in i rekursions-
ekvationen 4.8 innan vérdet blir mindre &n 1, d& det inte gar att dela upp igen.

n-—tni*l t i
24t = n= () n (4.8)
no =n 2+t

t
Vad som eftersoks ar alltsa for vilket i detta blir < 1. Losningen ges av ¢ = 2Ttlog%.
En 6vre uppskattning ar att vart och ett av dessa i intervall ger upphov till nt/(2+t)
olika delintervall. Det totala antalet olika bilder i nod n ges da av (nt/(2+1))%. Lat
a = (241t)/t, da kan uttrycket forenklas enligt 4.9.

1
. Elo 1 1
(nt>2 = <n> gn = l . nalog% = l . nlogn/loga (49)
2+t a " "

Sa sammantaget géller att antalet bilder i en nod alltid understiger %-nlog n/loga —
(logn)?
O(2 Tea ). Ett exempel askadliggér hur de manga kombinationerna kan uppsta.

Exempel Lat t vara 0.5, dvs. stretchen ar 1.5. Nu skapas en graf dar 5% av det
maximala intervallet som ligger till vinster om p tillats vara besokbart i varje
iteration. Detta omrade ar streckat i figur 4.17. I forsta iterationen visar x var en
punkt bor ligga for att skapa det streckade intervallet. For att fa maximalt antal
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kombinationer bér en eller flera noder i nérheten av x vara besokta lings vigen
till p. Om de ligger till hoger om x och bestks i riktning mot p kommer de inte
att inskrdnka nagot av intervallen som skapas. De far dock inte ligga for ndra de
intervall som skapas i senare iterationer eftersom de déa blockerar dessa.  hamnar
96% av viagen mot p. I nésta iteration hamnar y som ar nasta punkt pa nytt 96%
av den resterande vagen mot p. I figuren har detta nya intervall zoomats in till
samma storlek som det forsta. Detta kan fortga tills intervallet &r sa litet att den
itererade punkten sammanfaller med p, dvs. tills de 4% ar mindre 4n 1. Intervallets
langd ar da ungefar 25.
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Figur 4.17: Exempel pa kombinatorisk tillvixt av antalet vigar.

Antalet iterationer berdknas enligt 4.10.

log(1/p)

log(0.04) (4.10)

4 |
(0.04") - p<1<0.04" < p <1< 0.2151log(p) <

Intervallingden dr 5% av det maximala intervallet som i sin tur ar 25% av
totala intervallet. Alltsd &r ldngden 0.0125p i forsta iterationen. Sedan minskar
det i varje iteration och i iteration k #r det streckade intervallet 0.0125p - (0.04%).
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Sammantaget fas att antalet kombinationer &r minst s manga som uttryck 4.11
visar.

i—1
. i(i—1)

[1(0.0125p - 0.04%) = (0.0125p)" - 0.04™ = =
k=0

— 9ilog0.0125+ilog p+ 7 10g0.04

> 9—1.401og p+0.215(log p)? ~2.34i(i—1) -

> 20.215(logp)2—1.4010gp—2.34i2 >

> 20.215(1ogp)2—1.40 log p—0.12(log p)? >

> 20.201(logp)2—1.4010gp > 20.2logp — 9(20.2(10gp)2) (411)

Har uppskattas ¢ uppat med 0.22log p och nedat med 0.215 log p och uppskatt-
ningarna géller for stora p.

Det ar kanske inte troligt att det finns en graf som tillater alla dessa mojlig-
heter. Men om bara en procent av dessa finns innebédr det att den asymptotiska
komplexiteten for att 16sa problemet med kinda metoder blir Q(20-2(og ")2).

Det gav en uppskattning om antalet bilder, men bara da bilderna innehdoll
intervall till vénster om p. Aven intervall till héger om p kommer att ingd i de
bilder som finns i p. Att vigen ndgon gang innan den nar p har varit till héger
om p ger inga nya tillatna intervall till vinster om p. Dessa intervall kan bara
paverkas sa att de blir farre eller krymper. Alltsa géller att ovanstaende berdkning
fortfarande ger en Gver grans for antalet bilder i p med avseende pa den vanstra
sidan. Hur manga bilder tillkommer d& végen tillats att dven bestka noder till
hoéger om p?

Till att borja med finns det en nod som ar sa langt till hoger som det ar mojligt
for vigen att ga, da p sedan skall bestkas. Denna nod, h, finns pa position (1+¢/2)p,
som visas av ekvation 4.12. Figur 4.18 visar ett exempel runt nod 500 med t = 1.5.
Da blir h nod 625 och efter att nod 500 besokts maste vigen fardas ett langt stycke
innan det igen gar att besoka noder utan att bryta mot spannervillkoret.

ht(h—p)<(Q+tp o h<(1+t/2p (4.12)
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Figur 4.18: Exempel pa vig till hoger om 500.

Storst antal intervall till hoger om p fas da h besoks forst. Efter att h besokts
blir situationen densamma som tidigare med den enda skillnaden att riktningen ar
omvéand. Intervallet (p,h) kommer att delas upp i hogst tva delar {6r varje nod vigen
besoker. Det ar givetvis mojligt att vigen passerar p igen, men det kommer inte
att leda till nya intervall eller fler kombinationer s& detta kan bortses ifran da en
ovre uppskattning soks. Figur 4.19 visar den allménna situationen. Antalet intervall
som B kan delas upp i paminner om antalet intervall A kan delas upp i, den enda
skillnaden &r att B &r nagot mindre fran borjan. En total 6vre uppskattning pa
antalet bilder i en nod p fas av att multiplicera antalet méjliga bilder for de bada
halvorna. Detta géller da en viag genom A inte behover inverka pa hur B kommer
att se ut.

B
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Otillatna noder
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Figur 4.19: Intervallet B.

Slutligen géller att antalet bilder i en nod alltid understiger (%nlog”/ logay2 —
2(log n)2

0(2 loga

Nar antalet bilder nu &r begridnsat upptill kan en 6vre gréns for algoritmen kon-
strueras. Om varje nod antas ha maximalt antal bilder sa kommer i varje steg < n
noder att ha végar till den aktuella noden. Dessa kommer att ha (%nlog n/loga)2
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bilder var som behdver undersdkas och sedan skall en ny bild konstrueras om det
gar. Att konstruera en ny bild tar O(log n). Detta beror pa att varje tidigare inter-
vall paverkas av den nya bagen till p och dérfér maste berdknas om samt att det
enligt tidigare visat finns ett logaritmiskt antal intervall. Utover detta infors ett
nytt intervall runt den senast bestkta noden da ingen begransning runt denna tidi-
gare fanns. I syfte att forenkla berdkningarna anvénds att O(logn) &ven ar O(n).
Nér en ny bild berdknas maste avstandet fran alla noder till p berdknas. Detta gors
genom att kora Dijkstras algoritm pa bilden. Detta tar en tid i storleksordningen
O(n?), sa bildbyggandet tar O(n?) totalt.

Totalt anviinds alltsd av algoritmen per nod < n - O(n?) - (%nbg"/ loga)2 1
den héar tiden ingar bilder som kommer att konstrueras i senare steg, det ar en
totaluppskattning av hur mycket tid som kan spenderas i en nod. Da det finns
n noder blir slutligen algoritmens komplexitet O(n - n - O(n?) - ((£nl°8 n/loga)2 —
O(n®(Lnlosn/loga)2y — 0(2(3+$)(logn)2) = 0(2¢(e™?) dir ¢ blir en konstant
som bara beror pa spannerkonstanten. Figur 4.20 visar hur ¢ beror av t. For

sma t-varden ar detta beroende linjart. Med stretchkonstant 1.1 blir komplexiteten
O(2346(08m)*) yilket #r klart bittre &n den tidigare algoritmens O(20-2).

[N
o

"]

__—
__—
__—

9]
ORr N WHMAUOON ® O

0,1 11 2,1 3,1 4,1 51 6,1 7,1

Figur 4.20: ¢ som funktion av ¢.

4.5 Slutsats och vidare arbete

I kapitel 4.4 visar jag att det gar att 16sa problemet SPANNERVAG for heltalsgrafer
inom en tid av storleksorningen O(2¢(1°8 ”)2) dér c ar en konstant som endast beror
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pa stretchkonstanten. Detta &r det kraftfullaste resultatet i kapitlet som ocksa
presenterar en nagot sdmre algoritm i kapitel 4.3. Denna har en exekveringstid
av storleksordningen O(2%2") da stretchkonstanten #r 1.1. I kapitel 4.2 visar jag
dessutom att problemet SPANNERVAG ir 16sligt for heltalsgrafer i polynomiell
tid for spannerkonstanterna 1 och n? (se sats 4.2.1 och 4.2.2). Beviset for sats 4.2.2
bygger pa sats 4.2.3 som siger att lingsta mojliga viigen i en heltalsgraf ar < n?/2.

Det kdndes naturligt att vélja den specialisering som heltalsgrafen utgor for att
kunna hitta en effektiv algoritm for problemet SPANNERVAG. Dels infors en fast
minsta ldngd pa bagarna och dels kidnns det som om restriktionen till en dimension
kan ta udden av NP-komplettheten. Det &r ofta en skillnad i frihetsgrader som
ligger bakom att ett problem tar steget fran att vara i P till att bli NP-komplett.
T.ex. &r 2SAT i P medan 3SAT som bekant &r NP-komplett. Denna 6kning fran
tva variabler till tre i klausulerna innebér en hojning av komplexiteten.

Resultaten i kapitel 4.2 som séger att problemet dr i P for stretch 1 och n?
gor det troligt att det dven ligger dér for stretchar mellan dessa varden, t.ex. for
stretch 1.5. Detta beror pa att det inte ar troligt att komplexiteten byter ordning
flera ganger i intervallet.

Tyvarr lyckades ingen av algoritmerna som presenterades att visa detta. Med
stretch 1.1 fick den forsta en exekveringstid i O(2°-2") och den andra en exekve-
ringstid i O(2346(ogn)?),

Dels kan detta bero pa att algoritmerna var for langsamma, men det kan ocksa
vara sd att de faktiskt kan exekveras i polynomiell tid och det &r de harda upp-
skattningarna som leder till ett icke-effektivt resultat. Det &r i s& fall den senare
algoritmen som kommer att gora bést ifran sig eftersom uppskattningen fér denna
ar béttre dn for den forra.

Nér det géller algoritmerna sa &ar de ganska lika, den ena kommer ihag vilka
noder som ingér i vigen och den andra vilka som kan ingé framéver. Den avgorande
punkten ur komplexitetssynpunkt &r att antalet intervall i bilderna &r logaritmiskt
jamfort med antalet noder i vigarna som &r linjart. Det dr detta som leder till att
den senare algoritmen lyckas bést.

Vidare arbete pa det hir omrédet skulle kunna bestd i att faktiskt testa al-
goritmerna péa riktiga grafer och se hur de presterar. Det kanske finns andra sétt
att forsoka 16sa problemet pa som skulle kunna leda till nya algoritmer. Det skulle
ocksa vara intressant att se hur pass resultaten kan utvidgas till fler dimensioner,
t.ex. ett rutnét i tva dimensioner, eller kanske till att klara endimensionella grafer
med fria nodpositioner.



Kapitel 5

Uppdelning av en graf i
spanneroar

5.1 Inledning

Det héar kapitlet fokuserar pa huvudproblemet, att givet ett t-viarde finna minsta
mojliga m-virde for vilket grafen &r en t-spanner. Det syftar till att ge en djupa-
re forstaelse av problemet samt till att producera en heuristikkandidat som kan
anvindas for att 16sa problemet sa bra som mdgjligt. Samtliga heuristiker som pre-
senteras ar effektiva algoritmer, dvs. de har en polynomiell kortid. Ett verktyg for
att generera grafer och kora testheuristikerna utvecklades (se appendix A.6). Bil-
der som aterges i det hér kapitlet kommer ifran verktyget och alla exempel visas
utifran exempelgraferna i figur 5.1 och 5.2. I samtliga exempel antas t-vardet vara
2.0 eftersom detta valts for testserierna som kommer att presenteras liangre fram.
Det finns inga dolda bagar i exempelgraferna, det innebér att en bage som gar in
i en nod slutar dér, den fortsétter inte igenom.

Figur 5.1: Liten exempelgraf.

64
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Figur 5.2: Stor exempelgraf.

5.2 Observation

Att dela upp en graf i 6ar som &r forbundna via sa fa flygplatser som méjligt ar ett
svart problem. Om t-virdet ar for lagt kommer antalet flygplatser att bli vildigt
stort. Det ricker t.ex. med att t-viirdet ar v/2 for att grafen i figur 5.3 skall fa manga
flygplatser, faktiskt n stycken. A andra sidan sa &r ett stort t-viirde inte troligt om
metoderna skall fungera for vignét dér avstanden oftast inte dr alltfor langa léngs
vagarna jamfort med fagelvigen. Darfor ar 2.0 ett bra val for de undersckningar
som foljer.

Figur 5.3: Varstafall i spanneruppdelning.
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Om grafen i figur 5.3 skall delas upp i v/2-spanners s& kommer nod 1 att an-
tingen vara i samma spanner som nod 2 eller nod 4. Nod 1 kan inte vara i samma
spanner som nod 3 for ¢ < V2 da det geometriska avstandet ar v/2 medan det inom
grafen ar 2. Sa inga noder ldngs diagonaler kan vara i samma spanners. Mdjliga
spannerdar blir d& endast att gora tva oar som técker 6vre och undre raden eller
n/2 dar dar varje 6 bestar av ett kolumnpar. I bada fallen kommer varje nod att
vara kopplad till en nod i en annan spanner vilket innebér att den &r en flygplats.
En slutsats av detta &r for smé t-viirden, under /2 gar det inte att komma undan
stora varstafall.

5.3 Metod

Ett antal heuristiker presenteras. Dessa angriper problemet pa olika satt. Darefter
exekveras de med en testméngd av slumpvis genererade grafer som indata. Re-
sultatet kommer efter statistisk analys att faststélla vilken heuristik som &r bést
ldmpad att l6sa problemet.

5.3.1 Slumpgrafer

Verktyget, se appendix A.6, konstruerades med tva instéllningar for att generera
noder och tva for att generera bagar. Det finns vidare tva olika storlekar pa det
tvadimensionella plan dar graferna ritas i verktyget. Den lilla ytan upptar 600x600
pixlar och den stora 1000x1000 pixlar. I syfte att gora grafen askadlig har ett
rutnét skapats av 40x40 stora rutor. Noder skapas endast i dessa skdrningspunkter.
Detta underléattar nar grafen granskas da noder annars delvis kunnat hamna ovanpa
varandra.

Noder kan skapas antingen helt slumpvis, eller klustrat. Klustrat innebér att
den forsta noden slumpas ut och déarefter slumpas nésta nod ut via en vinkel och
ett avstand fran den féregdende. Om noden hamnar pa en annan nod eller utanfor
rutnéitet gors randomiseringen om. Avstandet fran den tidigare noden slumpas forst
som ett virde fran 0-500 och sedan fran O till det forst erhallna vérdet. Det ger
den fordelning pa slumpvirden som figur 5.4 visar. Férdelningen medfér att en ny
nod med en hogre sannolikhet kommer att ligga nira den féregaende. Eftersom
alla noder sétts ut i rutnétets skdrningar kommer de 500 virdena att delas upp i
12 stycken rutor med bredd 40 pixlar. Figur 5.5 visar hur fordelningen blir 6ver
rutor. Avrundningen sker nedat vilket leder till att intervallet 0-39 réknas som ruta
0 vilken inte ar tillaten. Hamnar slumpvérdet hér tas ett nytt fram. Darfor ar figur
5.5 normaliserad 6ver de mojliga tillatna resultaten.

Slumpvisa bagar konstrueras sa att forst dras en bage fran varje nod till en
slumpvis annan. Detta minskar risken att fa en icke sammanhédngande graf. Sedan
valjs slumpvis ut tva noder som sammankopplas med en bage.

Klustrade bagar genereras till en borjan precis som de slumpvisa, varje nod
lankas till en annan. Sedan véljs en slumpvis nod att dra en bage ifran. Slutdes-
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Figur 5.4: Sannolikhetsfordelning for avstandet till ndsta nod.

tinationen for bagen berdknas genom att forst sortera alla noder i ordning med
avseende pa avstandet till startnoden. Darefter slumpas tre ganger i f6ljd ut en
nod dér maxvérdet dr foregaende resultat. Detta ger en mycket hogre sannolikhet
att bagen gar till en nérliggande nod. Figur 5.6 visar hur sannolikheten att vilja
en bage till en nod ldngre bort avtar med det relativa avstandet. Figuren visar 4
kurvor for antalet noder 14, 16, 20 och 40 som valts till de olika testméngderna
langre fram. De underliggande slumptalen som anvénds &r likaférdelade.

S
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Antal rutor

Figur 5.5: Normaliserat avstand i rutor (om 40 pixlar).

Figur 5.7 pa sidan 70 visar exempel pa de fyra typer av slumpgrafer som genere-
ras av programmet. Har foljer en numrerad lista pa typerna med nodrandomisering
foljt av bagrandomisering. Numreringen matchar den som finns i figur 5.7.

1. Slumpvis - slumpvis.

2. Klustrat - slumpvis.

w

. Slumpvis - klustrat.

4. Klustrat - klustrat.
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Figur 5.6: Sannolikhet att vilja bagar.

5.3.2 Heuristiker

Begreppet kluster som namns i vissa heuristiker ar en méngd noder som anses hora
ihop. De utgor ofta en 6 nér heuristiken &r fardig. Foljande definition behovs for
att underlatta beskrivningen av heuristikerna.

Definition 5.3.1 En bdge anses vara skuggad om dess biada dndpunkter dr flyg-
platser (se definition 2.1.8).

Att skugga en bage innebér att sidtta dndpunkterna till flygplatser. Det ar det
sitt heuristikerna anvéinder da de inte far modifiera grafen genom att ta bort bagar
som orsakar problem. Genom att skugga béagen finns det en chans att noderna
hamnar pé olika éar och ur spanneregenskapssynpunkt ér detta detsamma som
om bagen var borttagen. Det kan dock vara sa att det finns en annan viag mellan
noderna som d& fortfarande anses ligga pa samma 0.

Skuggade bagar avbildas streckade i exempelfigurerna.
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Figur 5.7: De olika typer av grafer som kan genereras av grafmjukvaran.

Girigmetoden (M1)

Den héar metoden &r en typisk girig metod. I varje steg forsoker den lagga till den
nérmaste noden till den 6 som haller pa att byggas. Steg for steg gar det till s&
hér:

1. Valj en startnod f6r den 6 som konstrueras. Den nod som ligger langst ifran
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4.

5.

grafens centrum och inte tidigare valts till nadgon 6 viljs. (Centrum berdknas
som medelvirdet av nodernas x- respektive y-koordinater)

. Lagg till den nod som har kortast avstand till en nod pa den 6 som for

tillfallet byggs. Noden far inte orsaka att 6n bryter mot spannervillkoret.

. Upprepa 2 sa lange det gar. Nar det inte langre gar att lagga till noder till

on ar den fardig.
Lat alla noder som har bagar som ldmnar 6n bli flygplatser.

Sa ldange det aterstar noder som inte blivit tilldelade en 6, upprepa fran 1.

Figur 5.8 visar hur heuristiken arbetar. Den startar med noden léngst fran
centrum, Al. Sedan vixer 6n A via ndrmsta noden, A2. Dérefter ldggs A3 och A4
till eftersom det &r ndrmsta noderna. Nar heuristiken férsoker ladgga till B1 som nu
ar ndrmast gar inte detta eftersom det skulle bryta mot spannervillkoret. Istéllet
upptécks att A5 kan ldggas till. Det tar sedan stopp da inte heller noden B3 som
gransar till 6n A gér att ldgga till. Observera att heuristiken i varje steg forsoker
med alla noder som gar att na, sa Bl forkastas dven i detta steg. On &r fiardig och
alla noder som har bagar som lamnar 6n, dvs. A4 och A5 blir flygplatser. Sedan
fortsétter den med att valja B1 som ny startnod fér 6n B och adderar i tur och
ordning B2 och B3 innan alla noder ar anvénda.

Figur 5.8: Exempel pa girigmetodens arbetsgang.
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Figur 5.9 visar hur heuristiken arbetar med den storre exempelgrafen. Den hér
grafen byggs upp pa samma vis fran Al till A1l och sedan skapas en ny 6 B
eftersom B1 inte kan ingd i 6n A, spannervillkoret bryts till exempel av A8-B1.

Figur 5.9: Exempel pa en nagot storre graf.

Diametermetoden x2 (M2a, M2b)

Den hér heuristiken bygger en 6 at gangen och medan den bygger forsoker den
halla nere diametern pa 6n. Det finns tva olika heuristiker som méter diametern
pa olika sdtt. Den ena berdknar diametern som det euklidiska avstandet mellan
de tva noder som ligger langst ifran varandra (M2a). Den andra berdknar istéllet
diametern till den langsta vigen inom 6n mellan tva noder (M2b). Det ar valdigt
liten skillnad i praktiken pa dessa sitt att méta och heuristikerna raknas darfor
som samma.
Steg for steg gar det till sa hér:

1. VAalj en startnod f6r den 6 som konstrueras. Den nod som ligger ldngst ifran
grafens centrum och inte tidigare valts till nadgon 6 valjs. (Centrum berdknas
som medelvirdet av nodernas x- respektive y-koordinater)
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2. Lagg till den nod som ger minst diameter pa den vaxande 6n. Noden far inte
orsaka att 6n bryter mot spannervillkoret.

3. Upprepa 2 sa lange det gar. Nar det inte langre gar att lagga till noder till
on ar den fardig.

4. Lat alla noder som har bagar som lamnar 6n bli flygplatser.

5. S& lange det aterstar noder som inte blivit tilldelade en 6, upprepa fran 1.

Figur 5.10: Exempel pa arbetsgangen for diametermetoden.

Figur 5.10 visar hur heuristiken arbetar med den lilla exempelgrafen. Den star-
tar med noden langst fran centrum, Al. Sedan vixer én A via ndrmsta noden, A2
som ger minst diameter pa den vixande 6n. Déarefter laggs A3 och A4 till da de ger
minst diameterokning for 6n. Nar heuristiken forsoker ldgga till B1 som nu hade
givit minst diameter gar inte detta eftersom det skulle bryta mot spannervillkoret.
Istallet upptéicks att A5 kan ldggas till. Det tar sedan stopp d& inte heller noden
B3 som gransar till 6n A gar att lagga till. Observera att heuristiken i varje steg
forsoker med alla noder som gar att na, sa Bl forkastas #ven i detta steg. On #r
fardig och alla noder som har bagar som ldmnar 6n, dvs. A4 och A5 blir flygplatser.
Sedan fortsdtter den med att vélja B1 som ny startnod fér én B och adderar i tur
och ordning B2 och B3 innan alla noder &r anvinda.

Med den hér exempelgrafen skiljer sig inte de tva olika sétten att méta di-
ameter. Heuristiken véljer dessutom exakt samma noder i samma ordning som
girigheuristiken.

Figur 5.11 visar ett storre exempel. Har syns en skillnad jamfort med girigheu-
ristiken. A8 viljs framfor A9 da A8 ger en mindre diameter pa den vixande 6n.
I det hér steget valde girigheuristiken tvirt om da A9 ligger ndrmare de tidigare
noderna &n AS.
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Figur 5.11: Exempel pa arbetsgangen {or diametermetoden pa en storre graf.

Enkelklustermetoden (M3)

Den har metoden bygger pa single-link clustering idén. Det innebér att den i varje
steg slar ihop de Gar som ligger narmst till en stérre 6. Skillnaden mot girigmetoden
ar att den arbetar globalt, dvs. med alla 6ar samtidigt.

Steg for steg gar det till sa har:

1. Alla noder betraktas som kluster bestdende av endast en nod.

2. Mét avstanden mellan alla par av kluster. Ga igenom dessa avstand i ordning
dér de ndrmsta behandlas forst. Kontrollera om det gar att sla ihop tva
kluster med bibehallen spanneregenskap. I sa fall ga till 3, annars fortsatt
leta. Om inget klusterpar gar att sla samman, ga till 4.

3. Upprepa 2 sa lange det gar att sla ihop kluster.

4. Inga fler kluster kan slas ihop. De kvarvarande betraktas darfor som fardiga
Oar. Satt alla noder som har en bage som lamnar 6n till flygplatser.

Figur 5.12 visar hur 16sningen véixer fram. Bagarna har numrerats i den ordning
heuristiken véljer dem. Siffran med fetstil anger den valda bagen medan samma siff-
ror i vanlig stil anger bagar som lagts till i samma skede eftersom de férbinder noder
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Figur 5.12: Tidigt skede i enkelklustermetoden.

pa samma 0. I ett tidigt skede finns det flera 6ar. Detta &r typiskt for heuristiken
eftersom den arbetar globalt. Efterhand som fler bagar ldggs till binds 6arna ihop
som figur 5.13 visar. Det slutgiltiga resultatet syns i figur 5.14. I praktiken kan alla
noder pa 6n A anses vara egna Oar da de endast ar forbundna till andra noder via
flygplatser. Tolkningen paverkar dock inte resultatet da endast antalet flygplatser
mats.

Figur 5.13: Inga fler kluster kan slas ihop.
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Figur 5.14: Slutgiltigt resultat med flygplatser.
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Multiklustermetoden x2 (M4a, M4b)

Den hir metoden bygger pa complete-link clustering idén. Det innebér att den i
varje steg slar ihop de 6ar som ger den minsta diametern pa den sammanslagna
on. Skillnaden mot diametermetoden &r att den arbetar globalt, dvs. med alla Gar
samtidigt. Aven hir mits diametern pa tva olika sitt. Det ena anger diametern
till det euklidiska avstandet mellan de tva noder som ligger langst ifran varandra
(M4a). Det andra anger istéllet diametern till den lingsta végen inom 6n mellan
tva noder (M4b). Det ar valdigt liten skillnad i praktiken pa dessa sétt att méta
och heuristikerna riknas dérfér som samma.
Steg for steg gar det till sa har:

1. Alla noder betraktas som kluster bestdende av endast en nod.

2. Testa att sla ihop alla par av kluster. Forkasta de nya kluster som bildas
som bryter mot spannervillkoret. Bland alla nya kluster som bildats och
uppfyller spannervillkoret, vélj i denna iteration den sammanslagning som
har minst diameter. Aterstill dvriga kluster till den status de hade innan
denna iteration pabérjades.

3. Upprepa 2 sa lange det gar att sla ihop kluster.

4. Inga fler kluster kan slas ihop. De kvarvarande betraktas darfér som fardiga
Oar. Satt alla noder som har en bage som lamnar 6n till flygplatser.

Figur 5.15: Heuristiken har anvént alla noder.

Nu foljer ett exempel p& hur heuristiken arbetar med den lilla exempelgrafen.
Figur 5.15 visar hur den véljer kluster att sla samman. Bage 1 &r den kortaste
bagen som finns och den ger dérfér minst diameter pa det resulterande klustret.
Pa samma sétt véljs bage 2 och 3 och i det hér laget bestar grafen av tre 6ar med
tva noder vardera och resten av noderna ligger ensamma pa egna dar. Heuristiken
hittar sedan bage 4 och 5 som ger ligre diameter an sista bagen, 6. Figur 5.16 visar
resultatet med flygplatserna utsatta.
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Figur 5.16: Resultatet med flygplatser utsatta.

Flodesmetoden (M5)

Den héar heuristiken tar vara pa insikten att ett par noder, s och ¢, som bryter mot
spannervillkoret maste hamna péa olika 6ar nar heuristiken &r fardig. Den forsoker
déarfor dela den 6 som paret ligger pa i tva mindre dar. Till sin hjilp anvinder
den en kiind algoritm, MAX-FLOW. Maxflédet mellan noderna som skall separe-
ras berdknas. Detta i en graf dir varje béage tillater flodet 1 i bada riktningarna.
Resultatet blir en ny graf G dér bara bagar som anvinds i flddesberdkningen finns
kvar. Att stdnga ner flodet till 0 motsvarar att separera noderna till tva olika dar.

Minskningen av flodet gar till sa att heuristiken delar upp G i vigar mellan s
och t. Den initierar dessutom sin arbetsgraf till att se ut som ursprungsgrafen. Om
flodet &ar n finns det n disjunkta végar mellan s och ¢ (samma nod kan ingé i flera
vagar, men inte samma béage). Heuristiken angriper dessa en och en och forsoker
hitta en bage langs viagen som genom att skuggas sénker flodet i arbetsgrafen med
ett (skuggning definieras i definition 5.3.1 pa sidan 69).

Om ingen bage hittas léngs en vég forsoker heuristiken att ta bort bagarna i
arbetsgrafen en at gangen pa riktigt, dvs. genom att modifiera grafen. Detta ar
ingen tillaten operation, men kan dnda leda till ett bra val d& bagen pa ett nagot
svagare satt har mojlighet att paverka flodet. Det finns alltid bagar i flodet som
uppfyller detta villkor (om inte s finns det for varje par av noder lings en flodesvig,
en vag till vilket hade givit ett storre flode). Nar bagen vél identifierats aterstélls
arbetsgrafen och bagen skuggas endast da det ar forbjudet att modifiera grafen.

Steg for steg gar det till sa hér:

1. Identifiera det par som bryter mest mot spannervillkoret.

2. Satt upp en flodesgraf déar varje bage tillater flodet 1 i bada riktningarna.
Berékna maxflédet mellan s och ¢.

3. Anvind flodesgrafen for att hitta flodesvigarna mellan s och t. Villkor kon-
trolleras mot arbetsgrafen, men endast bagarna fran flodesvigarna anvands
framdéver.



5.3. METOD 79

4. Vilj en flodesviig. Testa att skugga varje bage, en at gangen. Fortsétt tills
en bage hittas vars skuggning minskar flodet i arbetsgrafen. Om ingen bage
hittats forsok ta bort pa riktigt tills en bage hittas. Uppdatera arbetsgrafen
genom att skugga denna bage.

ot

. Upprepa 4 sa lange det finns fler flodesvagar.

(=}

. Nu ar flodet sténgt.

7. Upprepa fran 1 s& lange grafen inte &r en spanner.

Figur 5.17: Nodparet som bryter mest mot spannervillkoret och flodet dér
emellan.
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Figur 5.17 visar ett exempel pa hur heuristiken arbetar med den stora exem-
pelgrafen. Till vanster i figuren syns exempelgrafen och till hoger syns en forstoring
pa det omrade som innehéller flddet mellan det nodpar, 1-7, som bryter mest mot
spannervillkoret.

Mellan noderna 1 och 7 gar flédena a, b och c. Flodet a gar mellan noderna
1-2-4-7, flédet b mellan 1-3-5-6-7 samt flodet ¢ mellan 1-4-5-7.

Heuristiken bryter flodet a genom att ta bort bage 1-2, flodet b genom att
ta bort 3-5 och slutligen flédet ¢ genom att ta bort 1-4. I detalj beror valen pa
foljande: Ingen av bagarna langs flodet a kommer vid skuggningar att resultera i
att flodet mellan 1 och 7 minskar i arbetsgrafen. Darfor faller heuristiken tillbaka
pa andrahandsvalet och ser att bagen 1-2 minskar flédet om den plockas bort helt.
Nar flodesvig b granskas har heuristiken redan skuggat bagen 1-2 i arbetsgrafen.
Detta leder till att skuggning av bagen 3-5 minskar flédet i grafen. I och med
skuggningen ligger inte 1 och 3 pa samma 6 langre sa flodet kan inte ta den vagen.
Detta kan jamforas med nér 1-2 skuggas, d& finns det en viag 1-4-2 som inte gar
via tva flygplatser s 1 och 2 anses fortfarande ligga pa samma 6. Har syns att
heuristiken blir battre ju ldngre den far kora eftersom den kan utnyttja tidigare
val, men nér det forsta valet gors finns ingen maojlighet att samordna och déarfor
kommer tidiga val att bli simre. Aven bagen 1-4 minskar flodet nir den skuggas
vilket stdnger flodet c. Figur 5.18 visar slutresultatet.

Figur 5.18: Slutresultat med flygplatser utsatta.
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Flodesmetoden med lokaloptimering (M6)

Den hér heuristiken fungerar precis som den tidigare, men infér en ny optimerings-
punkt mellan punkterna 6 och 7 i heuristikbeskrivningen for M5.

Optimeringen utgar fran givna flodesviagar och tidigare givna val som bryter
dessa. Den forsoker sedan hitta béttre val lings varje véig. I foregaende heuristik
var det svart att hitta en bra forsta bage att bryta eftersom inga andra véigar var
stangda. Det fanns troligen ett flode runt den valda bagen. Nar nu heuristiken har
kapat av alla flodesviigar kanske det gar att hitta lokala optimeringar. S& genom
att byta en vald bage mot en annan kanske flédet fortfarande &r sparrat, men med
fiarre antal flygplatser som resultat.

Steg for steg gar det till s& har:

1. Valj forsta flodesvagen.

2. Aterstill den skuggade bagen (steg 6 for M5, eller steg 4 nedanfér). Om tva
bagar som nar samma nod skuggats kommer aterstillandet inte att ta bort
dess flygplatsstatus.

3. Testa att skugga alla bagar léngs vdgen, en och en och se om nagon ger
béttre resultat.

4. Om ett béttre resultat hittas, byt det bagval som gjorts tidigare och starta
om fran 1.

5. Om inte ett battre resultat hittas for den héar flodesvigen, vilj nésta viag och
fortsatt fran 2.

6. Nér alla vigar testats och ingen forbéttring hittats ar heuristiken fardig.

Observera att exekveringstiden fér den hér algoritmen fortfarande ar polyno-
miell eftersom inte alla kombinationer testas utan endast ett polynomiellt antal
béagar och detta sker hogst ett polynomiellt antal ganger.

Nu foljer en beskrivning pa hur heuristiken arbetar med den stora exempelgra-
fen. Den borjar pa precis samma sidtt som den tidigare och optimeringen tar vid
dér den tidigare slutade. Detta beror pa att det inte fanns fler par som behovde
separeras. Om fler funnits hade den lokala optimeringen utfoérts direkt efter det att
varje par separerats.

Forst forsoker heuristiken att optimera flodesvig a som syns i figur 5.17. Bagen
1-2 satts tillbaka och sedan provar den att ta bort 2-4 och 4-7 utan att det blir
béattre. Nar den fortsdtter med flodet b ser den att 1-3 &r ett béttre val dn 3-
5 eftersom flodet inte 6kar men antalet flygplatser minskar. Anledningen till att
den tidigare heuristiken inte kunde géra detta val var att den inte hade tillgang
till det avbrutna c flédet nir den forsokte hitta ett sétt att bryta b flodet. Ingen
mer optimering hittas sedan. Det slutliga resultatet ses i figur 5.19 dér antalet
flygplatser minskat med 1.
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Figur 5.19: Slutresultat med flygplatser utsatta.

Flodesmetoden med globaloptimering x2 (M7a, M7b)

Den hér heuristiken tar optimeringen ett steg langre. Den fungerar som den tidigare
men med en skillnad i optimeringen.

Heuristiken borjar med att identifiera alla par av noder som bryter mot span-
nervillkoret. For varje par tas sedan fram en flodesgraf och bagarna i denna ges
viarden beroende pa om de kan paverka flodet.

Enbart skuggning av en bage i ursprungsgrafen kommer inte att paverka flodet
i denna om det finns andra viagar runt bagen. Darfor anvinds istéllet ett annat
villkor for att se vilka bagar som &r viktiga for att minska flédet. Om bagen genom
att tas bort ur ursprungsgrafen sénker flodet i denna med ett sa tilldelas bagen
i flodesgrafen vérdet ett. Annars far den vérdet noll. Sedan slas alla virden pa
bagarna ihop for alla flédesgrafer. Det ger en graf dir bagarna har en rang mellan
noll och antalet problempar.

I den hér heuristiken kommer information att delas mellan de lokala l6sningarna
sa att nar 16sningen byggs pa samma sitt som tidigare kan mdjligen separationen
av ett par dessutom separera eller delvis separera ett eller flera andra problempar.

Det finns tva varianter pa den hér heuristiken. Nér alla problem listats och
den viktade grafen tagits fram borjar den ena varianten med att 16sa de svaraste
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problemen (M7b) medan den andra borjar med att 16sa de lattaste (M7a).
Steg for steg gar det till s& har:

1.

2.

Ta fram alla par som bryter mot spannervillkoret.

Beroende pa variant, sortera sa att par med lagst/hogst virde hamnar forst.

. Beréikna for varje par en flodesgraf déar bagarna rangordnas efter hur de

paverkar flodet enligt texten ovan.

. Addera dessa virden till en graf med ursprungsutseendet men med vérden

pa alla bagar.

. Gor samma som i heuristiken fér Flodesmetoden med lokaloptimering, men

med skillnaden att “ett battre resultat” hér har en niva till. Nytt for den hér
heuristiken ar att om det finns flera bagar som kan sdnka flodet med farre
flygplatser sa viljs den med hogst rang.

Om det fortfarande finns problem, trots att alla fran borjan kénda par ar
separerade, lagg dessa till listan som togs fram i 1 och fortsatt fran 2 men
med en ren graf. De problem som finns kvar &r nya problem som uppkommit
genom lokaloptimeringen. Exemplet som foljer med den lilla grafen visar hur
det gar till nér nya problem skapas.

Nu foljer ett exempel pa hur den arbetar med den stora exempelgrafen. Det
finns bara ett nodpar att ta hand om hér s& endast bagarna fran deras flodesgraf
kommer att ha rang stérre an 0. Figur 5.20 visar bagarna med rang 1. De bagar
som syns i den hér grafen har alltsa fortur nér flodena skall skdras av eftersom de
sjalva kan minska flodet. Kravet ér enligt ovan att de minskar flddet om de tas bort
helt ur grafen.
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Figur 5.20: Den ackumulerade grafen.

Den hér heuristiken borjar pa samma séatt som den grundlaggande flédesmetoden
och nar ett mellanresultat som ser ut som figur 5.18. Den ser sedan p& samma sétt
som lokaloptimeringsheuristiken att 1-3 &r ett battre val &n 3-5 for att minska flodet
lings flodesvig b. Heuristiken tycker extra bra om denna bage da den férutom att
minska antalet flygplatser med bibehallet nollléde &ven har hogre rang &n den
tidigare valda bagen. Slutresultatet blir samma som det i figur 5.19 och vi ser hér
att alla bagar som slutligen valdes har rang 1. Detta &r en indikation pa att rangen
har betydelse for att hitta en optimal 16sning.

Nu foljer ett exempel pa hur den arbetar pa den lilla exempelgrafen. Den lilla
grafen aterges med numrerade noder i figur 5.21.

1 2 5

Figur 5.21: Den lilla exempelgrafen.
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Problemparet 2-5 detekteras. Da det bara finns ett par sker ingen sortering. En
flodesgraf berdknas enligt figur 5.22.

1 2 5

Figur 5.22: Flodesgrafen for paret 2-5.

Flodesvigarna ar 2-3-4-5 samt 2-8-7-6-5. Endast skuggning av bagen 4-5 langs
forsta flodesvigen ger en minskning av flodet i arbetsgrafen som i det hér laget ser
ut som ursprungsgrafen. Darfor véljs denna. Forsta bagen, 2-8, langs den andra
flodesviagen ger direkt en minskning och det icke-optimerade resultatet blir enligt
figur 5.23.

Figur 5.23: Fore lokaloptimeringen.

I det hér laget startar lokaloptimeringen som testar att byta ut bagar langs
flodesviagen. Ingen bage ldngs vigen 2-3-4-5 kan ersitta 4-5 eftersom de samtliga
kan passeras via 1 och darfor skulle 6ka flodet till nod 5. Daremot haller alla
bagarna langs vigen 2-8-7-6-5 samma laga flode. Darfor véljer lokaloptimeringen
att byta bage till 6-5 som héller samma laga flode som 2-8 men samtidigt sdnker
antalet flygplatser med ett. Det ger grafen i figur 5.24.

Detta &r ett exempel pé nar lokaloptimeringsheuristiken valjer daligt. Visser-
ligen har den lyckats sdnka antalet flygplatser, men samtidigt skapa nya problem.
De nya problemen &ar mellan noderna 4-7, 2-6, 3-3 samt 4-6. Globaloptimeringen
forsoker nu ta hand om detta genom att ta med denna information och backa ett
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Figur 5.24: Efter lokaloptimeringen.

steg. En ny flodesgraf beréknas enligt figur 5.25 dir varje bages rang visas. Ef-
tersom alla bagarna ligger i en cykel kommer alla bagar med lika manga ganger
och ingen inbordes rangordning uppstar. Bagarna 2-3 och 3-4 far inte nagon rang
d4 de inte kan sénka flodet genom att tas bort ur ursprungsgrafen (se forsta stycket
i heuristikens beskrivning).

Figur 5.25: Bagar med rang > 0.

Nu skiljer det sig mellan de tva varianterna av heuristiken. Den ena startar
med paret 4-7 och den andra med 4-6 (som har hogst t-virde, 3.37). Bada tva
kommer till samma resultat. Nar bagarna langs vagen 4-3-2-8-7 och 4-5-6-7 testas
valjs de forsta som fungerar (da de har samma rang alla), namligen 2-8 resp. 4-
5. Lokaloptimeringen hittar sedan inte nagon forbattring. I tidigare steg hittades
optimeringen tack vare att det fanns utsatta flygplatser som férband noderna som
skulle separeras. Nu finns ingen sadan hjilp vilket lyckosamt gagnar heuristiken.
Nér heuristiken atervinder efter att ha 16st forsta problemet ser den att alla andra
ocksa 16sts och avslutar som figur 5.26 visar.
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Figur 5.26: Resultatet med flygplatser utsatta.

Oversiktsmetoden (MS8)

Den hér heuristiken ar ganska lik den globaloptimerande, men skiljer sig pa en
punkt. Den backar inte helt och forsoker 16sa alla problem igen. Den globaloptime-
rande heuristiken kommer att starta med en opaverkad graf i varje ldge déar den
bersiknar virden for olika bagar i flddesgrafen. Oversiktsmetoden gér inte detta.
Istéllet forsoker den l6sa alla problem som &ar synliga vid starten, kallade yttre
problem. Om detta sedan ger upphov till nya problem, kallade inre problem, s&
anvander den kinnedomen om dessa for att forsoka lysa de yttre problemen pa ett
sitt sa att de inre inte uppkommer. Darfor later den de inre problemens ranger
inga i grafen som anvands for att rangordna bagarna nar de yttre problemen l6ses.
Om det trots detta inte gar att forhindra att inre problem uppstar fortsédtter den
med den graf den fatt fram och boérjar inte om. Det innebér att de inre paren blir
de yttre i nésta iteration.
Steg for steg gar det till sa har:

1. Ta fram alla par som bryter mot spannervillkoret. (Yttre problem)
2. Forsok 1osa dessa med globaloptimeringsmetodens bada varianter.

3. Uppstod det inre problem? I sa fall, berdkna och poangsitt grafen dar de
yttre problemen upptéicktes med poédng fran bade yttre och inre problem.

4. Forsok att 16sa de yttre paren med den podngsatta grafen som fas i steg 3.
5. Upptécks nya par sa upprepa fran 3.

6. Om upprepning av 3 inte gor att heuristiken kan 16sa dven de inre paren
nér den loser de yttre paren sé fortsatt fran steg 1, men med den graf dar
problemet har forsokts losas. Detta innebér att de inre par som inte kunde
16sas blir yttre par i nésta iteration.

Nér denna heuristik exekveras pa exempelgraferna returnerar globalheuristiken
redan fardiglosta grafer.
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Sveplinjemetoden (M9)

Den hér heuristiken véljer en annan viag en de tidigare for att placera problemno-
derna pa olika 6ar. Nar problemnoderna ar identifierade s anviander den en linje
for att dela upp grafen i tva delar. Alla bagar som skirs av denna linje omvandlas
till flygrutter och de noder som de sammanbinder blir flygplatser. For att avgora
var mellan problemnoderna det &r bést att skira av grafen anvinds en sveplinjeal-
goritm.

Lat problemnoderna kallas s och ¢. Dar s &r den problemnod med lagst x-
koordinat (lagst y-koordinat om de ligger pa samma x-koordinat).

Algoritmen borjar med att skapa en sveplinje som &r vinkelrdt mot linjen mellan
problemnoderna. Sveplinjen representeras av en normaliserad vektor och ges positiv
y-koordinat (eller (-1,0) om s och t har samma x-koordinat). Denna linje laggs
sedan genom noderna s och t. Noder som ligger till hoger om linjen genom s
och till vinster om linjen genom t kommer att innebéara héndelser néar sveplinjen
passerar mellan s och . Dessa lagras i en prioritetské med avstandet till sveplinjen
genom s (start sveplinjen) som nyckel. Om tva noder har samma avstand lagras
bara den ena eftersom det ridcker med en héndelse for att hantera bada. I varje
steg flyttas sveplinjen langs linjen mellan s och ¢. Den flyttas sa att den varje gang
hamnar pa ett avstand fran ursprunget som &r lika med medelviardet av de tva
senast utplockade noderna ur kon.

Steg for steg gar det till sa har:

1. Identifiera det nodpar som bryter mot spannervillkoret mest.

2. Tilldela s och t ratt noder enligt ordningen som namnts ovan. Berdkna vek-
torn st och en normal till denna som har positiv y-koordinat. Normalisera
denna vektor. Denna vektor symboliserar sveplinjens riktning. Om virdena
urartar 16ses det som beskrivits ovan.

3. Utga ifran en full graf och ta bort alla noder till vinster om sveplinjen genom
s. (Riktning berdknas med vektorprodukten.)

4. Ta fran foregaende graf bort alla noder till hoger om sveplinjen genom t.

5. For alla aterstaende noder, berdkna avstandet till sveplinjen genom s. (Av-
standet berdknas med hjilp av skaldrprodukten och Pythagoras sats.) Stoppa
in alla noder i en prioritetské med avstandet som nyckel. Dubbletter tas bort.
Aven s och t stoppas in i kon.

6. Tag ut s ur kon.

7. Tag ut nasta nod ur kén och berdkna medelvardet av denna och tidigare
nods avstand.

8. Placera sveplinjen pa det nyss berdknade avstandet langs vektorn st. Svep-
linjen placeras ortogonalt mot st.
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9. Beridkna for varje bage om den skérs. Detta sker da ena noden ligger till
vanster om sveplinjen och den andra till hoger. (Orienteringen beriknas med
hjalp av tecknet pa kryssprodukten.) Om en bage skérs, satt dndpunkterna
till flygplatser. Kom ihag lagsta mojliga antal flygplatser.

10. Upprepa fran punkt 7 tills alla hdndelser tagits om hand.
11. Utfor uppdelning i 6ar enligt den sveplinje som gavs minst antal flygplatser.

12. Om grafen inte dr en spanner, fortsitt vid punkt 1.

Nu foljer ett exempel pa hur den arbetar pa den lilla exempelgrafen. Paret 2-5 i
figur 5.21 identifieras som det vérsta problemparet och grafen kommer déarfor att
delas mellan dessa tva noder. Omradet mellan dessa noder innehaller inga handelser
utan det blir bara en linje som testas. Linjen hamnar mitt emellan noderna och
resulterar i att bagarna 2-8 och 4-5 har noder pa olika sidor. Dessa noder séatts till
flygplatser och ger samma 16sning som i figur 5.26.

L
Figur 5.27: Alla noder samt vektorn st.
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Néar heuristiken tar sig an den stora exempelgrafen intraffar hindelser. Paret
s-t upptécks bryta mot spannervillkoret. Déarefter berdknas en vektor mellan dessa
och pa sa vis normalen till vektorn. Sveplinjen gar fran s till ¢ i rét vinkel mot
vektorn st. Figur 5.27 visar alla noder samt vektorn st.

I det har laget berdknar heuristiken alla noder som ligger till héger om svep-
linjens start, detta beror pa att sveplinjen ror sig at hoger. Figur 5.28 visar dessa.

L
t
9 L
L L
@
X
L

Figur 5.28: Noder till hoger om sveplinjen.

Noden X é&r den enda som befinner sig inom det omrade som sveps. Den utgor
en héndelse langs linjen. Linjen kommer att svepa fran s till X till ¢. Figur 5.29
visar de noder som blir hdndelser fér sveplinjen.

Figur 5.29: Noder som ger upphov till hédndelser for sveplinjen.

Hér finns det tva lagen for sveplinjen att befinna sig, halvvigs mellan s och X
samt halvvigs mellan X och t. Inom dessa intervall skirs samma linjer Gverallt.
Figur 5.30 och 5.31 visar hur sveplinjen skir samt vilka noder som péa grund av
uppdelningen blir flygplatser. Slutligen véljer heuristiken den l6sning med minst
antal flygplatser som syns i figur 5.32.
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Figur 5.30: Sveplinjen i forsta intervallet.

Figur 5.31: Sveplinjen i andra intervallet.

Figur 5.32: Slutlig 16sning.
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5.3.3 Testgrafer

Det finns ett stort antal mojliga konstellationer att testa heuristikerna pa. Fordelen
med att testa pa smé grafer ar att det optimala virdet kan beréknas genom t.ex. en
brute force metod. Darfor valdes ett antal sméa grafer ut till testméngden. For storre
grafer finns inte mojligheten att berdkna det optimala vardet, men det ar intressant
anda att se hur heuristikerna lyckas. Darfér valdes en méangd storre grafer ocksa
ut till testmangden. De smé graferna placerades pa verktygets lilla yta (600x600)
medan de stora placerades pa den stora ytan (1000x1000). Slutligen s& anpassades
antalet grafer inom varje svit till ett rimligt antal. Rimligt har ansags det vara om
hela testsviten med en modern dator tog cirka en ménad att berdkna. Tabell 5.1
visar de valda testsviterna.

Antal noder Antal bagar Antal grafer i sviten

14 24 10000
14 28 10000
14 32 10000
16 27 1000
16 32 1000
16 37 1000
20 30 10000
20 40 10000
20 50 10000
40 70 1000
40 80 1000
40 90 1000

Tabell 5.1: Testsviter.

Grafer med 14 noder gar snabbt att berdkna jamfort med grafer med 16 noder
och dérfor har de fatt fler grafer per svit. For grafer med 20 resp. 40 noder beridknas
inte det optimala virdet och dessa kan darfor berdknas snabbt. Trots det innebér 40
noder en s tung belastning att farre grafer har valts hér. Nar det géller forhallandet
mellan noder och bagar kidnns 1:2 férhallandet ganska lagom. Det &r inte for glesa
grafer men samtidigt inte for trangt. Problemet med slumpgrafer ar att om for
méanga bagar tillats kommer alla noder att bli flygplatser. Det ar inte heller rimligt,
om man t.ex. tdnker sig att grafen efterliknar ett vignét, att det finns alltfor manga
bagar som korsar varandra. Detta blir for dyrt och opraktiskt att underhalla och
ofta blir dylika korsningar nya stider med tiden.

Av de fyra olika typer av slumpgrafer som programmet genererar valdes att
samtliga testgrafer skall vara av typen slumpvis-klustrat. Figur 5.7 visar varfor.
Slumpvis-slumpvis grafer ser inte realistiska ut. Med tanke pa att det inte finns
nagon struktur i dessa grafer ar resultatet inte lika intressant da slumpen fér mycket
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kommer att paverka vilken heuristik som lyckas bést (alla heuristiker har grafer
som de kan lyckas bast med). Klustrat-slumpvis ar battre, men utnyttjar inte hela
grafytan da alla noder hamnar i en klump. Slutligen &r klustrat-klustrat daligt av
anledningen som nyss ndmnts men dven déarfor att det blir alldeles for manga bagar
som gar igenom noder (detta kinns orimligt om grafen efterliknar ett vignét). I
figur 5.7 finns det 20 noder och 40 bagar i alla graferna. I graf 4 som ar klustrat-
klustrat syns inte alla dessa bagar pa grund av att manga gar ovanpé andra bagar
men slutar i andra noder. Detta ar en egenskap som dels kommer fran att klustrade
grafer gérna ldgger noderna i rad, dels kommer det fran att klustrade bagar hamnar
valdigt ndra. Sammantaget leder denna kombination till manga orealistiska bagar.

Aven om fokus lag pa grafer med forhallandet 1:2 mellan noder och bagar
sa valdes dven grafer med andra forhallanden ut till testméngden. Testméngden
varierar pa bada sidor om forhéallandet 1:2 for att se hur heuristikerna klarar dessa
variationer.

5.4 Resultat

Resultaten presenteras med grafer som har lika antal noder inom samma underka-
pitel. Tabell 5.2 visar en sammanstéllning 6ver samtliga heuristiker med forkort-
ningar.

Forkortning Beskrivning

M1 Girigmetoden

M2a Diametermetoden - euklidisk

M2b Diametermetoden - lédngs grafens bagar

M3 Enkelklustermetoden

MA4a Multiklustermetoden - euklidisk

M4b Multiklustermetoden - ldngs grafens bagar

Mb Flodesmetoden

M6 Flodesmetoden med lokaloptimering

MT7a Flodesmetoden med globaloptimering - Latta problem forst
MT7b Flodesmetoden med globaloptimering - Svara problem forst
M8 Oversiktsmetoden

M9 Sveplinjemetoden

Tabell 5.2: Oversikt 6ver heuristiker samt deras forkortningar.
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5.4.1 14 noder, 10000 grafer

Resultatet presenteras som antalet flygplatser totalt summerat 6ver hela testsviten.
Tabell 5.3 visar heuristikerna med en representant for varje typ av heuristik. Tabell
5.4, 5.5 och 5.6 visar hur de olika heuristikerna av samma typ star sig mot varandra.

Bagar M1 M2b M3 M4b M8 M9
24 71952 72011 71947 75374 63711 84532
28 68104 67478 73399 78530 58750 82841
32 65501 64754 77093 84380 55773 84675

Tabell 5.3: Summerat antal flygplatser per heuristik.

Bagar M2a  M2b
24 73826 72011
28 69517 67478
32 66533 64754

Tabell 5.4: Jamforelse M2a - M2b.

Bagar Md4a  M4b
24 77048 75374
28 81004 78530
32 87016 84380

Tabell 5.5: Jamforelse M4a - M4b.

Bagar M5 M6 M7a  MT7b M8
24 71952 66902 65347 65321 63711
28 66057 60800 59912 59687 58750
32 62811 57378 56675 56455 55773

Tabell 5.6: Jamforelse mellan flodesheuristikerna.
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5.4.2 16 noder, 1000 grafer

Resultatet presenteras som antalet flygplatser totalt summerat 6ver hela testsvi-
ten. Tabell 5.7 visar heuristikerna med en representant for varje typ av heuristik.
Tabell 5.8, 5.9 och 5.10 visar hur de olika heuristikerna av samma typ star sig mot
varandra.

Bagar M1 M2b M3 M4b M8 M9
27 8962 9007 8965 9314 8379 10776
32 8327 8510 8530 9214 7288 10254
37 7730 7679 8854 9701 6648 10026

Tabell 5.7: Summerat antal flygplatser per heuristik.

Bagar M2a M2b
27 9194 9007
32 8510 8510
37 7812 7679

Tabell 5.8: Jamforelse M2a - M2b.

Bagar Md4a M4b
27 9454 9314
32 9486 9214
37 10025 9701

Tabell 5.9: Jamforelse M4a - M4b.

Bagar M5 M6 M7a M7b M8
27 9414 8791 8614 8590 8379
32 8157 7532 7429 7415 7288
37 7417 6786 6745 6710 6648

Tabell 5.10: Jamforelse mellan flodesheuristikerna.
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5.4.3 20 noder, 10000 grafer

Resultatet presenteras som antalet flygplatser totalt summerat 6ver hela testsviten.
Tabell 5.11 visar heuristikerna med en representant for varje typ av heuristik. Tabell
5.12, 5.13 och 5.14 visar hur de olika heuristikerna av samma typ star sig mot
varandra.

Bagar M1 M2b M3 M4b M8 M9
30 125050 125319 122435 124794 124148 149816
40 123275 123277 123885 129999 114578 147796
50 103494 102936 117626 127638 90189 138181

Tabell 5.11: Summerat antal flygplatser per heuristik.

Bagar M2a M2b
30 126642 125319
40 126139 123277
50 106136 102936

Tabell 5.12: Jamforelse M2a - M2b.

Bagar Md4a M4b
30 126452 124794
40 132492 129999
50 131251 127638

Tabell 5.13: Jamforelse M4a - M4b.

Bagar M5 M6 M7a M7b M8
30 136244 130119 127286 126894 124148
40 125911 117381 117308 116382 114578
50 99864 92069 92137 91501 90189

Tabell 5.14: Jamforelse mellan flodesheuristikerna.
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5.4.4 40 noder, 1000 grafer

Resultatet presenteras som antalet flygplatser totalt summerat 6ver hela testsviten.
Tabell 5.15 visar heuristikerna med en representant for varje typ av heuristik. Tabell
5.16, 5.17 och 5.18 visar hur de olika heuristikerna av samma typ star sig mot
varandra.

Bagar Ml M2b M3 M4b M8 M9
70 31363 31367 31048 31255 32846 35407
80 32992 32971 32717 33099 34029 36208
90 33123 33100 33269 33782 34061 36602

Tabell 5.15: Summerat antal flygplatser per heuristik.

Bagar M2a  M2b
70 31614 31367
80 33202 32971
90 33463 33100

Tabell 5.16: Jamf{orelse M2a - M2b.

Bagar M4a  M4b
70 31572 31255
80 33407 33099
90 34148 33782

Tabell 5.17: Jamf{orelse M4a - M4b.

Bagar M5 M6 M7a  MT7b M8
70 34158 33441 33334 33171 32846
80 35037 34146 34611 34150 34029
90 35224 34139 34576 34176 34061

Tabell 5.18: Jamforelse mellan flodesheuristikerna.
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5.4.5 Exekveringstider

Tabell 5.19 visar exekveringstiderna for samtliga heuristiker nér de 16ser de 1000

forsta graferna i serien 20 noder 40 bagar.

Heuristik Exekveringstid

(sekunder)
M1 22
M2a 37
M2b 375
M3 30
MA4a 419
M4b 753
M5 1051
M6 2093
MTa 7141
MT7b 7257
M8 9196
M9 92

Tabell 5.19: Exekveringstider for 1000 grafer.

5.5 Jamforelser

Hér presenteras jamforelser mellan de olika metoderna samt 6vriga resultat som kan
vara av intresse for analysen. Ett sddant resultat ar det optimala antalet flygplatser
per graf som visas i tabell 5.20.

Antal noder Antal bagar Flygplatser Graf medel
14 24 55293 5,5293
14 28 52559 5,2559
14 32 51781 5,1781
16 27 7013 7,013
16 32 6335 6,335
16 37 5970 5,97

Tabell 5.20: Det optimala antalet flygplatser per testserie.

Tabellen visar att antalet flygplatser sjunker da antalet bagar 6kar. En nod som
ligger pa en 6 och &r en flygplats kommer att skapa fler flygplatser pa andra éar om
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den har fler bagar som ldmnar den. A andra sidan innebér fler bagar att avstanden
mellan noderna inom grafen sjunker. Tydligen &r detta senare fenomenet starkare
dn det tidigare.

I det foljande kommer tabeller 6ver skillnaderna mellan tva metoder att presen-
teras. Observera att det &r den nedre gransen for konfidensintervallen nér skillnaden
skattas som presenteras.

5.5.1 Jamforelse mellan Diametermetoderna

I samtliga tabeller syns att M2a ger ett nagot hogre resultat &n M2b. Har undersoks
hur stor férdel M2b kan férviantas ha jamfort med M2a. Med hjélp av de statistiska
metoder som beskrivs i appendix A.5 erhalls tabell 5.21 som visar skillnaden mellan
M2a och M2b till M2bs férdel.

Antal noder Antal bagar A,

14 24 0,1346
14 28 0,1556
14 32 0,1321
16 27 0,1380
16 32 0,1276
16 37 0,07980
20 30 0,08656
20 40 0,2218
20 50 0,2420
40 70 0,1812
40 80 0,1657
40 90 0,2907

Tabell 5.21: Skillnad mellan M2a och M2b.

Det framgar ingen tydlig trend mellan skillnaden for olika typer av grafer. Stors-
ta skillnaden for 20 och 40 noders grafer intraffar med flest antal bagar. M6jligen ar
det sa att for storre grafer presterar M2b béttre ju fler bagar som finns tillgéngliga.
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5.5.2 Jamforelse mellan Multiklustermetoderna

I samtliga tabeller syns att M4a ger ett nagot hogre resultat &n M4b. Héar undersoks
hur stor férdel M4b kan forviantas ha jamfort med M4a. Med hjélp av de statistiska
metoder som beskrivs i appendix A.5 erhéalls tabell 5.22 som visar skillnaden mellan
M4a och M4b till M4bs fordel.

Antal noder Antal bagar A,

14 24 0,1249
14 28 0,1986
14 32 0,2129
16 27 0,00321
16 32 0,2189
16 37 0,2663
20 30 0,1241
20 40 0,1928
20 50 0,2880
40 70 0,2608
40 80 0,2529
40 90 0,3028

Tabell 5.22: Skillnad mellan M4a och M4b.

Héar syns en tydlig trend da skillnaden i samtliga fall 6kar med antalet bagar
om antalet noder halls konstant.

5.5.3 Jamforelse mellan M1 och M3

M1 och M3 arbetar pa liknande sétt. De ldgger hela tiden till den kortaste bage
som gar. Medan M1 arbetar lokalt och bygger en 6 at gangen arbetar M3 globalt i
grafen och bygger multipla 6ar samtidigt. M1 verkar ge béattre resultat och darfor
far A beteckna avstandet till M3.

Hér syns tydligt att inom varje testserie s& 6kar A-vardet da antalet bagar okar.

5.5.4 Jamforelse mellan M2b och M4b

M2b och M4b arbetar ocksa pa liknande sétt, de méter diametern pa samma sitt
och lagger hela tiden till bagar som ger sa liten diameterokning som mdéjligt. Medan
M2b arbetar lokalt och bygger en 6 &4t gangen arbetar M4b globalt i grafen och
bygger multipla 6ar samtidigt. M2b verkar ge béattre resultat och darfor far A
beteckna avstandet till M4b. Tabell 5.24 visar véirdena.

Aven hir syns tydligt att A-viirdet okar da antalet bagar ckar inom varje test-
serie.
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Antal noder Antal bagar Anin

14 24 20,073%6
14 28 0,4475
14 32 1,072
16 27 ~0,06987
16 32 0,1157
16 37 1,029
20 30 70,3335
20 40 10,03647
20 50 1,295
40 70 20,40246
40 80 -0,37045
40 90 0,048668

Tabell 5.23: Skillnad mellan M1 och M3.

Antal noder Antal bagar A,

14 24 0,2553
14 28 1,015
14 32 1,867
16 27 0,2247
16 32 0,7899
16 37 1,914
20 30 20,1291
20 40 0,5661
20 50 2,340
40 70 -0,2009
40 80 0,3737
40 90 0,3416

Tabell 5.24: Skillnad mellan M2b och M4b.

5.5.5 Jamforelse mellan flodesheuristikerna

Det finns fyra intressanta jamforelser att gora har. Dels &r M6 en direkt optime-
rande version av M5. Dels dr det intressant att jamféra M7a och M7b eftersom
de angriper delproblemen i olika ordning, men annars &r lika. Slutligen d&r M8 den
metod som verkar ha lyckats bést s& den méste jamféras med M6 och M7b for att
se vilken som &ar bést bland flodesheuristikerna. Tabell 5.25 visar skillnaden mellan
M6 och M5 dar M6 ar den heuristik som presenterar légre resultat. Tabell 5.26,
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5.27 och 5.28 visar skillnaderna M7a-M7b, M6-M8 och M7b-M8 déar den senare i

paret presterar lagst. Tabell 5.26 visar hela konfidensintervallet med nedre och Gvre

granser enligt signifikans ***.

Antal noder Antal bagar A,

14 24 0,4752
14 28 0,4974
14 32 0,5161
16 27 0,5884
16 32 0,5928
16 37 0,5995
20 30 0,5723
20 40 0,8099
20 50 0,7415
40 70 0,6569
40 80 0,8293
40 90 1,017

Tabell 5.25: Skillnad mellan M6 och Mb5.

Antal noder Antal bagar Anin A Aoz
14 24 -0,03718  0,002600 0,04238
14 28 -0,01375  0,02250 0,05875
14 32 -0,009482  0,02200 0,05348
16 27 -0,03059  0,02400 0,07859
16 32 -0,03147  0,01400 0,05947
16 37 -0,003446  0,03500 0,07345
20 30 -0,02399  0,03920  0,1024
20 40 0,02779  0,09260 0,1574
20 50 0,008594  0,06360  0,1186
40 70 0,07638 0,1630  0,2496
40 80 0,3762 0,4610  0,5458
40 90 0,3095 0,4000  0,4905

Tabell 5.26: Skillnad mellan M7a och M7b.
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Antal noder Antal bagar Ain

14 24 0,2758
14 28 0,1643
14 32 0,1241
16 27 0,3571
16 32 0,1961
16 37 0,09690
20 30 0,5343
20 40 0,2168
20 50 0,1315
40 70 0,5140
40 80 0,03330
40 90 -0,01047

Tabell 5.27: Skillnad mellan M6 och MS.

Antal noder Antal bagar A,

14 24 0,1231
14 28 0,05820
14 32 0,03778
16 27 0,1628
16 32 0,08592
16 37 0,02599
20 30 0,2173
20 40 0,1205
20 50 0,07960
40 70 0,2493
40 80 0,04327
40 90 0,03067

Tabell 5.28: Skillnad mellan M7b och MS.
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5.5.6 Jamforelse mellan de olika metodtyperna

Tabell 5.29 visar de olika metodtypernas delta-medelvarden jamfort med MS.

Antal noder Antal bagar M1 M2b M3 M4b M9

14 24 0,8241 0,8300 0,8236 1,1663 2,0821
14 28 0,354 0,8728 14649 1,978 2,091
14 32 0,9728 0,8081 2,132  2.8607 2,902
16 27 0,5830 0,6280 0,5860 0,9350 2,397
16 32 1,030 1,040 1,242 1926 2,966
16 37 1,082 1,031 2206 3,053 3,378
20 30 0,0002 0,1171 -0,1713 0,06460 2,56683
20 40 0,8697 0,8699 0,9307 15421 3,3218
20 50 1,3305 1,2747 27437  3,7449  4,7992
40 70 1,483 1479 1,798 -1591 2,561
40 80 1,037 -1,058 -1,312  -0,9300 2,179
40 90 10,9380 -0,9610 -0,7920 -0,2790 2,541

Tabell 5.29: Deltaviarden jamfort med MS.

5.6 Analys

5.6.1 Analys av Diametermetoderna

Spannervillkoret utgors av en kvot mellan avstand i grafen och avstand geomet-
riskt. Detta &r samtidigt de tva siatt att mata diameter pa som heuristikerna M2a
och M2b anviander. Om kvoten betraktas sa finns det tva sétt att minimera den,
antingen minska téljaren, dvs. avstandet i grafen, eller 6ka ndmnaren, dvs. det geo-
metriska avstandet. Nar diametern viaxer 6kar det geometriska avstandet och bada
heuristikerna drar nytta av detta.

Heuristik M2a valjer att utoka den spannero som byggs genom att lagga till den
nod som ger minst 6kning av den geometriska diametern. Den aktuella nod som
ldggs till i en iteration uppfyller spannervillkoret, men hur &r det sedan? Om kvoten
ovan betraktas betyder det att noder som senare laggs till troligare far problem da
ndmnaren minimeras i varje steg. Darfor blir det sa att spanneréar som byggts av
M2a sannolikare har en hogre spannerkonstant och dessutom béar med sig mindre
mojligheter att lagga till nya noder &n dar byggda av M2b.

Heuristik M2b viljer att i varje steg minimera mojligheten till stora téljare ef-
tersom den minimerar diametern med avseende pé avstand inom 6n. Detta arbetar
direkt mot att underlétta for framtida noder att klara spannervillkoret.
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5.6.2 Analys av Multiklustermetoderna

Samma resonemang som for skillnaden mellan M2a och M2b géller har. Men det
verkar dessutom vara nagonting mer som paverkar da skillnaden véxer med antalet
béagar. Fler bagar borde betyda fler val i varje steg, men sa dven for M2 heuristiker-
na. Skillnaden kan 6ka antingen genom att M4a presterar sémre, M4b béttre, eller
béada orsakerna samtidigt. Klart &r att M4 heuristikerna ror sig at motsatt riktning
jamfort med alla andra heuristiker nar fler bagar far anvéindas. Det ser ut som att
M4a okar snabbare och det verkar vara detta som gor att skillnaden okar. Kanske
leder 6kade valmojligheter till fler daliga val. Speciellt kan detta drabba M4a som
redan gor sdmre val enligt resonemanget ovan. Nu far den ckade mdjligheter att
gora dessa daliga val, M4b lyckas dock vélja lite mindre daligt

5.6.3 Analys av lokala och globala heuristiker

Det ar intressant att se vilka heuristiker som lyckas bést, lokala eller globala. Har
avses att jamfora M1 med M3 och M2b med M4b. Tabell 5.23 visar en nedre grans
for skillnaden mellan M1 och M3. Enligt tabellen kan det inte anses sékert att
M1 &r béttre &n M3 pé hilften av testserierna. A andra sidan ar det stor skillnad
pa de testserier ddr man sikert kan sdga att M1 &r béttre. Det finns ocksé ett
tydligt monster dar M1 blir relativt béttre inom varje testserie da fler bagar finns
att tillgd. Detta beror framst pa att M3 presterar sdmre nér antalet bagar okar.
Figur 5.12 pa sidan 75 visar vad som kan ligga bakom. Ju fler bagar, ju fler korta
bagar vilket leder till fler sma 6ar. Medan M1 bygger en 6 at gangen kommer M3
att bygga sméa 6ar som vaxer tills de inte kan véixa léngre vilket leder till att alla
noder med béagar som lamnar darna blir flygplatser. Troligen ar det s& att ndr M1
bygger sin 6 kommer den att absorbera manga av de smadar som M3 bygger. Men
medan M1 inforlivar dessa i sin stora 6 kommer M3s 6ar ofta att vixa tills de nar
en maxstorlek. Sedan kan dessa manga Oar inte slas samma vilket leder till fler
flygplatser. Sammantaget ger fler bagar att M3 skapar fler smadar vilket leder till
fler kontaktpunkter med andra dar och fler flygplatser.

Samma fenomen verkar gilla mellan M2b och M4b. Héar dr det dock mycket
storre skillnad dar extremfallet ar 20 noder 50 bagar testserien dar M2b presterar
2,34 flygplatser béttre per graf i genomsnitt. Det bildas helt enkelt f6r manga smé
Oar med lag diameter som senare inte kan séttas ihop till storre 6ar. Troligen &ar de
for stora for att kunna séttas ihop. Om man jAmfor 6-storleken dr det troligt att
M4b och M3 producerar manga 6ar med ungefar lika manga noder medan M1 och
M2b producerar dar av storre variation, troligen nagra stora och négra sma vilket
leder till farre totala flygplatser.

Ett exempel ges av graf nummer 9922 ur serien 14 noder 32 bagar. Grafen visas
i figur 5.33.

Figur 5.34 visar hur M2b hanterar den hér grafen. Noderna adderas i num-
merordning tills det inte gar langre. Det blir en 6 med 13 noder och en 6 med 1
nod. Figur 5.35 och 5.36 visar i tva steg hur M4b loser problemet. Till att borja
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Figur 5.33: Graf 9922 ur testserien 14 noder 32 bagar.

med bildas flera 6ar. De forsta 6 stegen bildar 5 olika dar. Sedan slas dessa ihop,
jamt fordelat sa att nar slutet nas, vilket ses i figur 5.36 sa finns det jamnstora
Oar. Dessa har manga kopplingar emellan sig vilket syns pa slutresultatet i figur
5.37. Heuristik M2b presenterar en l6sning med 4 flygplatser medan heuristik M4b
maste anvanda 11 stycken.

Figur 5.34: Heuristik M2b 16ser graf 9922.
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Figur 5.36: De sista tre stegen for M4b.

5.6.4 Analys av flodesheuristikerna

Tabell 5.25 visar hur stor skillnad lokaloptimeringen gor jamfort med den icke-
optimerade l6sningen. Det ser ut som om lokaloptimeringen blir mer effektiv ju fler
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Figur 5.37: Slutresultat M4b.

bagar som finns i grafen. Fler bagar innebéar ju fler mojligheter for optimering séa
resultatet var vantat.

Tabell 5.26 visar skillnaderna mellan att borja med de latta respektive de svara
problemen férst nér globaloptimeringen exekveras. Resultatet pekar klart péa att
det ar béattre att 16sa de svara problemen forst. Troligen kan l6sningen av dessa
ocksa ta hand om en del av de latta problemen. Om heuristiken ddremot 16ser de
ldtta problemen forst verkar de svara kvarsta och leda till fler flygplatser.

Tabell 5.27 visar skillnaden mellan den bésta flodesheuristiken, M8 (6versikts-
metoden), och den lokaloptimerande. M8 &r klart battre i alla lagen. Detta ar inte
forvanande d& MS8 indirekt anvénder sig av den lokaloptimerande metoden och
dessutom tillampar oversikt for att anvinda denna béattre. Det som var ovéantat
var att skillnaden minskar med 6kat antal bagar inom varje segment. Troligen blir
oversiktsfordelen lagre da det blir farre problempar som den kan utnyttja i sin

oversikt.

Tabell 5.28 visar skillnaden mellan 6versiktsmetoden och den globaloptimeran-
de metoden. Oversiktsmetoden #r generellt sett bittre pa alla testserier. Detta
beror pa att M8 arbetar smartare. M7 kommer om den 16ser de forst synliga pro-
blemparen och sedan upptécker nya att backa och férsoka 16sa alla paren samtidigt
fran en ren graf. Nar M8 stélls infér samma problem, och det gor den exakt ef-

tersom den exekverar M7 pa de forsta synliga problemen, sa kommer den att ta in
informationen om de nya problemen, men forst forséka 16sa de ursprungliga med
denna extra information. Om detta gar kan den sluta och har alltsa inte behovt
separera fler noder genom att inféra flygplatser. Det &r dérfor M8 presterar battre

an M7 i manga fall.
Aven hir ser vi att skillnaden minskar for fler bagar. Detta beror troligen som
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forut pa att antalet problempar minskar vilket ger mindre utrymme for M8 att
anvanda sin oversiktsmetod. Detta leder till att den mer och mer arbetar som M7
och resultaten narmar sig varandra.

5.6.5 Analys av Sveplinjemetoden

Ur tabell 5.29 syns direkt att heuristik M9, sveplinjemetoden, presterar daligt.
Faktiskt presterar den samst av alla heuristiker. Detta beror troligen pa att den
ar for grov. Problemet ligger i att den skér hela grafen nér den forsoker dela upp
i tva delar. Detta kan behovas, men oftast racker det att skiira en liten del mellan
noderna som skall separeras. Figur 5.38 visar ett exempel dar metoden misslyckas
pa grund av den hér anledningen.

Figur 5.38: Sveplinjemetoden misslyckas.

Noderna s och ¢ behdver separeras. Trots att den vénstra delen av grafen &r
oberoende av den hogra sa skiar heuristiken bada delarna vilket leder till att 5
onddiga flygplatser skapas. Heuristiken behdver 18 flygplatser av 20 mojliga noder
for att 16sa den hér grafen. Majoriteten av de 6vriga heuristikerna 16ser den med 9
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flygplatser vilket ocksa &r det optimala véirdet. Vidare utveckling av denna metod
diskuteras i kapitel 5.7.1.

5.6.6 Analys av exekveringstider

Tabell 5.19 visar exekveringstider for alla heuristikerna. Det ar f6ga forvanande att
den giriga metoden &r snabbast. I varje iteration viljer den ut en ny nod for att
antingen utoka den befintliga 6n eller for att paborja en ny 6. Det blir alltsa hogst
n iterationer. Diametermetoden med euklidiskt avstand &r néstan lika snabb. Den
valjer ocksa en nod, men det gar lite langsammare att berdkna diametern av grafen
an avstandet till den. Diametermetoden som méter diametern via bagarna ar dock
mycket langsammare. En faktor 10 som beror pé att den i varje iteration berdknar
kortaste viigen inom 6n mellan alla noder via Floyds algoritm som &r O(n?).

M3 &r néstan lika snabb som M1. I varje iteration véljer den ocksa en nod att
lagga till men den tittar pa alla bagar medan M1 bara betraktar de bagar som gar
ut ifran den aktuella on.

M4 heuristikerna tar lite langre tid &n de tidigare. Detta beror pa att de testar
méanga kombinationer. Varje bage som inte anvénts testas i varje iteration. Detta
skulle kunna optimeras genom att spara virden som inte péverkas av iterationens
val och endast rikna om de som paverkas av valet. Aven hir kommer Floyds algo-
ritm in i bilden och gér M4b langsammare &n M4a.

M5 &r den forsta av flodesalgoritmerna och den tar lingre tid &n de hittills
ndmnda metoderna. Hir kommer méanga berdkningar in i bilden da flodet skall
berdknas och stdngas av. Att berdkna flodesgrafen tar tid. Detta &r &nnu mer
synligt 1 exekveringstiden for M6 som efter att ha 16st grafen som M5 dessutom
testar nya vagar att stoppa flodet och darfor réknar om flera ganger.

M7 och M8 optimerar vidare och detta kostar tid. Eftersom M8 kor bade M7a
och M7b ar det kanske forviantat att den tar ldngre tid, men det leder ocksa till
bra val som kortar exekveringstiden. Detta syns d&a den bara anviander cirka 64%
av den tid det tar att exekvera bada M7a och M7b pa hela grafen.

M9 &r néstan lika snabb som de forsta heuristikerna. Detta beror pa att den
trots att den gor manga berdkningar dven lyckas separera manga noder i varje
iteration, om &an till ett hogt pris.

Sammantaget kan ségas att skillnaden mellan de snabba och langsamma heu-
ristikerna blev stor, det skiljer ca 400 ganger i kortid mellan M1 och MS8. Trots
detta slar M1 heuristik M8 pa samtliga testsviter med 40 noder.

5.7 Slutsats och vidare arbete

I kapitel 5.5.1 visar jag att heuristik M2b ger ett béattre resultat &n heuristik M2a.
I kapitel 5.5.2 visas att M4b ger ett battre resultat &n M4a. Slutligen visas i kapitel
5.5.4 att M2b &r battre an M4b vilket leder till att heuristik M2b &r den bésta
bland de fyra heuristiker som anvénder diametermatt. Jag har alltsa bevisat att
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nér det giller att bygga spannerdar sa ar det battre att méta diametern av en 6
via grafens bagar &n via det euklidiska avstandet.

Jamforelsen i kapitel 5.5.3 mellan M1 och M3 &r inte lika klar. Analysen gors i
kapitel 5.6.3 och den kommer fram till att M3 &r béattre pa glesa grafer medan M1
ar battre pa tita.

Kapitel 5.5.5 undersoker flodesheuristikerna. Det visas har att M8 i alla ladgen
ar den basta flodesheuristiken. Slutligen visas i 5.5.6 att sveplinjemetoden &r den i
sirklass sdmsta heuristiken.

En sak som inte presenteras i arbetet men som kan utldsas ur testserierna ar
att M8 som anvinder sig av bade M7a och M7b presterar ett hogre resultat &n
deras minimum. Aven om M7b dr bittre #n M7a kommer pa grund av grafernas
slumputseende flera fall uppsta dar M7a har tur och presterar battre. M8 har inte
sé stor tur att den kan méta sig mot minimum av tva heuristiker som angriper
problemet olika. En lirdom av detta dr att flera olika metoders minimum alltid
kommer att vara bra. Om en heuristik skall skrivas kan det lona sig att blanda
l6sningsmetoder, da vissa metoder klarar vissa grafer speciellt bra, och sedan ta
den bésta 16sningen av dessa.

Bland de ovriga heuristikerna har visats att M2b ar béttre &n M4b och M1
béttre &n M3. Hur star da M1 och M3 sig mot M8? Det ser ut som (se tabell 5.29
pa sidan 104) att inom varje segment blir M8 béttre ju fler bagar som finns, dvs.
nér grafen tédtnar. M1 och M3 gynnas daremot av fler noder, dvs. néar grafen blir
glesare. M1 och M3 &r svara att separera, for fa antal noder presterar M1 hela tiden
béttre medan for de stora nodantalen aterhdmtar M3 sig.

Slutsatsen blir att for tita grafer bér man vélja en heuristik av typ M8 medan
man for glesa grafer bor vélja en heuristik av typ M3. M1 hamnar utanfér da den
slar M3 pa de typer av grafer da M8 &nda ar bést.

5.7.1 Vidare arbete

Det finns mojlighet att testa ett stort antal kombinationer av de ndmnda heuristi-
kerna, och kanske dven helt nya. Nar det géller de presenterade heuristikerna finns
det som ndmnts utrymme att forbéattra sveplinjemetoden. Kanske bor snittet som
laggs starta i en punkt pa vektorn mellan s och ¢ och sedan kan det vixa utat sa
mycket som behovs tills separation nas. Ett annat alternativ dr att betrakta grafen
som en polygon och da kanske snittet bara behover skira genom en konvex del av
denna. Denna idé passar bra in pa problemet i figur 5.38 dér endast den vénstra
delen skulle skiras nér s och ¢ separeras.
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Bilaga A

Redovisning av berakningar

A.1 Antalet vagar mellan s och ¢

Héar utreds hur manga végar det finns mellan tva noder i en komplett graf. En
komplett graf betraktas da den representerar det vérsta fallet. Det finns en mdjlig
vag mellan s och ¢t av laingd 1 (med ldngd menas antalet bagar). Av lingd 2 finns
det n — 2 olika végar, vilken som helst av de n — 2 noderna kan viljas som nod
pa viagen. Med langd 3 finns det (n — 2)(n — 3) végar eftersom ordningen mellan
noderna ldngs vigen ar viktig. Tabell A.1 visar hur antalet vigar dkar da langden

pa dem Okar.

Antal bagar | Antal vagar
1 1
2 n—2
3 (n—2)(n—3)
n—2 n—2)-...-2
n—1 (n—2)!

Tabell A.1: Antalet vigar av olika langd.

Observera att de tva nedersta uttrycken i tabellen ar lika stora. Vidare syns

2)

ur tabellen att uttrycket vid k bagar kan skrivas % Summeras detta Gver

antalet bagar fas enligt uttryck A.1 resultatet O((n

1
Zi‘;m =e.

(n

2)1). I berdkningen utnyttjas

114
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n—1 (n_2)| o n—1 1 n_ - l
];(n—k—l)' ( 2)!k:1(n—k—1) 2)! z::k
<(n—2)‘z%:(n—2)! e=0((n—-2) (A1)
k=0 """

A.2 Tidskomplexitet for delgrafalgoritmen

Totalt sett finns 2772 olika delgrafer. Eftersom Dijkstras algoritm i vérsta fall
tar O(n?) tid sa kommer olika mycket tid att spenderas i de olika delgraferna.
Storsta delgrafen ger langst tid eftersom den har storst antal noder, men det finns
bara en saddan. Det finns ddremot flest grafer med n/2 antal noder och har ges
en fingervisning om resultatet. I syfte att jamfora den hér algoritmen med nésta
kommer alla detaljer att redovisas och en exakt vérstafallstid berdknas. Tabell A.2
visar en oversikt Over antalet grafer vid olika antal noder.

Antal noder | Antal grafer | Komplexitet for Dijkstras algoritm
0 1 0
n—2
1 (") 1
2 ("y) 22
n—2 (=) (n—2)°

Tabell A.2: Antalet grafer vid olika antal noder i grafen.

Uttryck A.2 och A.3 visar i tva steg hur komplexiteten berdknas (0 noder har
lamnats utanfor berdkningen).

n—2n 92 ) n—2 n—3 n—3n
k"=(n-2 k=(n-2 k A2
L()emeag () meng (e
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Tidskomplexiteten blir (n — 2)(n — 1)2"~% 4 1 vilket ur asymptotisk synpunkt
ar ©(n?2"). Det krivs ungefir lika mycket tid att skapa delgrafen som att kora
Dijkstras algoritm, ungefir O(n?). Detta paverkar inte den asymptotiska komplex-
iteten.

I berdkningen utnyttjas () = %(,’;j) for att bli av med k-faktorerna.

A.3 Tidskomplexitet for splittringsalgoritmen

Rekursionsekvationen for splittringsalgoritmens tidskomplexitet blir T'(n) = n? +
2T (n—1), T(2) = 1. Dér det tar konstant tid att kora algoritmen pa bara noderna
a och b. n? kommer fran virstafallskomplexiteten av Dijkstras algoritm och kon-
trollen av om det ar en spannerviag. Konstanten framfor denna term paverkar inte
komplexiteten. Uttrycket kan férenklas via

T(n)=n*>+2T(n—1)=n*+2(n—1)* +4(n —2)* + -
n—3
272 =" (n— k)%2h 4 202 (A.4)
k=0

Héar syns att summan ger ratt varde ner till dess att rekursionen avbryts, sa
sista virdet ldmnas utanfor summan. Nu férenklas summationsgransen

k=0
n n
=Y (n—k)P2F -2t —2.2"2 =% " (n — k)*2F — 2"
k=0 k=0

(A.5)

do(n—k)P2h=n?d 284> kPN —2n > k2F (A.6)
k=0 k=0 k=0

Dessa summor angrips nu en efter en. Uttryck A.7 visar vad som géller fér den
geometriska summan.

n? > 2k =n?2ntt — 1) (A7)
k=0
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De 6vriga summorna berdknas med hjalp av finite calculus som presenteras i
Graham et. al [8]. Har foljer en kort beskrivning av begrepp som hdmtas ur denna
bok.

Definition A.3.1 x upphdéjt till m fallande skrivs ™. Detta uttryck definieras
somz®=x(x—1)...(x —m+1).

Finite calculus definierar egna versioner av calculus derivata och integralbe-
grepp.

Definition A.3.2 Differensoperatorn A definieras enligt Af(x) = f(x + 1) — f(x).

Speciellt giller att A(z™) = ma™=L och A(2%) = 2%. Nu definieras motsvarig-
heter till definita och indefinita integraler.

Definition A.3.3 Foir den indefinita summan gdiller
g(x) =Af(z) & Zg(x)ém =F(x)+C (A.8)

dir C dr en funktion p(x) sidan att p(x + 1) = p(x).

Definition A.3.4 Lat g(x) = Af(x), di definieras den definita summan enligt

S g(@)dz = [f(2))2 = f(b) — f(a) (A.9)

For den definita summan géller att om f och g &r som i definition A.3.4 s &r

b b—1
> gla)iw =3 glk) (A10)
r=a k=a

Definition A.3.5 Skift operatorn E definieras enligt Ef(x) = f(x + 1).

Nu kan en motsvarighet till partiell integration formuleras. Den kan antingen
vara definit eller indefinit. Den indefinita versionen visas i uttryck A.11

ZUAU = uv — ZEUAU (A.11)

Om u(z) = x och Av(z) = 2* ger den partiella integrationen att

Z x2%6x = 22" — Z 27§y = 227 — 2°H L C (A.12)

Applicerat pa den hogra summan i uttryck A.6 sa ger det
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n+1

¢ k2k 2% § T z+1 n+l

Z = Z x2%0x = [xQ -2 }0 =

k=0 =0
— ((n + 1)2n+1 _ 2n+2) _ (0 . 20 _ 20+1) — (n _ 1)2n+1 + 2

(A.13)
For att berdkna den mittersta summan i A.6 utnyttjas
2?2 =22 + 21 = 22 + 2. Det ger

> a2%r =) (2P +2)2%0x =) 2*2%0x + »_ a2"0x (A.14)

Har blir den forsta summan

szﬂéx =
= 222" =) 221275 = (a? — 2)2" — 4> 22" = (A.15)
= 2227 — 22" — 4(22" — 2T 4+ C = 2%(2? — 5z +8) + C

Sammantaget ger det

> a?2%6r =2"(2* —Bx +8)+2°(x —2)+ C =22 — 4z +6)+ C  (A.16)

Detta leder till att den mittersta summan i A.6 blir

n n+1
Z K22k = Z r22%5r = {2“(302 — 4z + 6)]
k=0

=0

+1

Z = 2" (2 —2n +3)— 6 (A.17)
Nu kan uttrycket for T'(n) sdttas samman av delarna i utryck A.7, A.13 och

A7

T(n) =n?2"™ — 1) + (2" (n? — 2n + 3) — 6)—
—2n((n—1)2"T £ 2) — 2" =5.2" —p? —4n — 6
(A.18)

Algoritmen &r alltsa av komplexiteten O(2").

Om de olika beriikningsstegen studeras syns att det blir 2”2 grafer med storlek
2 noder som algoritmen till slut skall koras pa néar rekursionen nar botten. Men
det finns egentligen bara en saddan graf med noderna a och b. Det samma géller i
steget innan dér det dr 2”3 grafer av storlek 3 som skall undersokas. Men det finns
bara n — 2 grafer av den hér typen sa det &dr alltsd samma grafer som aterkommer
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exponentiellt ofta. Det gar dérfor att snabba upp algoritmen genom att se till sa
att den inte testar samma graf mer dn en gang. Om algoritmen borjade nerifran
och beridknade forst alla grafer med tva noder, sedan tre osv. och hela tiden holl
foregaende resultat lagrat skulle algoritmen ta upp ungefér O(Z”‘zlog(”)) utrymme.
Detta inses genom att titta pa storsta binomialkoefficienten som &r den centrala
binomialkoefficienten, (J;fl) Tabellen for alla grafer ar storst da den med storlek
n/2 — 1 noder nyss har byggts upp. Har anvinds Stirlings approximation, n! ~
V2rn(2)", som aterfinns till exempel i Graham et al. [8]. Det leder till att

n n! ny" 2" oloe(n
<n/2> R (n- ((;)W)z == (A.19)

Héar antas n vara ett jamnt tal for enkelhets skull. Ordo-notationen gor att
detta fortfarande &r O(2"~21°8(")) om n substitueras mot n — 2 som giller for den
centrala binomialkoefficienten enligt ovan.

Finns det nagon punkt mellan ingen tabell och en full tabellering som ger
optimal tidskomplexitet, och &r den béattre &n O(2™)7?

En tabell konstrueras med resultat fran alla grafer av storlek x noder. Den far
storlek (";2) eftersom noderna a och b méaste finnas med. Att exekvera den tidigare
algoritmen tar for varje graf O(2%). Det ger en ny algoritm med komplexitet

T(n) —O(Qx)<n;2> —|—n2—|-2<n_ 1)2+..._|_
428 — k) + - 2" (2 4+ 1)2 4 27770 (x) (A.20)

Den forsta termen bestar hér i att konstruera tabellen med alla resultat och
den sista termen motsvarar att alla 2"~% berdkningarna slas upp i en tabell. Om
grafernas virde lagras i en tradstruktur sa tar det i vérsta fall O(z) att hdmta dem
ur denna da tridet inte sikert dr balanserat. Ovriga termer dr precis samma som
i den tidigare berdkningen, A.4.

Uttrycket kan férenklas genom

n?+2n—124+4n—-22+ - +2"(n—k)> +- - +

n—x—1 2 n—x n—x n—x — (l‘ + k)2
+2 (x+1)*+2"*0(z) = 2" *O(x) + 2 ZT
k=1
(A.21)
Sedan kan summan begrénsas ovanifran genom
n—=x 2 00 00 o 1.2
(x+k) 9 1 k k 9
ZTSQU 2274—233227—1—2?:23: +4x +6 (A.22)
k=1 k=0 k=0 k=0
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Har utnyttjades att

1 ()"
kzn%);kl(é))—)Q da n — o0 (A.23)

. — Ly 1
kz:% (1—)? ger ) op = T _21)2 =2 (A.24)
x=1/2 k=0 2

k2xk:$(x % 1.2 1.3
x=1/2 k=0 2

Uttrycken A.23-A.25 fas fran teorin for genererande funktioner som presenteras
i Graham et al. [8].

Med hjalp av detta kan T'(n) skrivas T'(n) = O(2m)(”;2) +2n720(2?).

Berdkningen av en asymptotisk komplexitet for 1" paverkas inte av det som
doljer sig i ordo notationen sa istéallet betraktas

T(n) = 2° (” ; 2) + g2one (A.26)

Héar syns att ett stort x okar den forsta termen och minskar den andra. Det
minsta vardet antas dérfor da de &r lika stora. Det efterfragas ett x som loser

9t (n - 2) = g2on-e (A.27)
X

Om binomialkoefficienten betraktas sa géller med hjélp av Sterlings approxi-
mation for z!

n—2\ (m—-2)(n—-1)---(n—x+1) W (e
< z >_ r(zr—1)---2-1 S(x/e)x_< ) (A.28)

Hér gar det att fa bort n ur basen genom att sitta z = n/c f6r nagot c. Det
ger

(nn;f) = (ce)™/* (A.29)

Genom att uppskatta binomialkoefficienten fas en béttre approximation och ett
x viarde som béttre approximerar 16sningen till ekvationen.
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(n—2> Sl<n> Sl.% (A.30)
v n\r) Tno (87 (")

Hér har téljaren uppskattas uppat och ndmnaren nedat utgéende fran Stirlings
approximation for fakultet. Om e forkortas bort och x sétts till x = n/c fas

n" n" "

" ( ]_) n(c—1) = nn 1 n(c—1) = 1 n(c—1) (As]‘)
(ﬂ)c<"07> c Sole—=1)"% (c=1)"

Cc C

Nu kan ekvation A.27 betraktas i ett nytt ldge, nu ar den en ekvation med ¢
som okénd eftersom z = n/c. Logaritmeras bada leden fas

—1
ﬁ—Fnlogc—Mlog(c—l)zl—ﬁ—f—Qlog2 (A.32)
c c c c
Division med n ger
1 —1 1 2
f—i—logc—c log(c—l)zl———i——logﬁ (A.33)
c c c n c

Hir syns att for stora n spelar inte den ursprungliga 22 faktorn sa stor roll.
Det &r i detta steg motivationen finns for att ordo-uttrycken kunde tas bort. Pa
grund av logaritmeringen skulle dessa bli en konstant delat med n.

Sa for ekvationen géller d& n — oo att

c—1
c

2
— +logc— log(c—1)—1=0 (A.34)
&

Vilket ger ¢ =~ 5.863876183.

Sétts detta in i * = n/c sa fas asymptotiskt likhet mellan de tva termerna
och den hogra ger littast storleken pa komplexiteten som blir O(20-82946434n) Dt
kan némnas att faktorn x? framfor inte betyder nagot asymptotiskt da den &r av
storleksordningen logn vilket ar forsvinnande lite (t.ex. kan ett uttryck i n med
koefficient mindre &n minsta decimalen ovan kompensera for dess bortgang). Nu
har en dnnu béttre algoritm &n den forra som var O(2") hittats. Om den ersétter
den forra i rekursionsekvationen fas en &nnu béattre algoritm. Detta kan upprepas
fler ganger och ger en foljd av algoritmer som konvergerar mot en asymptotisk
komplexitet som nu skall bestdmmas. Om det i uttrycket som c l6stes ut ur nu
utnyttjas att det finns en algoritm som tar 27(1—1/¢)
for allt battre algoritmer

2—1/c,—
7< [en-1) + log ¢, —
C’rL Cn
Pa numerisk viag berdknas att ¢, — 5.617962663 da n — oco. Detta ger en slutlig
tidskomplexitet pa O(20-82199953n) gller O(1.767854485"). Utrymmesmissigt kriivs

(”_2). Hur stor &r da denna term? Det géller i uttryck A.27 att vanster led ungefar

e
motsvarar hoger och héger har beriiknats till O(20-82199953n)

fas f6ljande rekursionsuttryck

Cp —

log (¢, —1)—1=0 (A.35)

sa da ar
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O((n ; 2>) _ O(20.82199953n—n/5.617962663) — (2064399905800 _ ()(1 562655")
n/c

(A.36)

Utrymmet blir alltsd nagot mindre &n exekveringstiden, men fortfarande expo-

nentiellt.

A.4 Jamforande exempel

Graferna som visas for att klargora skillnaderna mellan de olika sétten att reducera
ett 3SAT3V2L problem aterges med detaljer hiar. 3SAT3V2L uttrycket dr det som
ges i figur 3.5 pa sidan 30.

Den forsta reduktionen utgar fran grafen i figur 3.6 och tar bort bagar mellan
literaler med motsatt vérde. Dessa bagar far inte anvéndas eftersom en vig mellan
dessa skulle innebéra en tilldelning av tva olika sanningsvéirden till en variabel.
Sedan flyttas noderna om sa att de forbjudna paren hamnar i samma rutor. Figur
A.1 visar hur det ser ut.

(avva)/\(dvab)/\(vava)/\(dveva)

Figur A.1: Reduktion via PwFP uttrycket.
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Figur A.2 visar grafen med literalerna utplacerade.

(avva)/\(dvab)/\(vava)/\(dveva)

Figur A.2: Direktreduktion fran 3SAT uttrycket.

Om nodernas storlek approximeras med noll och deras avstand inom en ruta
ocksé approximeras med noll gar det latt att rdkna ut avstanden i grafen da cent-
rumavstanden hela tiden kan anvdndas. Om alla vigar tillats mellan de olika lagren
i figur 3.6 fas féljande tabell.

Lager Léangsta bage Langd
1 s—=2—=2 2445

2 2 555 1442
3 6—7 22
4 712512 2445
5 10 = ¢ 2v/2

Tabell A.3: Liangsta bagar mellan lagren i figur 3.6.

Den langsta spannervigen uppskattas darfor till summan av dessa som blir un-
gefér 16.54 vilket avrundas till 17. Den kortaste tillatna viigen passerar noder som
ligger i rutor intill varandra pa ett avstand av 1. Detta innebér att spannerkon-
stanten maste vara minst 17 for att alla mojliga l6sningar skall tillatas. Det réacker
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att noder som placeras i samma ruta hamnar inom 2/17 eftersom kortaste vigen
gar via en intilliggande ruta och tillbaka vilket ger viagen lingd 2. Denna far inte
tillatas &ven om 17 ganger langre vigar tillats. Om ©-uttrycket anvénts hade det
behovts en spannerkonstant pé 99 for att hitta en spannervig igenom. Det syns att
denna vérstafallsuppskattning hamnar langt ifran exemplets vérden.

Figur A.3: Léngsta vigen genom grafen.

Nér det géller direktreduktionen fran 3SAT visar det sig ganska snabbt att det
bara finns tva langa viagar. Matning ger dem dessutom samma langd, 32¢. Figur A.3
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visar den ena av dessa. Om 7 viljs sa 17 = 1 sa blir e = /5 och viigens lingd 32+/5.
Da denna vig maste tillatas passera noder som ligger pa avstand 1, i ndsta kolumn,
kommer detta ocksa att bli kravet péa stretchkonstanten. Avrundat till ndrmsta
heltal blir det 72. Bakatnoder bor bryta mot detta om deras negation passeras.
Kortaste tillatna avstandet mellan tva otillatna bagar ar 2n = 2 som motsvarar att
vagen gar ner och vinder pa néasta lager. Detta innebér att bakadtnoderna maste
placeras inom 2/72 = 1/36 fran sin negation.

A.5 Berakningar for heuristikerna

Foljande metod anvands for att ta fram intervallskattningar for skillnaden i resultat
mellan tva heuristiker. Metoden ligger till grund fér samtliga statistiska resultat
som presenteras i kapitel 5.5.

Datan kan betraktas som ett antal stickprov i par. Det innebér att heuristiker-
nas resultat jamfors parvis eftersom det inte gar att jimféra mellan olika grafer.
Da ett stort antal métvarden anvinds gar det att utnyttja en normalapproxima-
tion for att bestdmma intervallet. Analysen utgér fran modellen att den mindre
seriens fordelning &r approximativt normalférdelad med fordelningen N(mj,oq)
samt den storre serien med fordelningen N (mj;+ A, 02). Detta ger enligt Blom och
Holmquist [2] intervallskattningen I = (Z %+ t4/2(f)d) dér z &r den mellan paren
bildade differensen och z medelvirdet av dessa differenser. f ar antalet frihetsgra-
der for vilket géller att f = n — 1 dér n &r antalet par. Observera att i samtliga
testserier dr antalet frihetsgrader sa stort att ¢-fordelningen sammanfaller med nor-
malfordelningen. Vidare géller att d ar ett métt pa spridningen vilket fas fran den
uppmitta standardavvikelsen genom d = s/+/n. Signifikans *** eller 0.001 anvénds
da pastaenden ges.

Ett Ayin-varde ur tabellen for jamforelse mellan M2a och M2b, se tabell 5.21
pa sidan 99, berdknas nu som exempel. Méatvirdena hamtas ur forsta raden i tabell
5.4. Intervallskattning av A ger In = (0.18 4 0.047). Med signifikans *** géller
alltsa att metoden M2b i genomsnitt &r minst 0.13 flygplatser béttre per graf pa
randomiserade grafer av typen 14 noder 24 bagar. Pa samma vis ger motsvarande
berikningar pa de andra typerna av grafer till slut tabell 5.21. Ovriga intervall och
A-viarden som aterfinns i de andra tabellerna i kapitel 5.5 berdknas péa liknande
satt.

A.6 Verktyget

Foljande blid visar det grafiska verktyg som anvénts i kapitel 5 for att generera
grafer och kora test. Utforlig testning och debugging av heuristiker har d&ven utforts
via detta verktyg som ar utvecklat med Eclipse SDK version 3.4.0.
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